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Gli  storici  non'  ai  trovano  d'accordo  nello  stabilire  dove  ebbe  \ii 
sue  prime  orìgini  U'Oeometria,  Suppongono  alcuni    che  la  cono- 
scessero gli  Ebrei ,  o  meglio  i  Caldei ,  i  quali   possedeodo  molte 
nozioni  di  Astronomia ,  dovevano  pur  della  Geometrìa  conoscere 
almeno  le  piti  elementari  verità.  Altri  attribuiscono  il  merito  ai  Fe- 
nici, altri, 'come  Erodoto,  agli  Egìsìi,  ai  quali  secondo  la  leggenda 
l'avrebbe  insegnata  una  divinità  ai  tempi  di  Sesostri.   E  che  gli 
Egizii  avessero  almeno  delle  nozioni  dì  Geometria  pratica,  é  pro- 
vato dal  fatto  che  ogni  anno,  dopo  le  inondazioni  del  Nilo,  dove- 
vano tornare  a  dividersi  i   terreni   coperti  dalla  benefica  melma 
dove  ogni  traccia  di  confine  era  sparita.  Forse  per  questo  la  nostra 
scienza  ebbe  il  nome  di  geometria,  che  in  greco  significa  <  misura 
della  terra  ». 
,     Pure  le  cognizioni  degli  Egizi!  non  dovevano  essere  molte  estese 
V  e  forse  si  limitavano  alle  sole  nozioni  di  rette  parallele  e  perpen- 
,-,. ■licolari,  di  triangoli  eguali,  di  tangenti  e  di  corde:  nozioni   delle 
■squali  è  inutile  cercare  l'origine,  inquantoché  ogni  uomo  le  acquista 
'lìda  sé,  appena  giunge  a  formai'si  l'idea  di  distanza  e  di  superficie. 
Fu  Talete  di  Mileto  che  insegnò  agli  egiziani  a  dedurre   l'altezza 
di  un  obelisco  dalla  lunghezza  della  sua  ombra. 

TaUle  di  Mileto  (6L!9-.'^48  a.  C.)  fu  il  primo  che  studid  la  Geo- 
metrìa teorica,  astratta.  PHma'  di  lui  si  conoscevano  la  riga  e  il 
«kimpasso  attribuito  al  nipote  di  Dedalo,  e  la  squadra  dovuta  a 
Teodoro  di  Samo.  Egli  mostrò  l'uso  del  cii'oolo  per  la  misura  degli 
Angoli,  tlrovó  le  proprietà  degli  angoli  inscritti  nel  circolo;  e  fu  il 
primo  che  predisse  un'eclisse  dì  stìe. 

Fu  suo  discepolo  il  celebre  Pitagora,  nato  a  Samo  circa  l'anno 
580  a.  C.  Sin  da  giovane  si  recò  in  Egitto,  dove  imparò  le  poche 
nozioni  conosciute  dai  preti  egiziani  ;  poi  paasO  nell'India,  dove 
forse  prese  il  concetto  della  metempsicosi,  e  finalmente  venne  in 
Italia,  dove  fondò  la  sua  celebro  scuola.  Egli  die  alla  scienza  na- 
scente il  suo  noto  teorema,  fecondo  di  tante  importanti  applica- 
zioni. Nella  sua  scuola  si  conobbe  il  moto  della  terra  ;  si  videro  pei- 
la  prima  volta  senza  terrore  le  comete;  si  trovarono  le    semplici 


{•)  Una  buona  storia  delia  Ooometria  sd  uso  degli   i 


•IsUs  aeoiDatriai  di  R.  Klimperl,  che  il  Prof.  Fantasia  Ka 
(Bd.  a  Laterza  e  Agli,  Bari,  l'reizo  L.  1|. 


427401 


leggi  numeriche  dell'acustica;  si  ebbe  il  concetto  dell'iDoommensu— 
rabilit&  per  opera  specialmente  di  Thdetete,  e  si  trovò  che  la  dia- 
gonale del  quadrato  è  incommensurabile  col  lato  ;  si  studiarono  i 
poligoni  regolari,  e  si  crede  ohe  si  inventassero  le  operazioni  aritme- 
tiche. A  Oinipide  vissuto  intomo  al  470  a.  C.  si  attribuiscono  le 
risoluzioni  di  molti  problemi  elementari. 

Piatone  (430-347  a.  C.)  scrisse  sulla  porta  della  sua  scuola:  €  Qui 
non  entri  chi  non  conosce  la  Geometria  ».  E  da  lui  e  dai  suoi  sco- 
lari riceva  veramente  lo  studio  della  Geometria  un  impulso  potente. 
Si  cominciarono  allora  a  studiare  luoghi  geometrici,  le  sezioni  co- 
niche e  attre  curve  speciali  per  la  soluzione  di  alcuni  problemi  pi- 
masti  famosi,  come  la  trisezione  dell'angolo  (impossibile  ad  eseguirsi 
ooila  riga  e  col  compasso)  e  la  duplicazione  del  cubo.  Studiaikdo  il 
primo  di  qurati  problemi,  Nicomede  trovò  una  curva  detta  cortcoi'dfi 
e  Dinostrato  costruì  una  curva  speciale,  foi'se  gii,  trovata  da  Ippia 
che  si  chiama  appunto  <  La  quadratrioe  di  Dinostrato  >.  Quanto  at 
secondo  problema,  raccontasi  ohe  infierendo  un'epidemia  nell'Attica 
fu  interrogato  l'oracolo  a  Delo,  e  fu  risposto  che  il  Dio  si  plache- 
rebbe, quando  gli  fosse  oostraito  un  altare  doppio  di  quello  che 
aveva  allora,  e  che  era  costituito  da  un  masso  cubico.  Si  fece  un 
altare  che  aveva  il  lato  doppio  del  primo:  ma  la  peste  non  ces- 
sava :  l'altare  difatti  non  era  dopmo,  ma  ottuplo  del  primitiTO.  Ed 
allora  la  questione  fu  proposta  a  Platone,  che  ne  trova  una  solu— 


Le  cognizioni  geometriche  che  allora  si  avevano  furono  raccolte 
da  Ippocrate  di  Chic  (noto  per  le  sue  UmuU),  da  Eudosso,  cui  ai 
attribuisce  l'importante  teorica  delle  grandezze  proporzionali,  da 
Elrrootimo  Colofonie,  e  da  altri  ;  ma  i  lavori  di  questi  egregi  fit- 
rono  di  gran  lunga  superati  dagh  Elementi  dì  Evclide  (310  a.  C.) 
il  quale  dia  un  mirabile  ordinamento  alle  nozioni  geometriche  del 
suo  tempo,  dia  rigorose  dimostrazioni  a  verità  da  altri  e  da  ]ut 
stesso  scoperte,  e  le  espose  in  modo  che  anche  oggi,  dopo  tanti  se- 
coli, i  suoi  libri,  modello  di  ragionamento  geometrico,  vanno  come 
libri  di  testo  per  le  nostre  scuole.  Gli  Elementi  di  Euclide  ebbero 
commentatori  in  greco,  e  traduttori  in  quasi  tutte  le  lingue  antiche 
e  moderne. 

È  incerta  la  patria  di  Euclide  ;  si  sa  che  fu  contemporaneo  di 
Tolomeo  I,  alla  corte  del  quale  egli  si  recd,  e  vi  fu  gi'andemente 
ammirato. 

Le  nozioni  geometriche  poste  ormai  su  eoa)  solide  basi,  andavano 
rapidamente  aumentando,  Archimede  di  Siracusa  (287-213)  trattò 
difficili  problemi  di  matematica,  di  fisica  e  di  meccanica  ;  trovò  esi- 
stere un  rapporto  semplice  tra  l'area  della  sfera  e  del  cilindro  cir- 
coscritto, e  lo  stesso  rapporto  esistere  fra  i  loro  volumi  ;  die  per 
il  primo  un  valore  approssimato  del  rapporto  della  circonferenza  ài 
diametro,  e  dedusse  dai  teoremi  sull'equivalenza  quelli  sulla  mi- 
sura. Fu  ucciso  all'assedio  di  Siracusa  da  un  soldato  romano,  che 
non  lo  conobbe. 
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Dopo  di  lui,  ohe  portò  un  ooal  rieeo  e  fecontlo  contributQ  &1U 
nostra  scienza,  altri  sommi  rioorda  1&  storia,  che  conliuuvono  ed 
ampliarono  lo  Studio  della  Geometria.  Rammenteremo  alcuni  di 
essi,  come  Aristarco  di  Samo  (230  a.  C),  Apollonio  (245  a.  fì.).  i' 
quale  trovò  ohe  tutte  le  seEÌoai  coniche  potevano  dedursi  da  un  me* 
desimo  cono,  Ipparoa  (180  a.  C.)  al  quJo  davesi  la  Trigonometria» 
Teone  d'Alessanilria  ohe  trovò  la  superficie  d'un  triangolo  in  fun- 
zione dei  tre  lati,  Menelao  (50  d.  C),  Tolomeo  (100  d.  C),  Pappo 
d'Alessandria  (350'  d.  C),  i  quali  arricchirono  d'importanti  teoremi 
la  Geometria  elomentu'e,  e  posero,  coi  loro  eleganti  teoremi  sui  po- 
ligoni piani,  le  basi  di  una  parte  speciale  della  Geometria,  la  Geo- 
metria proiettiva,  che  soltanto  in  questi  ultimi  tempi  si  6  ampia- 
mente sviluppata. 

A  tanta  fioHdezz*  di  studii,  succeBsero  lunghi  secoli  di  completo 
abbandono  :  la  decadenza  oiviio  dei  popoli  antichi,  le  invasioni  dei 
Barbari  settentrionali,  l'infanzia  dei  popoli  nuovi,  non  permisero 
alla  scienza  di  avanzale  di  un  passo.  Durante  la  lunga  notte  del 
Medio  Evo,  gli  studi  scientifici  in  genere  furon  dimenticati,  e  nella 
universale  ignoranza  furon  distrutti  o  raschiati  i  codici  che  ci  con- 
servavano le  importanti  scoperte  degli  antichi.  Soltanto  gli  orien- 
tali coltivavano  con  amore  le  matematiche;  fra  essi  dobbiamo  ape- 
cialmentc  ricordare  l'indiano  Brakmegupta  (600  d.  C.)  e  Mohammei 
ben  Musa  di  Bagdad  (850);  benché  i  loro  sludii  fossero  più  spe- 
cialmente rivolti  a  quella  parte  delle  matematiche,  che  con  voca- 
bolo arabo,  si  chiamò  Algebra;  e  a  questi  due  scienziati  si  attri- 
buiscono appunto  le  formule  per  le  soluzioni  delle  equazioni  di 
secondo  grado  ;  e  gli  arabi  Abou  Alkhàsin,  e  Omar  Alkhayyami,  che 
costruirono  le  radici  irrazionali  positive  delle  equazioni  cubiche  me- 
diante intersezioni  di  coniche. 

Toccava  all'Italia  la  gloria  di  diffondere  un'altra  volta  nell'Eu- 
ropa civile  le  cognizioni  matematiche  degli  Arabi  per  mezzo  del 
pisano  Leonardo  FidoMOCci  (1170-1230)  e  di  far  rinascere  l'amore 
allo  studio  delle  scienze  esatte,  le  quali  abbracciarono  ora  un  campo 
più  vasto,  per  mezzo  dell'Algebra  e  della  Geometria.  Quando  le  due 
scienze  si  unirono,  e  si  poterono  applicare  all'una  i  metodi  del- 
l'altra, le  cognizioni  matematiche  cominciarono  ad  accrescersi  ra- 
Sidamenle;  né,  d'allora  in  poi,  piii  s'interruppe  la  serie  gloriosa 
elle  scoperte  scientifiche,  che  tuttora  e  con  maggior  vigore  con- 
linua,  aprendo  sconfinati  orizzonti  alla  mente  dello  studioso.  Ma 
passarono  molti  e  molti  anni  prima  che  le  scienze  sorelle  si  fondes- 
sero, per  cosi  dire,  in  una  sola;  giacché,  tornati  alla  luce  ì  lavori 
dei  Greci,  gli  scienziati  s'innamorarono  del  loro  metodo  ritrosa- 
mente e  puramente  geometrico,  ed  a  quello  lungamente  s'attennero, 
l  nostri  geometri  dal  1500,  Scipione  del  Ferro,  Nicolò  Tartaglia 
kì  esercitarono  a  riwdvere  problemi  di  2.°  grado  con  intersesiioni  di 
sole  circonferenze  a  sono  celebri  le  efide  del  Tartaglia  e  del  Car- 
dano  (1501-1576),  ambedue  valenti  matematici,  dai  quali  coi 
veramente  la  nuova  6t\  gloriosa  della  nostra  scienza.  Non  v 
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^ireitèmpi  Leonardo  da  Vimn  (l^^rlSl.O)  'mirabile 
ingegno  Ai  artista  ^e  di  scieaxiato.  .n,.-    ■.  ,it  -       -    -,  ,-. 

lotsnto,  anohe  le  altre  nazioni  incoaiincìa~vaDi>i;A'PQrtare  il  lor;?^ 
contributo.  Viite  (1540-1603)  è  oonaidersto  dw  frADWsi  cooje  il  ri^^  . 
novatore  della  matematica,  e  a  lui  attcìbuisconoi  l'ayer  detinitivax 
mente  applicata  l'Algebra  alla  Geometria,  bench^.di  tale  appli/sa-r 
zione  Bi  abbiano  esempii  nei  lavori  dei  citati' geometri  italiani.  E 
veramente  un  secolo  d'oro  per  la  seienza,  il  XVI.  Nepero.  (lord  Ntf~ 
J-ier,  1664-1618)  inventa  i  logaritmi,  che  subito  ^riggs  modifica  e 
difibnde;  Galileo  (1564-1642)  si  serve  della  Geem^tria  per  dare  ele^ 
ganti  soluzioni  di  problemi  ili  meccanica;,  Bonaventura  CaBalien 
(1598-1647)  pubblica  la  sua  Geometria,  degl'indivisibili,  e  risolys 
colla  Geometria  impoi-tanti  problemi  di  idraulica;  Cartesio  (Descar-- 
tes  1596-1650),  Fermai  (1590-1603),  ftweai,  (162;>-1662),  Desar- 
(/uts  (1593-1662)  inventano  la  Geometria  analitica,  cui  fanno  faP:^ 
passi  da  gigante.  ■  ,      . 

E  ora  troppo  ci  vorrebbe  per  citare>eoltaDto:iiW)mi,  cari  a  quanti 
amano  la  scienza,  degli  illustri  di  tutti  i  paesif  vissuti  in  questj 
ultimi  tre  secoli:  JVnodm  (1662-1727),  Z<i6»i(»  ,(1646-1716),  £W 
kro  (1707-1783),  Gauss,  Lagrattffia  .  .  . ,,  ogai  nome  glorioso  ram- 
menta un  genio  che  lascid  impronte  incancellabili  e  una  vita  inteir» 
di  assiduo  lavoro.  Nacque  con  loro  il  calcolo,  differenziale  e  integrale  . 
a  fece  immensi  progressi  l'analisi  ;  progredì  forse  meno  la  Geometria 
l'Ile  pure  deve  a  Gauss  la  soluzione  del  problema  dell'iscrizione  nel 
cii-coto  dei  poligoni  regolai'i,  de'  quali  il  numero  dei  lati  è  un  nu- 

Nel  secolo  ora  tramontato;  specialmente  per  opera  di  Brianchon. 
Monge,  Poncelet,  Móbiits ,  Staudt,  Steiner,  Chasles,  Sellaritis , 
Tmiìi,  e  piJi  tardi  Ifrioschi,  Cremona,  Setti,  Battaglini,  Beltrami, 
Ile  Paolis,  Muller,  Fiadler,  Reye, ...  si  raccolsero  e  si  ampliarono 
foorie  geometriche,  parte  delle  quali  eran  conosaute  sin  da  Euclide,  i 
ila  Pappo  e  da  Apollonio,  e  nacquero  cosi  la  Geometria  proiettiva  e  la  | 
^descrittiva.  Adesso  va  sviluppandosi  sempre  pib  la  Geometria  supe- 
l'iore  :  ma  non  è  abbandonata  dai  piti  valenti  matematici  la  Geometria  I 
elementare:  che  anzi  dainuovistudi  é  condotta  sopra  una  nuova  strada 
dove  al  rigor  del  ragionamento  degli  antichi,  è  unito  il  rigore  del 
linguaggio,  e  sono  stabilite  con  maggior  esattezza  le  verità  fon- 
damentali, sulle  quali  si  appoggia  tutto  lo  studio  della  Geometria. 
Inoltre  lo  studio  delle  proprietìi  del  triangolo,  dei  punti,  delle  rette 
e  delle  coniche  ad  esso  collegate,  costituì  un  ramo  speciale  della 
Geometria,  che  si  chiamò  Geometria  elementare  recente,  0  Geome- 
tria Hel  triangolo.  Il  suo  sviluppo  à  dovuto  specialmente  al  t 
tematico  francese  E.  Lemoine  e  ai  signori  Neuberg,  Brocard,  Tucker, 
■  D'Ooagne,  Tarrj,  Taylor,  Casey,  Cesàro,  eoe.  Al  Lemoine  é  dovuta 
anche  la  Geametrografia,  cioè  un  melode  di  misurare  la  Jemjiiictid 
<ìelle  costruzioni  geometriche. 


D,™-,7Pril>,G0t)^le 


PRELIMINARI 


1.  Diceei  ente  ciò  di  cui  riconoanamo  l'eBìatenza. 

2.  Gli  enti  possono  essere  reali,  cioè  esistenti  nella  realtà 
e  accessibili  ai  nostri  sensi,  come  gli  animali,  le  piante,  gli  astri, 
ecc.;  o  ideali,  cioè  creati  dalla  nostra  immaginazione  ed  esi- 
stenti perciò  soltanto  nel  nostro  pensiero, 

3.  Scienza  è  l'insieme  delle  verità  relative  all'esistenza  e 
alle  proprietà  di  uno  o  più  enti. 

4.  Le  scienze  che  studiano  enti  reali  si  dicono  sperimen- 
tali: e  l'esistenza  e  le  proprietà  di  tali  enti  devon  esser  pro- 
vate coli' osservazione  e  coU'esperienza.  Le  altre  diconsì  scienze 
esatte  o  di  ragionamento;  &  l'esistenza  eie  proprietà  d^li 
enti  che  esse  studiano  devono  essere,  o  ammesse  per  conven- 
ziODC,  o  provate  mediante  un  ragionamento,  come  necessaria 
conseguenza  delle  verità  già  conosciute. 

5.  Le  verità  dì  una  scienza  sono  dunque  di  due  specie  di- 
stinte: quelle  che  si  accettano  immediatamente,  e  quelle  ohe 
appaiono  necessarie  solo  dopo  un  ragionamento,  che  dìcesi  di- 
mostrazione. 

Le  verità,  che  si  accettano  immediatamente,  ri  distinguono  in 
logicamente  necessarie  e  non  necessarie.  Le  prime  si  dicono 
atsiomi  e  sono  le  leggi  fondamentali  del  pensiero  e  del  ra~ 
^onamento,  comuni  a  tutte  le  scienze  (1).  Ordinariamente  nem- 
meno si  enunciano,  perchè  si  presentano  spontanee  all'atto  stesso 
del  pensiero  a  qualunque  mente  ordinata.  Per  esempio,  se  uno 
dei  due  avvenimenti  A  &  B  debba  necessariamente  aver  luogo,  e 
si  sa  che  A  non  accade,  la  eertezza  che  accadrà  fi  è  un  assioma. 
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Le  verità,  che  si  accettano  immediatamente  e  che  nun  sono 
logicamente  necessarie,  si  dicono  postulati  (1). 

Le  verità,  delle  quali  vien  provata  la  necessità  mediante  una 
dimostrazione,  diconsi  teoremi  (2). 

6.  Gli  assiomi,  i  postulati,  i  teoi-emi  ni  chiamano  proposisioni. 

7.  Definire  significa  assegnare  nomi  ad  enti  o  proprietà  di 
cui  è  a;là  nota  l'esistenza.  L'atto  di  definire  dicesi  definizione. 

Nei  §§  iirecedenti  si  sodo  già  date  diverse  definizioni. 

8.  A  un  teorema  si  dà  il  nome  di  corollario,  quando  è  con- 
seguenza immediata  di  una  o  più  proposizioni,  già  riconosciute 
vere .  (3). 

Dicesi  lemma  una  proposizione  che  si  fa  precedere  a  un  teo- 
rema, perchè  di  questo  si  possa  far  la  dimostrazione  (4). 

9.  In  ogni  teorema  bisogna  distinguere  il  soggetto,  l'ipotesi  e 
la  tesi.  Il  soggetto  è  ciò  di  cui  si  tratta.  L'ipotesi  (5)  è  ei(> 
che  è  dato,  ossia  l'insieme  delle  verità  supposte  intorno  al  sog- 
getto: la  tesi  (6)  0  ciò  che  si  vuol  dimostrare,  ossia  l'insieme 
delle  verità  che,  mediante  la  dimostrazione,  si  deducono  da 
quelle  date.  Es.  :  Nel  teorema:  «  In  un  triangolo  isoscele  due 
angoli  sono  uguali  »  il  soggetto  è  il  triangolo,  l'ipotesi  è  che 
esso  sia  isoscele,  la  tesi  è  che  due  angoli  sieno  uguali. 

10.  Due  proposizioni  si  dicono  mcej'Je,  quando  ciascuna  si  de- 
duce dell'altra,  cambiando  fra  loro  l'ipotesi  e  la  tesi.  Es.  :  Il 
teorema  inverso  di  quello  sopra  enunciato  è:  «  Se  due  angoli 
d'un  triangolo  sono  eguali,  il  triangolo  é  isoscele  ».  Vice- 
versa, il  teorema  precedente  ò  l'inverso  dì  questo. 

Stabilita  la  verità  d'una  proposizione,  non  si  può  affatto  af- 
fermare che  sia  vera  anche  l'inversa.  Cosi,  fiev  esempio,  ben- 
ché provato  il  teorema:  *  Jhte  angoli  retti  sono  eguali  »,  non 
è  vero  l'inverso:  «  Due  angoli  uguali  sono  retti  ». 

11.  Due  pi-oposizioni  si  chiamano  contrarie,  quando  l'ipo- 
tesi e  la  tesi  di  una  negano  l'ipotesi  e  la  tesi  dell'altra.'  Es,: 
Il  teorema  contrario  di  quello  enunciato  nel  §  9  è  :  «  In  un  trian- 
golo non  isoscele,  due  angoli  non  sono  eguali  ».  Il  contrario 
di  quello  enunciato  al  §'10  è:  «  Se  due  angoli  di  un  trian- 
golo non  sono  eguati,  il  triangolo  non  è  iscscele  ». 

(1)  Da  poalulare  (lai.)  ricercare,  asaodare:  quindi  propotiiione  etjt- 

<2)  Qn  fltipi/ia  =:lii  msa  guardala. 

(3)  Coi'iillarLO  da  rovona,  corolla,  coro'Jarium  =  appendice, 

(4)  l^/iii»  :=ciò  che  ai  prende,  da  itii.fli.-ia  aprendo. 
(D)  Da  ùiriOnn?,  da  jitoiÌB-^im  =  pongo  sotto,  suppongo. 
(ti)  Da  <)i'.\t  =  il  poìTe,  questione  proposta. 
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Stabilita  la  vei'ità  di  una  proposizione  non  si  ]juò  aflàtto 
affermare  che  sia  vera  la  contraria. 

12.  Peraltro  aon  sempre  verificate  le  seguenti   leggi. 

1.*  Legge  delle  inverse.  —  Dimostrate  vere  due  proposi- 
zioni inverse,  sono  vere  di  consegitenza  anche  le  loro  con- 
trarie. 

Dirnostrate  vere  due  proposizioni  contrarie,  sono  cere  di 
conseguenza  anche  le  loro  inverse. 

Dimostrata  vera  una  proposizione,  è  necessariamente  vera 
l'inversa  delta  sua  contraria  (ossia  la  contraria  della  sua 
inversa). 

E  cosi,  se  è  vero,  per  es.':  che  (^ni  triangolo  avente  due 
angoli  eguali  ha  due  lati  uguali,  e  che  c^ni  triangolo  che  ha 
due  lati  eguali  ha  due  angoli  eguali,  è  vero  evidentemente 
che  <^ni  triangolo  che  non  ha  due  angoli  uguali,  non  ha  due 
lati  uguali  e  che  ogni  triangolo  che  non  ha  due  lati  eguali,  non 
ha  due  angoli  eguali. 

E  cosi,  se  è  vero,  per  es.:  che  tutti  gU  angoli  retti  sono 
^uali,  è  necessariamente  vero  che  gli  angoli  non  eguali  non 
sono  tutti  retti. 

2."  Legge  delle  mverse.  —  Dimostrati  veri  i  teoremi  che  si 
ottengono  formando  su  un  soggetto  tutte  le  possibili  ipotesi , 
se  le  tesi  ricavate  non  possono  coesistere,  allora  tutti  i  teo- 
remi inversi  dei  precedenti  sono  veri. 

Così,  dimostrato  che  un  angolo  inscritto  in  mezzo  circolo  è 
retto,  che  un  angolo  inscritto  in  un  arco  minore  di  mezzo  cir- 
colo è  ottuso,  e  che  un  angolo  inscritto  in  un  arco  maggiore 
di  mezzo  circolo  è  acuto,  siccome  le  tre  ipotesi  sono  le  soie 
passibili  e  le  tre  tesi  non  possono  coesistere,  se  ne  deduce  che 
l'angolo  retto  è  inscrittibile  nel  semicireolo,  l'ottuso  in  un 
arco  minore  d'un  semicircolo,  l'acuto  in  un  arco  maggiore. 

13.  PrrMema  (1)  è  una  quistione  che  viene  proposta,  do- 
mandando che  si  trovino  degli  enti  incogniti  (soluzioni  del 
problema),  mentre  si  conoscono  le  loro  relazioni  con  altri  enti 
cogniti  {dati  del  problema). 

Se  un  problema  non  ammette  soluzioni  si  dice  impos.iihili'. 
Se  ne  ha  un  numero  finito,  ai  dice  detenninatc,  e  secondo  che  ne 
ha  una,  due,  tre  . . .  si  dice  di  pinmo,  secondo  terzo  .  .  .  grado. 
Se  ne  ha  un  numero  infinito,  si  dise  indeterminato. 

14.  Poiché  una  dimostrazione  è  una  deduzione  di  verità  da 
altre  veritàj  si  capisce  che  in  una  scienza  esatta  non  si  pos- 
ti) Da  itpópl-i/ia.  =  la  cosa  gettata  ìnnan-ii,  la  questione  p  l'egei  tata. 
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sono  avere  soltanto  teoremi,  ma  che  in  principio  si  troveranno 
alcune  verità  indimostrabili,  io  parte  necessarie,  che  saranno  gii 
assiomi  e  in  parte  arbitrarie  che  saranno  i  postulati.  Non  po- 
trebbero aversi  soltanto  assiomi,  perchè  da  questi  non  si  de- 
ducoiio  ohe  le  le^i  generali  dei  ra^onamento  e  del  pensiero 
e  sono  appunto  i  postulati,  che,  introducendo  enti  diversi,  o 
assegnando  loro  proprietà  indimostrabili,  distinguono  una  scienza 
dall'altra  (1). 

Nelle  scienze  sperimentali  i  postulati  devono  quindi  espri- 
mere soltanto  fatti  confermati  dall'osservazione  e  dall'espe- 
rienza. In  una  scienza  esatta  essi  sono  invece  arbiti'ari;  ma 
non  devono  essere  né  contradditori  fra  loro,  né  cogli  assiomi, 
né  coi  teoremi  già  dimostrati.  E  se  saranno  scelti  in  modo 
che  gli  enti  da  essi  introdotti  e  le  proprietà  a  questi  attribuite 
corrispondano  a  enti  reali  e  alle  proprietà  che  questi  realmente 
hanno,  la  scienza  cosi  costituita  sarà  esatta  anche  in  pratica, 
e  delle  sue  conclusioni  ci  si  potrà  servire  nello  studio  degli 
enti  reali  (2), 

15.  La  Geometria  (3)  è  una  scienza  che  studia  enti  ideali 
detti  Enti  geometrici,  i  quali  sono  immaginati  in  modo  da 
avere  proprietà  analoghe  a  quelle  che  nei  corpi  reali  sono 
dette  forma  ed  estensione;  e  soltanto  queste. 

Le  verità  della  Geometria  saranno  dunque  applicabili  an- 
che ai  corpi  reali,  quando  si  debba  considerare  soltanto  la  loro 
forma  ed  estensione  e  non  si  tenga  conto  di  nessuna  delle  altre 
loro  proprietà  (temperatura,  impenetrabilità,  peso,  costituzione 
chimica,  ecc.). 

L'introduzione  dei  primi  enti  geometrici,  cioè  l'affermazione 
della  loro  esistenza  e  di  alcune  loro  proprietà,  sarà  fatta  dun- 
que per  mezzo  di  postulati,  che  ci  saranno  superiti  dall'os- 
servazione di  enti  reali  e  dalle  proprietà  riguardanti  la  loro 
forma  e  estensione. 

Il  ragionamento  poi  ci  permetterà  dì  dimostrare  l'esistenza 
di  altri  enti  e  -di  trovare  altre  proprietà. 

16.  In  tutto  ciò  che  segue,  quando  di  una  jiai'ola  o  di  un 
concetto  non  sia  data  speciale  definizione,  noi  intenderemo  che 
essi  abbiano  il  significato  ordinario  del  comune  linguaggio. 

(1)  Bellatsi  irl. 

(2)  Bettaixi  id. 

(3)  vìsi/isrpii  =arli;  di  iiiLsuraro  k  tisna. 
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17.  Nella  realtà  ai  parla  ordinariamente  dello  spazio,  senza  che 
3i  sappia  ben  definire  che  cosa  sia,  ne  affermare  se  esso  ab- 
bia limiti  o  DO.  Noi  porremo  il  seguente: 

Post.  —  Lo  spazio  è  un  ente  geometrico.  Esso  é  vnieo^  e 
non  ha  né  limiti,  né  interruzioni. 

Nella  realtà  anche  si  osserva  che  1  corpi  occupano  una  parte 
dello  spazio.  Noi  diremo: 

Post.  —  Le  parti  dello  spazio  sono  enti  i/eon'etrici.  Essi 
sono  innumerevoli. 

Def.  —  Gli  enti  che  sono  parti  dello  spazio  si  dicono  solidi. 

Nella  realtà  anche  si  osserva  che  i  corpi  si  possono  spez- 
zare in  parti.  Noi  ammetteremo: 

Post.  Un  solido  può  essere  diviso  in  inniimerepoli  niodi 
in  parti  che  sono  anch'esse  altrettanti  solidi. 

Nella  realtà,  esaminando  un  corpo,  si  vede  che  e«so  ha  un 
limite,  che  chiamiamo  superficie  (1),  che  lo  separa  dal  rima- 
nente spazio.  Quando  si  pensa  a  questo  limite,  facendo  astra- 
zione dal  corpo  cui  appartiene,  ci  sì  fa  un'idea  analoga  a  quella 
di  un  velo  o  di  un  foglio  di  carta  privo  afiatto  dì  grossezza. 
Diremo: 

Post.  —  Le  superficie  sono  enti  geometrici. 

Una  superficie  può  essere  divisa  in  innumerevoli  modi  in 
parti  che  sono  anch'esse  altrettante  superficie. 

Nella  realtà  si  osserva  che,  spezzando  una  superflcie  in  due 
parti,  c'è  un  limite  che  separa  le  due  partì,  e  che  diciamo  li- 
nea (2).  Quando  sì  pensa  a  questo  limite,  facendo  astrazione 
dalla  superficie  cui  appartiene,  ci  si  fa  un'idea  analoga  a  quella 
di  un  Alo  sottiliBsimo.  Diremo: 

PoBt.  —  Le  linee  sono  enti  geometrici. 

Una  linea  può  essere  divisa  in  innumerevoli  modi  in  parti 
che  sono  anch'esse  altrettante  linee. 

Nella  realtà  si  osserva  che,  spezzando  una  lìnea,  c'è  un  lì- 
mite che  separa  le  parti,  e  che  diciamo ^!( 'ito.  Quando  si  pensa  a 
questo  limite,  facendo  astrazione  della  linea  cui  appartiene,  ci 
sì  fa  un'idea  anal<^a  a  quella  di  un  granellino  piccolissimo, 
di  UD  puntino  fatto  con  la  penna,  ecc.  Diremo: 

Post.  —  /  ptmti  sono  enti  geometrici. 

Un  punto  non  può  essere  diviso  in  parti, 

(1)  Da  Kuper  (sopra)  e  faciet  (faccia)  :  la  Taccia  dì  fuori,  esterna. 
<2>  Da  iiwM  =  /Ito. 

D,™-,7Pril>,G0l.)l^le 


6  PRELIMINARI. 

18.  Gli  enti  che  noi  studieremo  sono  adunque,  oltre  lo  spa- 
zio, di  quattro  categorie;  solidi,  superficie,  linee  e  punii. 

Def.  —  I  solidi,  le  superfìcie,  le  lìnee,  i  punti  si  chiamano 
anche  figure  geometriche  (1).  Dicendo  figura  geometrica  s'in- 
tende dunque  qualunque  ente  geometrico  o  insieme  di  enti  f^eo- 
metrici,  eccetto  lo  spazio. 

19.  Anche  consigliato  dall'  ossei*vazione  della  realtà  è  il 
Post;  —  Ogni  linea  è  costituita  di  innuTnerevoli  punti. 
Ogni  superficie  é  costituita  di  innumerevoli  linee  e  perciò 

di  innumerevoli  punti-. 

Ogni  solido  è  costituito  da  inmtmerevolisuperfi/iie,  e  perciò 
di  innutn^revoli  linee  e  punti. 

Lo  spazio  è  costituito  di  innumerevoli  solidi,  superficie, 
linee  e  punti. 

E  perdo: 

Un  numero  finito  di  plinti  non  costituisce  una  linea. 

Un  numero  finito  di  linee  non  costituisce  una  superficie. 

Un  numero  finito  di  superficie  non  costituisce  un  solido. 

Un  numero  finito  di  solidi  non  costituisce  lo  spazio. 

20.  Def.  —  Diremo  che  f^nuno  degli  innumerevoli  enti  che 
CMtituiscono  un  altro  ente  appartiene  a  questo,  o  giace  au 
questo,  0  si  trova  su  questo;  e  che  questo  contiene  il  primo, 
o  (se  non  è  da  esso  limitato)  che  passa  per  il  primo. 

Post.  —  Per  un  punto  passano  innumerevoli  linee,  innu- 
merevoli superficie  e  innwncì-eooli  solidi. 

Per  una  linea  passano  innumerevoli  superficie  e  innu- 
merevoli solidi. 

Per  una  superficie  passano  innumerevoli  solidi. 

Def,  —  Un  ente  che  appartiene  a  più  enti  si  dice  comvnf 
a  questi  enti. 

Movimento  ed  eguaglianza. 

21.  Def.  —  Diremo  che  i  punti  d'  una  figura  geometrica 
coincidono  con  altrettanti  punti  dello  spazio  e  che  questi  punti 
dello  spazio  costituiscono  una  posizione  della  figura  occupata 
dall'ente. 

(1)  Si  chiamano  anche  figure  i  disegni,  i  modelli,  ecc.  che  si  fauno  per 
fidare  la  nostra  mento  durante  un  ragionamento;  ma  si  noti  che  quo- 
Hti  sono  enti  rea.!!  che  si  sostituiscono,  per  comodità  di  studio,  agli  enti 
ideali  della  Oeoinetria,  i  qunli  non  possono  disegnarsi  né  costruirsi. 

Non  si  devono  quindi  accettare  le  proprietiì.  che  l'osservazione  delle 
ngure  può  sufri^erirci ,  se  esse  non  sono  confermate  dai  postulati  o  dai 
teoremi  precedenti  o  non  si  deducano  da  questi  con  on  ragionamento  ; 
a  meno  che  non  se  ne  voglia  far  l'ogi^etto  di  nn  nuovo  postulato. 
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I  II  seguente  postulato  ammette  negli  enti  ohe  consideriamo 
!  un»  proprietà  che  in  pratica  non  sì  verifica,  ma  che  ò  utile 
;,  per  le  nostre  considerazioni. 

I  Post.  —  Due  figure  possano  occupare  la  ini-drsima  pasir- 
I    :ìoìie  neììo  spazio. 

Def.  —  Se  due  figure  occupano  la  medesima  posizione  nello 
spazio  diremo  che  coincidono  fra  di  loro. 

Post.  —  Una  figura  può  prendere  innume  reeoli  posizioni 
nello  spazio. 

Def.  —  If  passarlo  di  una  figura  da  una  posizione  ad  un'al- 
tra, dicesL  moto  o  movimento. 

È  dunque,  pel  ^stulato  precedente,  possibile  il  njoto  delle 
figure. 

22.  Def.  —  Due  figure  che,  mediante  il  moto,  possono  iior- 
larsi  coincidenti  si  dicono  eguali. 

Pcat.  —  Due  figure  sono  eguali  o  non  sono  eguali. 
L'eguaglianza  di  due  figure  A  e  6  si  indica  scrivendo  A  =  B. 
Def.  Due  figure  non  uguali  si  dicono  disuguali. 
Cor.  —  Si  ha  dunque: 
1."    Ogni  ente  geometrico  è   eguale  a  sé  stesso.  Cioò; 
A  =  A  (proprietà  riflessiva  dell'eguaglianza), 

2."  Se  un  ente  geometrico  è  eguale  a  wn  altro,  quest'al- 
tro é  eguale  al  primo.  Cioè  se  A  ^=  B  è  pure  B  ^=  A  (pro- 
pi'ietà  simmetrica  dell'eguaglianza). 

3."  Due  enti  geometrici  eguali  a  un  terzo  sono  eguali 
fra  loro;  Cioè  seAi=B,  eB  =  C,  èA^=0  (proprietà  relativa 
dell'eguaglianza). 

23.  Post.  —  l."  Un  puntO'pifò  muoversi  ed  occupare  la  po- 
'iiione  di  un  altro  punto  qualunque. 

2."  Una  figura  può  mupoersi  in  modo  che  iin  suo  punto 
^ada  a  coincidere  con. un  punto  qualunque  dello  spazio. 

3."  Una  figura  può  muoversi  anche  restando  iiiiinobili 
"no  0  due  dei  suoi  punti. 

4."  Unafignranonpuòmuoversiquandostannofermitredei 
ti'oipunti,  fatta  eccezione  per  ilcaso  in  cui  questi  tre  punii 
appartengono  ad  una  speciale  linea  (la  retta,  la  cui  esistenza 
conseguenza  di  un  ulteriore  postulato). 
Def.  —  I  movimenti  di  una  figura,  della  quale  stanno  fermi 
30  o  due  punti,  si  dicono  rotazioni;  se  ò  immobile  un  punto 
>lo  ,  esso  si  dice  eentro  di  rotazione. 

24.  Def.  —  1."  Una  linea  si  dice  generntaàn.  un  punto,  che, 
movendosi,  assume  le  posizioni  di  tutti  i  punti  di  essa.  —  Si 
Jice  che  il  punto  percorre  la  linea. 
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2,"  Se  i  punti  di  «na  superficie  aon  tutti  e  soli  quelli  di 
infinite  linee  uguali  {giacenti  su  di  essa)  diremo  anche  che  una 
di  quelle  linee  può  mtMversi  in  modo  da  generare  quella  su- 
perficie. 

3.°  B,  analogamente,  se  ì  punti  di  un  solido  son  tutti  e 
soli  quelli  di  infinite  superficie  uguali,  diremo  che  una  di  que- 
ste superficie  può  muoversi  in  modo  da  generare  quel  solido. 

Dei  punti. 

25.  Indicheremo  un  punto  con  una  lettera  maiuscola. 

Per  indicare  punti  diversi  adopereremo  lettere  diverse  o  an- 
che la  medesima  lettera  con  apici  o  con  indici  diversi. 
Pel  Post.  1  del  §  23  si  ha: 
Tutti  i  punti  sono  eguali. 

Delle  linee. 

26.  Def,  —  1."  Unalinea  sidiee  sciolta  se  nessuno  dei  suoi  punti 
coincide  con  altri  punti  della  linea:  intreecìata  ubI  caso  con- 
trario. —  I  punti  coincidenti  di  una  lìnea  intrecciata  si  dicono 

nodà  0  anche  punto  doppio,  triplo,  ecc.  se- 
condo che  30O  due,  tre,  ecc.  punti  sovrappo- 
sti (fig.  1). 

Ci  occuperemo  sem- 
pre, salvo  si  dica  il  con- 
trario, di  linee  sciolte. 
2."  Una  linea  sciolta 
si  dice  chiusa  (fig.   2) 
se  un  punto  che  la  ge- 
neri, partendo  da  una 
posizione  qualsiasi,  può  tornare  ad  occuparla,  dopo  aver©  oc- 
cupato una  sol  volta  la  posizione  di  tutti  i  punti  della  linea. 
La  linea  si  dice  aperta  nel  caso  contrario. 

27.  Teor.  —  Nessun  punto  di  una  linea  chiusa  può  divi- 
derla in  due  parti  distinte. 

Difatti,  se  un  punto  dividesse  la  linea  in  due  parti  distinte, 
c!o6  tali  che  non  avessero  nessun  punto  comune,  oltre  quello 
considerato,  non  si  potrebbe,  muovendosi  da  questo  punto  e  per- 
correndo una  delle  parti,  passare  sull'altra  parte  senza  rioc— 
cupare  la  posizione  del  punto  dato:  la  quale  così  sarebbe  oc- 
cupata due  volte. 

Cor.  —  Se  un  punto  di  una  linea  la  divide  in  due  parli, 
essa  è  una  linea  aperta. 
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28.  Def.  —  1."  Se  un  punto  di  una  linea  aperta  non  la  (livide 
in  due  parti,  esso  diceai  un  estremo  (1)  della  linea. 

2."  Se  una  linea  ha  un  estremo,  si  dice  che  essa  exoc  da 
quell'estremo. 

29.  Post,  —  Se  una  linea  è  aperta  ed  é  fissato  uh  suo  punto 
<ihe  la  divida  in  due  parti,  cioè  che  non  sia  un  estremo,  ogni 
altro  punto  che  ai  muova  suUaJinea  non  può  passare  da  una 
parte  all'altra,  sensa  occupare  la  posizione  del  punto  dato.  — 
Si  dice  allora  che  il  punto    mobile  attraversa  il  punto  dato. 

30.  Def.  —  Troveremo  delle  linee  che  hanno  due  estremi. 
Una  linea  che  ha  due  estremi  si  dice  terminata. 

Se  due  linee  aperte  hanno  un  estremo  comune  e  nessun  al- 
tro punto  comune,  si  dicono  consecutive. 

Più  linee  aperte  sono  consecutive  quando  ognuna  è  conse- 
cutiva colla  precedente  e  colla  seguente,  ma  non  in  un  me- 
desimo estremo.  Occorre  perciò  che  eccetto  tutt'al  più  la  prima 
e  l'ultima,  sieno  tutte  linee  terminate. 

Se  due  linee  consecutive  appartengono  a  una  medesima  li- 
nea, si  dicono  adiacenti  su  questa  linea. 

Una  linea  si  indica,  indicando  tanti  suoi  punti  quanto  oc- 
corrono per  individuarla,  cioè  per  distinguerla  da  ogni  altra, 
e  anche  con  una  sola  lettera,  di  solito  minuscola. 

Def.  —  Le  linee  chiuse  e  ie  linee  aperte,  ma  terminate,  sì 
dicono  linee  finite. 

Le  linee  aperte  non  terminate  diconsi  infinite. 

La  retta  e  la  semiretta. 

3L  PoBt,  —  Esiste  una  linea  che  gode  le  seguenti  -pro- 
prietà: 

1."  Ogni  suo  punto  la  divide  in  due  parti  (ossia  que- 
sta linea  è  aperta  e  non  ha  estremi). 

2."  Rotando  attorno  ad  un  suo  punto,  ciascuna .  delle 
parti,  in  cui  esso  la  divide,  può  farsi  passare  per  tm  punto 
arbitrario  dello  spassio. 

Z.°  Per  due  punti  ne  passa  una  soia  (ossia  questa  tinca 
6  individuata  da  (tue  punti). 
Tale  lin"a  dicesi  retta. 
Cor.  —  L"  La  retta  è  infinita. 

2."  Due  rette  distinte  non  possono  arere  più  di  un  punto 
Immune. 

(1)  Estremo,  snp.  di  extefius,  il  più  lontano. 
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32.  Secondo  dò  che  si  è  detto  al  §  30,  siccome  una  retta 
è  individuata  da  due  Buoi  punti,  per  indicare  una  retta,  ba- 
sta indicare  due  dei  suoi  punti.  Cosi  la  retta,  che  passa  per  due 

punti  A  e  B  (ùg.  3  si  indica  seri- 

j -j^ '^ —      vendo,  la  retta  AB,  e  ai  chiama  la 

retta  dei  punti  A,  B.  Si  suole  però 
'/■  indicarla  anche  con  una  sola  let- 

tera, in  generale,  minuscola. 

33.  Teor.  —  Per  due  punti  qualunque  dello  spazio  si  può 
far  passare  una  data  retta. 

Infatti,  data  una  retta,  si  può  condurla  (§  23, 2.")  a  passare 
per  UDO  dei  punti  dati;  poi,  facendola  rotare  intorno  a  questo, 
ai  può  sempre  farla  pasaare  per  l'altro  (§  31,  2."), 

34.  Def.  —  Le  due  parti,  nelle  quali  una  retta  è  divisa  da 
un  punto,  si  dicoii  semirette  uscenti  da  quel  punto,  o  semi- 
rette opposte  della  retta  o  versi  opposti  della  retta  rispetto  a 
quel  punto,  o  anche  raggi. 

Il  punto  dicesi  origine  di  ciaacuna  delle  semirette. 

Teor.  —  Tutti  i  punti  di  una  semiretta,  eccetto  l'origine,  la 
dividono  in  due  parti. 

Cor,  —  La  semiretta  é  una  linea  aperta  e  infinita.  Il 
punto  origine  é  un  suo  estremo. 

35.  Teor.  —  Due  rette  si  possono  sempre  far  coincidere 
in  modo  che  unpunto  dell'una  coincida  con  un  dato  punto  del- 
l'altra ,  e  che  una  qualunque  delle  semirette  della  prima 
coincida  ecn  una  qualunque  delie  semirette 

dell'altra. 

Infatti,  data  la  retta  AB  e  un  suo  punto 
M,  e  la  retta  CD  e  un  suo  punto  N,  si  può 
sempre  trasportare  la  retta  AB  (fig.  4)  in  modo 
che  il  punto  M  coincida  col  punto  N;  poi,  fa- 
cendola rotare  intorno  al  punto  M,  si  otterrà 
che  il  raggio  MA,  o,  se  si  vuole,  il  raggio 
MB"  venga  a  coincidere  col  raggio  NC  o  col 
raggio  ND.  ^.    ^ 

Cor.  —  1."  Tutte  le  rette  sono  eguali.  " 

2."  Tutte  le  semirette  sono  eguali. 

36.  Teor.  —  /ter  un  punto  dato  passano  innumerevoli  rette. 
Infatti,  per  un  punto  dato  e  per  un  altro  punto  qualunque 

dello  apaaio  paasasempre  una  retta;  siccome  nello  spazio  si  hanno 
innumerevoli  punti,  si  devono  avere  innumerevoli  rette:  giac- 
ché, se  se  ne  avesse  un  numero  finito,  tutti  ì  punti  dello  spa- 
zio sarebbero  su  un  numero  finito  di  rette,  il  che  pel  postulato 
del  §  19  è  impossibile. 
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37.  Def-  —  L'insieme  delle  rette  che  passano  per  un  punto 
chiamasi  sfella  di  rette;  e  quel  punto,  w«(i-o  della  stella.  Le 
rette  si  dicono  concon-enti.  Si  dice  anche  che  »' incontraiio, 
e  il  punto  comune  e  detto  punto  d'ineontro. 

38.  Post.  —  Urta  retta  può  muoversi  coincidendo  sempre 
con  sé  stessa.  E  ciò  in  due  modi  diversi. , 

Def.  —  Se  una  retta  si  muove  in  modo  da  coincidere  sem- 
pre con  sé  stessa,  diremo  che  scorre  su  sé  atessa. 

Diremo  che  una  retta  può  scorrere  su  so  stessa  in  dìie  di- 
rezioni opposte  0  in  due  versi  opposti.  Facendo  scorrere  una 
retta  su  sé  stessa,  si  può  portare  un  suo  punto  dato  a  occu- 
pare la  posizione  lasciata  da  un  altro  suo  punto  pure  dato. 

39.  Abbiamo  detto  al  §  23,  3."  che  una  figura  può  muoversi, 
restando  Assidue  suoi  punti:  possiamo  ora  enunciare  il  seguente: 

Post.  —  Quando  ima  figura  si  muoce  restando  immo- 
bili du£  suoi  punti,  restano  p'ire  immobili  tutti  i punti  che 
si  trovano  sulla  retta  dei  due  punti  dati.  Codesto  movi- 
mento (§  23  Def.)  dicesi  di  rotazione  intorno  alla  i-etta,  e  que- 
sta chiamasi  asse  di  rotazione. 

Il  piano  e  il  semipiano. 

40.  Post.  —  Esiste  una  superficie  che  gode  le  seguenti  pro- 
prietà: 

1."  Non  contiene  nessuna  retta  di  cui  contenga  un  solo 
pinto. 

2."  Contiene  qualunque  retta  di  cui  contenga  due  punti. 
3."  È  divisa  in  due  parti  da  ognuna  delle  sue  rette. 
4."  Rotando  intorno  a  una  sua  retta,  ciascuna  delle  parti 
in  cui  essa  la  divide  può  farsi  passare  per  un  punto  ar- 
hitrario  dello  spazio. 

Tale  superficie  dicesi  plano. 

Cor.  —  Un  piano  ed  una  retta  non  contenuta  in  esso  non 
possono  avere  più.  di  un  punto  comune:  altrimenti  la  retta 
sarebbe  contenuta,  nel  piano. 

Def.  —  Le  due  parti,  in  cui  ogni  retta  del  piano  divide  il 
piano,  si  chiamano  semipiani,  o  anche  bande  opposte  del  piano 
rispetto  alla  retta. 

41.  Post.  —  Allorché  una  retta  divìde  il  piano  in  due  parti, 
ogni  pìinto  che  si  muova  sul  piano  non  pifò  passare  da  una 

I    parte  all'altra  del  piano  senza  occupare  la  posizione  di  un 
punto  della  retta. 
Def.  —  In  tal  caso  dicesi  che  il  punto  attraversa  la  retta. 
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Cor.  —  1."  Se  dite  rette  d'un  piano  s'ineontrano,  le  due 
semiretle  di  ciascuna  di  esse  determinate  dal  punto  comune, 
giacciono  ognuna  in  uno  dei  semipiani  in  cui  il  piano  è 
diviso  dall'altra  retta:  ossia  sono  da  bande  opposte  sul  piano 
rispetto  all'altra  retta. 

2."  Se  una  semiretta  di  un  piano  ha  l'origine  su  di  una 
retta  del  piano,  essa  giace  tutta  in  uno  dei  dite  semipiani 
in  cui  il  piano  è  diviso  dalla  retta. 

42.  Teor.  —  Per  un  punto  dato  su  un  piano  passano  in- 
numereeoli  rette  giacenti  sul  piano. 

Per  il  punto  dato  e  per  un  punto  qualunque  del  piano 
passa  sempre  una  retta.  Siccome  i  punti  del  piano  sono  innu- 
merevoli, ed  è  vero  il  postulato  del  §  19,  si  hanno  innumere- 
voli rette  giacenti  nel  piano  e  che  passano  pel  punto  dato. 

Def.  —  Si  dice  che  le  innumerevoli  rette  di  un  piano  pas- 
santi per  un  suo  punto  costituiscono  un  fascio  di  rette,  e  il 
punto  si  chiama  centro  del  fascio. 

43.  Teor.  —  Per  un  punto  dello  spazio  passano  innume- 
revoli piani. 

Un  piano  qualunque  può  farsi,  per  il  postulato  del  §  40, 
passare  per  il  punto  dato.  Si  può  quindi  per  il  punto  dato  e 
per  un  altro  punto  qualsivoglia,  scelto  nel  piano,  costruire  una 
retta,  che  giacerà  sui  piano;  facendo  poi  rotare  il  piano  in- 
torno a  questa  retta,  si  può  farlo  passare  per  im  punto  (Qua- 
lunque dello  spazio.  Ora,  siccome  le  rette,  che  si  possono  sce- 
gliere come  assi  di  rotazione,  sono  innumerevoli,  e  innume- 
revoli sono  i  punti  dello  spazio,  e  si  verifica  il  postulato  del 
§  19,  ai  deduce  che  per  il  punto  dato  passano  innumerevoli 
piani. 

Def.  —  Gli  innumerevoli  piani  che  passano  per  un  punto 
costituiscono  una  stella  di  piani  e  quel  punto  si  chiama  centro 
della  stella. 

44.  Teor.  —  Per  due  punti  dello  spazio  passano  innu- 
merevoli piani. 

Portato  un  piano  qualunque  a  passare  per  uno  dei  punti  dati 
si  può  farlo  passare  anche  per  l'altro,  e  allora  contiene  la  retta 
dei  due  punti  dati.  Quindi,  facendolo  rotare  intorno  a  questa 
retta ,  si  può  farlo  passai-e  per  un  punto  qualunque  dello 
spazio. 

Siccome  -i  punti  dello  spazio  sono  innumerevoli  ed  è  veri- 
ficato il  Post,  dal  §  19  sono  pure  innumerevoli  i  piani  che  pa^ 
sano  per  i  due  punti  dati. 

Def.  —  GÌ'  innumerevoli  piani  che  passano  per   due   punti 


D,™-,7Pril>,G0l)'^le 


PIAKO  E  SEMI  PIA  NO. 


iani  sono  innumerevoli  fasci  di 
dello  spalio   non  situati  *w 


costituiscono  un  fascio  di  piani:  la  retta  dei  due  punti  e  ap- 
partenente a  tutti  ì  piani  del  fascio  si  cliiaina,  asse  del  fascio. 
Cor.  —  In  una  stella  di  pi     '  '  

45.  Teor.  —  Per  tre  punti 
una  medesima  retta  passa  sempre  un  piano  ed  uno  solo. 

Siano  A,  B,  C  i  tre  punti  dati  (flg.  5), 

Preso  un  piano  qualunque,  costrutta 
in  questo  una  retta  a  piacere,  è  sempre 
possibile  che  questa  retta,  e  che  perciò 
anche  il  piano  Tenga  a  passare  per  due 
dei  punti  dati  (§  44),  p.  es.  per  i  punti 
A  e  B;  indi  si  faccia  rotare  il  piano 
intorno  alla  retta  AB,  finché  passa  per 
it  punto  C:  ed  ecco  cosi  provato  che 
per  tre  punti  si  può  sempre  far  passare 
UD  piano. 

Resta  a  provare  che  ne  passa  un  solo.  Supponiamo  che  ne 
passino  due:  dimostrerò  che  questi  due  piani  coincidono,  cioè 
ohe  qualunque  altro  punto  D,  appartenente  ad  uno  dei  piani , 
appartiene  anche  all'altro,  e  perciò  i  due  piani  non  sono  di- 
stinti l'uno  dall'  altro.  Le  rette  AB,  BC,  AC  appartengono  ad 
ambedue  i  piani;  quindi,  se  nel  piano  contenente  il  punto  Osi 
costruisce  la  retta  DE,  scegliendo  il  punto  E  su  una  delle 
rette  comuni  in  modo  che  si  trovi  col  punto  D  da  bande  op- 
poste rispetto  alla  retta  BC,  accade  che  la  retta  ED  deve  in- 
contrare la  retta  BC  in  un  punto  F  (§  41).  Ma  il  punto  E  ap- 
partiene ad  ambedue  i  piani,  il  punto  F  pure;  quindi  la  retta 
EP  giace  su  tutti  e  due  i  piani,  e,  per  conseguenza,  il  punto  H 
che  si  trova  sulla  retta  EF  appartiene  ad  ambedue  i  piani. 
Polendosi  ripetere  questo  ragionamento  per  ogni  altro  punto 
qualunque,  ne  viene  che  i  due  piani  hanno  comuni  tutti  i  punti; 
quindi  coincidono,  ossia  per  ì  tre  punti  passa  un  piano  solo. 

Cor.  —  1."  /Vr  una  retta  e  un  punto  fuori  di  esxa 
passa  un  piano  ed  uno  solo. 

Infatti,  il  punto  dato  e  due  punti  qualunque  presi  sulla 
retta  formano  un  sistema  di  tre  punti,  per  cui  vale  il  teorema 
precedente. 

2."  Per  due  rette  concorrenti  passa  un  piano    ed  un 
solo. 

Infatti,  il  punto  comune  e  due  punti  scelti,  uno  sopra  una 
delle  due  rette,  l'altro  sull'  altra,  formano  un  esterna  di  tre 
punti,  per    cui  vale  il  teorema  precedente. 
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3."  Dato  un  piano  divìso  da  una  retta  in  due  semipiani 
facendo  rotare  un  di  questi  intorno  alla  retta  comune,  puù 
farsi  coincidere  coll'altro  semipiano. 

Dtìf,  —  Questo   movimento  dieesi  ribaltamento   del    piano. 

46.  Post.  —  1."  Un  piano  puù  muoversi  coincidendo  sem- 
pre con  sé  stesso. 

Diremo  aUora  che  scorre  su  so  stesso. 

2.°  (/n  piano  può  scorrere  su  sé  stesso  in  modo  che 
una  data  retta  dei  piano  scorra  su  sé  stessa.  E  ciò  in  due 
modi  diversi. 

Def.  —  Si  dice  allora  che  il  piano  striscia  lungo  quella 
retta  e  che  può  strisciare  in  due  diresioni  o  due  versi  op- 
posti. 

Tale  movimento  dicesi  anche  traslazione. 

3.°  Un  piano  può  scorrere  su  sé  stesso  in  modo  che  un 
sol  punto  riinanga  immobile.  E  ciò  in  due  medi  diversi. 

Def,  —  Diremo  che  il  piano  ruota  scorrendo  intorno  a  quel 
punto  che  dicesi  centro:  e  che  la  rotazione  può  avvenire  in 
due  direzioni  o  due  versi  opposti, 

47.  Cor.  —  1."  Un  piano  può  scorrere  su  sé  stesso  in  modo 
che  un  suo  punto  prenda  la  posizione  lasciata  da  un  altro 
suo  punto  qualsiasi. 

Basta  p.  es.  farlo  strisciare  lungo  la   retta  dei  due  punti, 
2.°  Un  piauo  può  farsi  scorrere  su  sé  stesso  in  modo 
che  una  sua  semiretta  coincida  con  la  posizione  di  un'al- 
tra semiretta  avente  la  medesima  origine.  E  ciò  in  due  modi 
diversi. 

Basta  farlo  rotare  intorno  coU'origine  comune. 
3."  Due  semirette  e  perciò  anche  due  rette  d'un  piano 
possono  sempre  fm-si  Coincidere  con  una  traslazione  ed  una 
rotazione. 

4."  Un  piano  può  considerarsi  genei  ato  da  una  sita  se- 
miretta che  ruota  intorno  all'origli  fino  a  ìiptenderela 
posizione  primitiva. 

48.  Teor.  —  Due  piani  si  possono  far  coincidere  in  modo 
che  una  data  retta  del  primo  cotnci  la  con  una  data  retta 
del  secondo,  ed  uno  qualunque  dei  semiptani  del  primo 
coincida  con  uno  qualunque  dei  semipiani  del  secondo. 

Basta  perciò  muovere  uno  dei  piani  m  modo  che  la  retta 
data  in  esso  venga  a  coincidere  con  la  retta  dell  altro  ;  poi, 
facendolo  rotare  intorno  alla  retta  comune  si  può  ottenere 
che  una  qualunque  delle  sue  parti  passi  per  un  punto  qua- 
lunque di  qualsivoglia  delle  parti  dellallro 
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Cor.  —  Tutti  i  piani  sono  uguali.  Tutti  i  semipiani  sono 
uguali. 

49.  Def.  —  Una  figura,  di  cui  tutti  i  punti  appartengono  a 
un  piano,  dicesi  figura  piana. 

Se  una.  linea  piana  divide  il  piano  in  due  parti  diremo  che 
essa,  è  il  contomo  di  ciascuna  di  queste  parti. 

Post,  —  1."  Se  una  linea  divide  il  piano  in  due  parti, 
qualunque  linea  terminata  che  abbia  un  estremo  in  ciascuna 
di  queste  parli,  deve  attraversare  il  contorno. 

2."  Ogni  linea  sciolta  chiusa  divide  il  piano  in  due  parti. 
Da  nessuno  dei  punti  di  una  di  queste  parti  è  possibile  co 
slruire  una  semiretta  che  non  incontri  il  contórno. 

Def.  —  I  punti  della  parte  di  piano  determinati  da  una  linea 
sciolta  chiusa,  da  nessuno  dei  quali  è  possibile  costiniire  una 
semiretta  senza  incontrare  la  linea,  diconsi  interni  alìsL  lìnea. 
I  punti  dell'altra  parte  dieonsi  esterni.  La  parte  di  piano  cui 
appartengono  tutti  i  punti  interni  dicesi  superficie  racchiusa 
ila  quella  linea. 

Def.  —  Una  supsptìcie  piana  dicesi  finita,  quando  il  suo  con- 
torno è  una  linea  chiusa. 

50.  Si  suol  dividere  lo  studio  della  Geometria  in  due  parti  : 
nella  prima  si  studiano  le  proprietà  delle  figure  che  sono  si- 
tuate sopra  un  piano,  e  si  chiama  perciò  Geometria  piana  u 
Planimetria  ;  l'altra  parte  studia  le  proprietà  delle  figure  nello 
spazio  e  si  chiama  Geometria  solida  o  Stereometria.  In  que- 
sto primo  volume  studieremo  la  Planimetria:  quindi  rimane 
convenuto,  ove  non  si  dica  il  contrario,  che  le  %ure  da  noi 
considerate,  s'intendono  figure  giacenti  su  un  piano;  o,  come 
suol  dirsi  (§  49)  figure  piane. 

Quando  sì  considerano  più  figure  piane,  intenderemo  che 
esse  sieno  nel  medesimo  piano. 
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PLANIMETRIA 

UBRO  PRIMO. 

I. 

Le  grandezze  di  primo  genere. 

I    SEGMENTI. 

1.  Teor.  —  Due  punii  distinti  di  una  retta  dividono  la 
retta  in  tre  parti. 

Due  di  esse  sono  semirette  e  l'altra  no  (ftg.  3). 

2.  Def.  —  La  parte  di  retta  determinata  da  due  punti  e  che 
non  ò  semiretta,  dicesi  segmento  (1).  Le  due  semirette  si  di- 
cono prolungamenti  del  segmento. 

Prolungare  un  segmento  signitiea  costruire  una  delle  semi- 
rette della  medesima  retta.  ' 

3.  Teor.  —  Tutti  i  punti  di  un  segmento  eccetto  due,  lo 
dividono  in  parti. 

Cor.  —  1."  Il  segmento  è  una  linea  aperta  e  terminata.  : 
quindi  è  una  linea  finita. 

2."  Ogni  punto  di  una  semiretta  (eccetto  l'origine)  lei 
divide  in  dtie  partì  che  sono  un  segmento  e  una  semiretta. 

3."  Ogni  punto  d' un  segmento  (eccetto  gli  estremi)  lo 
divide  in    due    segmenti. 

A.°  Se  due  segmenti  coincidono,  coincidono  le  loro  rette. 

4.  Daf.  —  Il  segmento  che  ha  per  estremi  <lue  punti  A  e  B 
si  chiama  anche  disfama  dei  due  punti  e  si  indica  con:  se(/~ 
mento  AB  oppure  con  AB.  Si  dice  anche  che  il  segmento  AB 
è  compreso  fra  A  e  B,  che  unisce  A  con  B,  ecc. 

Un  punto  di  un  segmento  si  dice  compreso  fra  gli  estremi 
del  segmento. 

Dato  un  segmento  AB,  si  può  considerarlo  (§  24  Pr.)  generato 
da  un  punto  che  si  muova  sulla  retta  da  A  sino  in  B.  In  que- 


(l)  Da  segmencum  (taglio,  intaccatura,  frazione,  sezione). 
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sto  caso  dieesi  che  A  è  l'origine  e  B  il    termine.    Oppure  si 
può  considerarlo  generato  da  un  punto   che  si    muova   sulla 
retta  da  B  sino  in  A. 
In  tal  caso  dieesi  che  B  è  l'origine  e  A  il  termine. 

5.  Post.  —  Ihie  segmenti  tali,  che  t  origine  e  il  termine 
dell'uno  siano  rispettivamente  il  termine  e  l'origine  dell'al- 
tro sono  eguali.  Questa  proprietà  si  esprime  anche  dicendo  t 
Il  segmento  è  invertibile.  

6.  P^  vedere  dunque  se  due  segmenti,  per  es.  AB  e  CD 
(flg.  6)  sono  ^uali,  porteremo  la  retta  ni^ui  appartiene  AB 
a  coincidere  eolla  retta  n,  cui  appartiene  DC  (§35Pr.),  in  modo 
che  un  estremo  di  un  segmento  coincida  con  un  estremo  del- 
l'altro e  i  due  segmenti  si  troviiio  ^ 

sulla  medesima  semiretta  rispetto      ., ^ ■ — 

all'estremo  comune.  Se,  ciò  facen-      ''" 

do,  gli  altri  estremi  coincidono,  "'         , ,  ,,. 

riterremo  che  i  due  segmenti  sono      ^  ^  e  s 

^uali.  Altrimenti  non  sono  eguali.  /-/y.  f 

Per  il  postulato  precedente,  se 
la  coincidenza  avviene  quando  per  es.,  si  sia  fatto  coincidere 
A  con  C  6  la  semiretta  AB  colla  semiretta  CD,  essa  deve 
avvenire  anche  quando  si  faccia  coincidere  A  con  D  e  la  se- 
miretta AB  colla  semiretta  DC;  o  quando  si  faccia  coincidere 
B  con  D  e  la  semiretta  BA  colla  semiretta  DU;  o  B  con  C  e 
la  semiretta  BA  colla  semiretta  CD.  E  se  la  coincidenza  in 
uno  di  questi  casi  non  avviene,  non  può  avvenire  mai. 

Dalle  considerawoni  precedenti,  discende  anche  il 

Cor.  Dato  un  segmento,  ne  esistono   innumerevoli   ad 

esso  disuguali. 

Per  esempio,  tutti  i  segmenti  che  hanno  comune  un  estremo 
col  segmento  dato  e  hanno  gli  altri  estremi  su  una  medesima 
retta  e  dalla  stessa  parte  dell'estremo  comune,  ma  non  coincidenti. 

7.  Tew.  —  Owe  segmenti  dati  si  possono  disporre  sopra  una 

retta  in  modo  da  essere  adiacenti. 
Infatti,   dati  i  segmenti  AB  e  CD 

d i j-    (flg.  7)  si  può  far  coincidere  jg_35  Pr.) 

r/f  7  la  retta  w,  cui  appartiene  CD,  colla 

retta  m,  cui  appartiene  AB,  in  modo 
che  il  punto  C  coincida  con  B  e  la  semiretta  CD  coincida  con 
la  semiretta  di  m  che  non  contiene  AB. 
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Def.  —  Se,  dati  due  segmenti,  sì  diapongono  su  una  retta 
n  modo  da  essere  adiacenti,  il  segmento,  che  ha  per  estremi 
jli  estremi  non  comuni  dei  due  segmenti,  dicesi  somma  dei 
lue  sementi  dati.  Così,  nella  fig.  7,  il  segmento  AD  è  la  somma 
lei  segmenti  AB  e  CP. 

Cor.  —   1."  Dati   dite  segmenti ,  esiste   sempre  la   loro 


2°  Un  segmento  è  la  somma  dei  dite  segmenti  in  cui  lo 
divide  un  suo  punto  qiuilunque. 

Def.  —  Dati  più  segmenti,  chiameremo  loro  somma  il  seg- 
mento che  si  ottiene  trovando  la  somma  dei  primi  due,  poi 
la.  somma  della  somma  trovata  e  del  terzo  e  così  via. 

Trovare  la  somma  di  due  segmenti  vien  detto  somttiare  i 
due  segmenti,  o  aggiungere  l'uno  all'altro. 

8.  Teor.  Dati  due  segmenti'  diseguali,  uno  di  essi  è  la 
somma  dell'altro  e  di  un  terso  segmento. 

Dati  due  segmenti  AB,  CD  (fig.  8)  non  eguali,  portiamo  Ict 

retta  m,  cui   apiiartiene  AB,  a  coincidepe  con  la  retta  n,  cui 

appartiene  CD,  in  modo  che  A  coincida  con  C  ;  e  B  e  D  si 

trovino  da  una  stessa  parte  rispetto 

, . , —     al  punto  A.  I  punti  De  Buon  coin- 

<"  .  ^  eidono ,   perché  i  due   segmenti    si 

''/  "  sono  supposti  non  eguali.  Resti,  ad 

esempio,  il  punto  D  compreso  fra  A  e 
B;  allora,  per  la  definizione  già  data  di  somma,  potremo  conside- 
rare il  segmento  AB  come  la  somma  del  segmento  CD  con  un 
terzo  segmento  DB, 

Def.  —  Dati  due  segmenti  diseguali,  quello  dei  due  che  è 
somma  dell'altro  e  di  un  terzo  segmento  dicesi  maggiore  del- 
l'altro; questo  dicesi  minore  del  primo.  Il  terzo  segmento, 
cioè  quello  che  aggiunto  al  minore  dà  per  somma  il  ma^iore, 
dicesi  differenza  dei  segmenti  dati. 

Def.  —  Sottrarre  o  togliere  un  segmento  da  un  altro,  si- 
gnifica trovare  la  loro  differenza. 

Cor.  —  1."  Dati  due  segmenti,  uno  di  essi  è  necessaria- 
mente o  eguale,  o  magiare,  o  minore  dell'altro.  E  f  altro 
è  ì-ispi'ftixiamente  eguale,  minore  o  maggiore  del  primo. 

2."  Dati  due  segmenti  diseguali,  esiste  sempre  la  (oro  dif- 
ferenza. 

3."  Ogni  segmento  é  la  diffei-enza  dei  due  segmenti  che 
hanno  per  estremo  comune  un  punto  qualunque  dei  prolun- 
gamenti del  segmento  e  per  altri  estremi  gli  estremi  di  que- 
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sto.  Così  il  segmento  BC  (%.  9)  è  la  differenza  dei  segmenti 
AG  e  AB. 

Si  osservi  però  che  si  deve  to-       , .         

gliere  dal   segmeni»  maggiore  il  -*            a  ^       ^ 

segmeni»  minorv.  ^'J° 

9.  Indicheremo  che  un  segmento 

AB  ò  uguale  ad  un  altro  semento  CD,  scrivendo  (g   22  Pr). 

AB  =  CD 

Se  AB  è  m^giopG  di  CD,  serivei-emo: 

AB>OT 
Se  AB  invece  è  minore  di  CD,  aerivepemuT 

AB<cn 

Indicheremo  che  AC  è  la  somma  dei  segmenti  AB  e  BC, 
scrivendo:  AC  =  AB  +  BC! 

Indicheremo  che  AC  è  la  differenza  dei  segmenti  AB  e  BC 
scrivendo:  AC^AB — BC. 

10.  Teor.  —  La  somma   di  più   segmenti  non    muta  so- 
^ stitttendo  ad  a/eimi 

A      ■      B        e      D       E  ^        di    essi    consecutivi 

ria  lù  ^^  ''^0  somma  effet- 

•^  tuata. 

Infatti   se   è  ÀF  =-  AB  +  BC"  4-  CD  4-  fiE  +  EP~  (fig.  10)  è 

pure    AP=  AB  +  BB  +  EF;  dove  BE  è  appunto    la  somma 

efiettuata  dei  segmenti  BC,  CD,  DE. 

11,  Teor.  —  La  somma  di  due  segmenti  non  muta,  in- 
vertendo  l'ordine  dei  segmenti. 

Sia  AC  la  somma  dei  due  segmenti     w       ^ ^    f 

AB  e  BC  (flg.  )  1)  ;  e  MP  sia  la  somma 

in    ordine  inverso  d^lì  stessi   seg-     _^ 


menti,  ora  indicati  con  NP  ed  MNi  Af    at  p 

dico  che  AC  ed  MP  sono  uguali.  Se,  %■  ■" 

infatti,  trasportiamo  la  retta  m  sulla 

retta  n  in  modo  che  C  coincida  con  M,  e  la  semiretta  CA 
della  retta  m  coincida  colla  semiretta  MP  della  retta  Ji,  pel 
])ostulato  del  §  5  il  punto  B  coincide  col  punto  N  e  il  punto  A 
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col  punto  P  :  dunque  i  segmenti  AC  e  PM  sono  eguali,  come 
si  voleva  dimostrare. 

Cor,  —  Dati  due  segmenti  disegnali,  il  segmento  maggiore 
è  maggior.e  anche  della  loro  differenza. 

12.  Tflor,  —  La  somma  di  più  segmenti  non  muta,  mitr- 
tando  comunque  l'ordine  di  essi. 

Infatti,  a  due  segmenti  consecutivi  possiamo  sostituire  la 
loro  somma  effettuata  ;  a,  questa  possiamo  sostituire  la  somma 
dei  due  segmenti  presi  in  ordine  inverso,  e  quindi  due  segmenti 
consecutivi  possono  cambiarsi  di  posto.  È  facile  vedere  che  a 
questa  maniera  si  può  portare  ogni  segmento  a  occupare  il 
posto  che  si  vuole. 

La  proprietà  espressa  da  questo  teorema  dicesi  proprietà  com- 
mntaliva  della  somma. 

13.  Teor.  —  La  somma  di  più.  segmenti  non  muta,  se  ad 
alcuni  di  essi  si  sostituisce  la  loro  somma. 

Infatti,  pel  teorema  precedente,  questi  segmenti  si  possono 
portare  ad  essere  consecutivi,  e  quindi  ad  essi  applicare  il  Teo- 
rema del  g  10. 

La  proprietà  espressa  da  questo  teorema  dicesi  proprietà 
associativa  della  somma. 

14.  Teor.  Aggiungendo  segmenti  uguali  a  segmenti  uguali 
le  somme  che  si  ottengono  sono  uguali. 

Sia  AB  =  DE,  BC==  EF,  AC=  AB  +  BC;DF  =  DE-f  EF 
^      A  ne        '^i'"'  ''he  è  AC  ^  DF. 

' ' —        Infatti  (flg.  12)   portando   la   retta 

m  a  coincidere  colla  retta  n  in  modo 

,     ., ,,     ,        che  il  plinto  A  coincida  con  D  e  la  se- 

"      S  £    F       miretia  AC  colla  semiretta  DF,  per 

frf  12  l'uguaglianza  dei  segmenti  AB  e  DE 

il  punto  B  coincide  con  E;  quindi  per 

l'eguaglianza  dei  segmenti  BC  e  BF  il  punto  C  coincide  con 

F;  perciò  è  AC  =  DF,  come  volevamo  dimostrare. 

15.  Similmente  colla  semplice  sovrapposizione  sì  dimostra  che; 
1."    ha  segmenti    eguali   togliendo   segmenti  eguali    si 

hanno  differenze  eguali. 

2."  A  segmenti  eguali  aggiungendo  segmenti  diseguali, 
è  maggiore  (a  somma  dove  il  segmento  aggiunto  è  mag- 
giore. 

B.°  Da  segmenti  irguali  togliendo  segtnenti  diseguali,  È 
'lore  la  differenza  dooe  il  segmento  tolto  e  maggiore. 

4."  A  segmenti  disegnali,  p.  es.  il  primo  maggiore  del 
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seeondo,  aggiungendo  segmenti  uguali  o  disuguali,  e  in  que- 
sto caso  prerisamente  al  maggiore  il  maggióre  e  al  minore 
il  minoì  e,  la  prima  somma  e  maggiore  della  seconda. 
E  in  generale 

Dati  più  segmenti  non  mtnoridi  altrettanti  segmenti,  la 
somma  dei  primi  >wn  e  minore  della  somma  dei  secondi: 
e  basta  che  uno  dei  primi  sia  maggiore  di  uno  dei  secondi 
perché  la  somma  dei  p>  imi  sia  maggiore  della  somma  dei 
secondi 

5."  Da  segmenti  disuguali,  p.  es.  il  primo  maggiore 
del  secondo,  togliendo  segmenti  eguali  o  diseffuali ,  ma  in 
questo  caso  precisamente  dal  tnaggiore  dei  primi  il  mi- 
nore dei  secondi,  la  prima  differenza  è  maggiore  della  se- 
conda. 

6."  La  somma  di  più  somme  di  segmenti  è  la  somma 
di  tutti  t  segmenti  tn  un  ordine  qualsivoglia. 

1."  La  somma  di  pia  differenze  di  segmenti  é  la  diffe- 
renza tra  la  somma  dei  segmenti  maggiori  e  la  somma  dei 
segmenti  ìnmori 

8."  Se  i  segmenti  dt  una  somma  sono  in  egual  numero 
e  rispettivamente  maggiori  dei  segmenti  di  un'altra  somma, 
la  differenza  delle  due  somme  è  la  somma  delle  differenze 
tra  i  segmenti  delle  prime  e  quelli  delle  seconde. 

16.  Def  —  Quando  è  dato  un  punto  sopra  una  retta,  pos- 
siamo immaginare  un  altro  punto  coincidente  col  punto  dato. 
Conveiremo  di  due 

Due  punti  eomeidenti  indniduano  un  segmento  nullo. 
E  facile  eitendete  il  concetto  di  eguaglianza  e   di   somma 
anche  ai  segmenti  nulli  e  dedurre: 

1."  /  segmenti  nulli  son  tutti  eguali. 

2."  La  somma  dt  due  o  più  segmenti  nulli  è  un  seg- 
mento nullo 

Z.°  La  somma  di  un  segmento  dato  e  di  un  segmento 
nullo  é  ti  segmento  dato 

4."  Il  segmento  nullo  e  minore  di  qualunque  segmento. 

5."  La  differenza  di  due  segmenti  eguali  é  un  seg- 
mento nullo. 

6°  La  differenza  di  un  segmento  dato  e  di  un  segmento 
nullo  é  il  segmento  dato. 

17.  Def.  —  Data  una  linea  che  divida  il  piano  in  due  parti 
di  cui  la  linea  data  è  il  contorno  f§  49  Pr.)  si  possono  imma- 
ginare innumerevoli  segmenti  che  abbiano  gli  estremi  sul  con- 
torno. 
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Se  tutti  i  segmenti  che  hanno  gli  estremi  sul  contorno  ap- 
partengono a  una  sola  delle  due  parti  del  piano,  questa  pai'te 
dicesi  convessa  e  anche  la  linea  che  è  suo  contorno  ,  dicesi 
corufessa.  Se  una  parte  di  piano  non  è  convessa,  dicesi  concaoa, 
e  concavo  dicesi  pure  il  suo  contorno. 

I  segmenti  di  una  superficie  piana  convessa  che  hanno  gli 
estremi  sul  contorno  e  non  appartengono  a!  contoi'no  si  ehia- . 
mano  corde  (l)  di  quella  superficie. 

Gli  angoli. 

18.  Post.  —  Due  semirette  distinte  uscenti  dal  medesimo 
punto  costituiscono  una  linea  la  quale  divide  il  loro  piano 

in  dite  parti.  Se  esse  non  sono  semi- 
rette opposte  (cioè  di  una  medesima 
retta),  allora  tatti  i  segmenti  che  hanno 
gli  estremi  su  di  esse  appartengono  a 
una  sola  delle  due  parti  del  piano 
-"  .  13). 

Def.  —  Ognuna  delle  due  parti  in  cui 
il  piano  è  diviso  da  due  semirette  uscenti 
dal  medesimo  punto,  dicesi  angolo  pro- 
prio o  semplicemente  angolo  (2),  e  il 
loro  punto  comune,  vertice  (3)  dell'aiuolo. 
Se  i  lati  non  sono  semirette  opposte,  l'angolo  cui  apparten- 
gono i  segmenti  che  han  gli  estremi  sui  lati  dieesi  {§  17)  con- 
vesso: l'alti-o  concavo.  I  punti  di  uno  degli  angoli  diconsi  in- 
tórni ad  esso,  ed  esterni  all'altro;  e  anche  gli  angoh  si  di- 
cono uno  esterno  all'altro.  Ogni  angolo  si  dice  adiacente  a  un 
suo  lato  e  compreso  fra  i  suoi  lati  o  formato  da  questi.  Se 
i  lati  sono  semirette  opposte,  ognuno  degli  angoli  è  un  semi- 
piano,  che  dieesi  angolo  piatto. 
Cor,  —  1."  Tutti  gli  angoli  piatti  sono  eguali. 

2.°  Un  angolo  proprio  o  è  concavo,  o  è  piatto,  o  è  con- 
vesso. 

19.  Quando  ò  data  una  sola  semiretta  in  un  piano,  pos- 
siamo immaginare  un'  altra  semiretta  uscente  dal  medesimo 
punto  e  coincidente  colla  data.  Converremo  allora  di  dire: 


D,™-,7Pril>,G0l)'^iC 


GLI    ANGOLI.  23 

Def.  —  Due  semirette  comeidontì  individuano  un  angolo 
nullo,  ed  un  angolo  ohe  è  tutto  il  piano  e  dìcesì  perigonio  o  giro. 

Considereremo  l'angolo  nullo  come  un  angolo  convesso  di 
cui  le  eorde  sono  segmenti  nulli  e  il  giro  come  un  angolo  con- 

Per  indicare  un  angolo  sì  può  indicare  il  solo  vertice;  op- 
pure tre  punti  del  auo  contorno,  uno  per  ogni  lato  ed  il  ver- 
tice, ponendo  in  mezzo  l'indicazione  del  vertice  ;  oppure  indi- 
cando i  suoi  lati;  così  l'angolo  delle  semirette  AB,  AC  (fig.  13)  si 
può  indicare  A,  oppure  CAB,  oppure  rs.  Con  queste  indicazioni 
sarebbero  indicati  nello  stesso  modo  l'angolo  concavo  e  il  con- 
vesso: perciò  stabiliremo  ebe,  quando  non  sia  esplicitamente 
detto  il  contrario,  intenderemo  di  indicare  l'angolo  convesso. 
In  questo  capitolo  però  diremo  esplicitamente  se  l'angolo  è  con- 
cavo, piatto  o  convesso. 

20.  Teor.  —  Una  retta  del  piano  di  un  angolo  (eccetto 
quelle  dei  lati)  non  può  avere  più  di  due  punti  comuni  col 
contorno. 

Difatti ,  essa  non  può  avere  più  di  un  punto  comune  con 
ciascun  lato. 

21.  Teor  —  Una  retta  uscente  dal  vertice  di  un  angolo. 
non  pud  avere  altri  punti  comuni  col  contorno. 

Aftinché  ciò  fosse,  dovrebbe  avere,  oltre  il  vertice,  un  altm 
punto  comune  con  uno  dei  lati:  ciò  è  impossibile,  perchè  due 
l'ette  distinte  non  possono  avere  che  un  punto  comune. 

Cor.  —  1."  Una  semiretta  uscente  dal  vertice  di  un  an- 
golo ha  tutti  i  suoi  punti  interni  o  tutti  esterni  all'angolo. 
Xel  primo  caso  dieesi  interna,  nel  secondo  esterna.  Se  essa 
e  interna  i  due  lati  dell'angolo  sono  da  bande  opposte  ri- 
spetto alla  sua  retta. 

2."  esistono  innumerevoli  semirette  uscenti  dal  vertice 
di  un  angolo  e  interne  (od  esterne)  a  questo. 

Una  semiretta  uscente  dal  vertice  d'un  angolo  e  interna  a 
questo,  dicesi  anche  compresa  fra  i  lati  dell'angolo. 

3."  Una  semiretta  uscente  dal  vertice  di  un  angolo  con- 
vesso e  interna  all'angolo  incontra  tutte  le  corde  dell'an- 
golo. 

Difatti  gli  estremi  di  questi  segmenti  sono  da  bande  oppo- 
ste rispetto  ad  essa. 

4."  Una  semiretta  uscente  dal  vertice  di  un  angolo  ed 
interna  all'angolo  lo  divide  in  due  parti  che  sono  angoli. 
5."  /  prolungamenti  dei  lati  di  un  angolo  non  piatto 
appartengono  all'angolo  concavo. 
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6."  Un  angolo  convesso  e  tuico  da  una  handa  del  piano 
riipetto  alla  retta  di  uno  dei  lati. 

1."  Una  semiretta  uscente  dal  vertice  di  un  angolo  con- 
vesso ed  interna  ad  esso,  giace  con  ciascun  lato  dalla  me- 
desima handa  del  piano  rispetto  alla  retta  dell'altro  lato. 
22.  Ud  angolo  BAC  può  consiilerarsi  come  generato  da  uno 
dei  lati  che  ruota  sul  piano  intorno  al  vertice  sino  a  pren- 
dere la  posizione  ilell'alti-o  lato  (§  24  Pp.).  Il  lato  che  si  muove 
si  chiama  origine  e  l'altro  termine.  I^a  rotazione  dell'origine 
può  avvenire  in  due  versi  o  direzioni  opposte  (§  47  Pr.)  e  cosi 
si  hanno  i  due  angoli  in  cui  i  due  lati  dividono  il  piano. 

Se  l'origine  e  il  termine  sono  coincidenti,  senza  che  il  mo- 
vimento avvenga,  si  ha  l'angolo  nullo  :  se  coincidono  dopo  il 
movimento,  allora  l'origine  ha  generato  il  piano  ossia  l' an- 
golo (7  irò. 

2'.ì.  Post.  —  Conveniamo  che:  Una  semiretta  che  mota  in- 
, torno  alla  sua  origine,  dopo  aver  ripresola  posisione pri- 
mitiva e  generato  cosi  un  giro,  può  continuare  il  suo  mo- 
vimento di  rotazione  come  se  il  piane  fosse  formato  da  in- 
numerevoli piani  coincidenti  e  la  semiretta,  compiuto  un 
giro,  passasse  da  uno  all'altro  dei  piani. 

Def.  —  Chiameremo  angolo  improprio,  l'insieme  dei  giri  e 
dell'angelo  proprio,  convesso,  piatto  o  concavo,  generati  da  una 
semiretta  che  ruota  sul  piano  intorno  a  un  punto. 

24.  Post.  —  Un  angolo  proprio  è  eguale  a  quello  che  ha 
per  origine  il  suo  tei-mine  e  per  termine    la    sua    origine. 
Ossia:  l'angolo  proprio  è  invertibile. 
Per  conoscere  quindi  se   <lue  angoli  propri  BAC,   DEF  (fi- 
gura 14)  sono  eguali,  faremo  scorrere 
J.  z    il  piano  (§  47  Pr.)  in  modo  che  coin- 

cidano i  vertici  A  e  E.  Rotando  in- 
terno a  questo  vertice  comune  si  può 
far  si  che  {%  47  Pr.)  un  tato  di  un 
angolo  coincida  con  un  lato  dell'altro. 
Allora  gli  altri  lati  o  si  trovano  già 
dalla  stessa  banda  del  piano  rispetto 
alla  retta  de!  lato  comune,  o,  trovan- 
dosi da  bande  opposte,  si  possono  por- 
tare dalla  medesima  banda  (§  45,  3." 
Pr.)  mediante  una  rotazione  intorno  al  lato  comune.  Se  allorché 
questi  due  lati  si  trovano  dalla  .«tessa  banda,  avviene  che  essi 
coincidano,  i  due  angoli  sono  eguali,  altrimenti  non  sono  eguali. 


/-y,  U 
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Per  il  postulato  precedente,  se  lacoincidenzaavvieaequaDdo, 
per  es.,  si  sia  fatto  coincidere  AB  con  DE,  avviene,  con  op- 
portune rotazioni  (quando  occorrono)  anche  se  si  fa  coincidere 
AB  con  EF,  0  AC  con  ED ,  o  AC  con  EF.  E  se  in  uno  di 
questi  casi  non  avviene,  non  avviene  nemmeno  negli  altri. 

Diacendono  i 

Cor.  —  1."  Esistono  innumerevoli  angoli  disegnali. 
2,"  /fer  far  coincidere  due  angoli  eguali  basta  una  tra- 
stasione  ed  una  rotazione. 

Per  l'eguaglianza  degli  angoli  impropri,  stabiliremo  che  oc- 
corra, oltre  la  coincidenza  dei  lati,  anche  l'eguaglianza  del  nu- 
mero dei  giri, 

25.  Def,  —  Due  angoli  convessi  si  dicono  consecutivi,  quando 
hanno  il  vertice  e  un  lato  comune,  e  gli  altri  lati  da  bande 
opposte  del  piano  nspetto  al  lato  comune. 

Per  es.,  sono  consecutivi  gli  angoli  in  cui  6  diviso  un  an- 
golo da  una  semiretta  iiiterna  uscente  dal  vertice. 

26.  Teor.  —  Due  angoli  convessi  dati  sipossono  disporre 
sul  piano  in  modo  da  essere  consecutivi. 

Infatti,  si  può  far  scorrere  il  piano  su  se  stesso  in  modo 
che  coincìdano  i  vertici  dei  due  angoli;  e  con  una  rotazione 
intorno  al  vertice  si  possono  far  coincidere  due  tati. 

Siccome  un  angolo  convesso  è  tutto  da  una  banda  rispetto 
alla  retta  d' un  suo  lato  (§  22 ,  6.") ,  i  due  angoli  saranno 
tutti  e  due  dalla  medesima  banda,  o  saranno  da  bande  op- 
poste rispetto  al  iato  comune.  Nel  secondo  caso  sono  conse- 
cutivi. Nel  primo  si  portano  ad  esser  consecutivi  con  una  ro- 
tazione del  piano  intorno  alla  retta  comune  (§  45  Pr.). 

27.  Def.  —  Se  due  angoli  convessi  si  dispongono  in  modo  da 
essere  consecutivi,  I'  angolo  (convesso,  piatto  o  concavo)  che 
ba  per  lati  i   lati   non  comuni  nei  due 

angoli  dicesi  somma  dei  due  angoli  dati. 

Tale  angolo  si  può  considerare  gene- 
rato da  una  semiretta  che,  ruotando  nel 
piano  intorno  alla  propria  origine,  genera 
un  angolo  eguale  al  primo  e  jioi  un  angolo 
eguale  al  secondo  coU'origine  nel  termine 
del  primo  e  nello  sfesso  verso. 

NeUa  %.  15  l'angolo  ABD  è  la  somma 
dei  due  angoli  ABC,  CSD. 

Cor,  —  1."  Dati  due  angoli  convessi,  esiste  sempre  la  loro 
somma. 

2,"  Un  angolo  proprio  è  la  somma  dei  due  angoli  in  erti 
ì  divide  una  semiretta  interna  uscente  dal  vertice. 


L. 
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28.  Coosidei-ìamo  un  angolo  concavo. 
Saiipiamo  che  i  [irolungamentt  dei  lati  dell'a 

Mono  interni  a  questo  (§  21,  5.").  Sicché,  prolungando  ud  lato, 
l'ansalo  concavo  resta  diviso  in  due  parti  che  sono  un  angolo 
piatto  e  un  angolo  convesso.  Diremo  che:  Un  angolo  concam 
è  la  somtna  di  un  angolo  piatto  e  di  un  angolo  convesso. 

Siano  dati  un  angolo    concavo  BAG  (^.   16)  e  un  angolo 
convesso.  Prolunghiamo   un  iato   BA  dell'angolo  concavo,  il- 
quale  resta  cosi  diviso  in  un  aiuolo  piatto 
'  BAB'    e    in   un  angolo  convesso   B'AC. 
Portiamo  l'angolo  convesso  dato  a  essere 
consecutivo  a  quest'ultimo,  in  modo  che 
i!  lato  comune  sia  il  lato  AC  dell'angolo 
concavo.  Sia  CAD  la  posizione  che  esso 
prende.  Diremo  che  l'angolo  concavo  e 
il  convesso  dati  sono  ora  consecutivi.  Po- 
jy         ,^  tranno  darsi  tre  casi,  secondo  che  il  lato 

■^  AD  è  interno  all'angolo  CAB,  o  coincide 

col  lato  AB,  o  è  esterno  all'angolo  CAB. 
Nel  jirimo  caso  diremo  che  la  somma  dei  due  angoli    dati 
è  l'angolo  concaio  BAD. 
Nel  secondo  che  la  wmina  dei  due  angoli  dati  è   un   giro. 
Nel  ferzo  che  la  iomma  è  l'angolo  improprio  BAD  che  com- 
prende un  giro 

In  ogni  caso  la  somma  di  due  angoli  è  l'angolo  jiroprio  o 
improprio  geneiato  danna  semiretta,  che,  ruotando  iotorno  al- 
l'origine, genera  un  angolo  eguale  al  primo  angolo  e  \v>\  un 
angolo  eguale  al  secondo  coU'ongine  nel  termine  del  primo  e 
nello  stesso  verw. 
Diremo  che  gli  angoli  cosi  generati  sono  (•onsecutivi. 
Si  estende  ora  facilmente  la  definizione  di  somma  e^U  an- 
goli concavi  e  anche  agli  angoli  impropri. 

Cor.  —  1  "  Dati  dm  o  pw  anqoh  esistf  sempre  la  loro 
somma 

2,"  Un  angolo  e  la  somma  dt  due  angoli  in  cui  lo  di- 
vide una  st(a  semiretta  interna  l'scente  dal  vertice. 

29.  .\nalogamente  a  quel  che  si  ò  fatto  nel  capitolo  prece- 
dente, SI  dimostra  facilmente  il  seguente 

Teor  —  Dati  due  angoli  disegnali,  nno  di  essi  è  la  somma 
dell'altro  e  di  un  terso  angolo 

Def.  —  1  "^  Dati  due  angoli  disegnah,  quello  che  ò  somma 
dell'altro  e  di  un  terzo  angolo,  dicesi  magyìore  dell'altro  ;  que- 
sto minore  del  primo  II  terzo  angolo  dicesi  differenza  dei 
due  angoli  dati 
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2.'  Sottrarre  o  togliere  un  angolo  da  un  alli-o,  sifinitìca 
ì  la  loro  diffei-enza. 

Cor.  —  1."  Dati  due  angoli,  uno  di  essi  è  neeesstiHamenfc 
o  uguale  o  maggiore  o  minore  dell'altro.  E  l'altro  è  ri- 
spettivamente uguale,  minore  o  maggiore  del  }}ì'imo. 

2."  Dati  due  angoli  disuguali,  esiste  sempre  la  loro  dif- 
ferenza. 

3."  Un  angolo  proprio  è  la  differenza  di  due  angoli  che 
hanno  un  angolo  comune  esterne  all'angolo  e  per  altri  i 
iati  di  questo. 

4."  Una  semiretta  uscente  dal  vertice  di  un  angolo  ed 
interna  a  questo,  forma  con  ciascuno  dei  lati  un  angolo 
minore  di  quello  dato. 

5."  E  viceversa:  Una  semiretta  uscente  dal  wrtice  di  un 
angolo,  se  forma  con  ciascuno  dei  lati  un  angolo  minore 
di  quello  dato,  è  interna  all'angolo. 

O  anche: 

Una  semiretta  uscente  dal  vertice  di  un  angolo  proprio  o 
interna  o  esterna  all'angolo  o  coincide  con  un  lato,  secondo 
che,  essendo  dalla  stessa  parte  di  questo  rispetto  all'altro 
lato,  forma  con  quest'ultimo  un  angolo  minore,  maggiore 
o  egtfale  dell'angolo  dato. 

30.  Indicheremo  che  un  angolo  ABC  è  uguale,  o  maggiore  o 
minore  di  un  altro  angolo  DEF,  scrivendo  rispettivamente: 

ABC  =  t^,  ABC  >  6ÉF",  ABC  <  ^P 

Inoltre  ABC  =  ABÈ  +  ÉSf  significherà  che  l'angolo  AB(; 
è  la  somma  dei  due  angoli  ABE  e  EBF;  ed  ABC  =  ABP— I^ 
significherà  che  l'angolo  ABC  è  differenza  dei  due  angoli  ABP 
e  FBC. 

Per  gli  angoli  si  possono  pure  dimostrare  i  seguenti  teo- 

1."  La  somma  di  pili  angoli  non  muta,  sostituendo  ad 
alcu/ji  di  essi  consecutivi  la  loro  somma  effettiiata. 

2."  La  somma  di  due  angoli  non  muta,  invertendo 
l'ordine  degli  angoli. 

3."  La  som/ma  di  più  angoli  non  mula,  mutando  co- 
munque il  loro  ordine  {proprietà  commutativa  della  somma). 

4."  La  somma  di  piìt  angoli  non  muta,  se  ad  alcuni 
di  essi  si  sostituisce  la  loro  somma  {proprietà  associativa  della 
somma). 
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5."  AggUtngendo  angoli  eguali  ad  angoli  eguali ,  le 
jomnie  che  si  ottengono  sono  eguali. 

tì."  Togliendo  da  angoli  eguali  angoli  eguali  (i  primi 
necessariamente  maggiori  dei  secondi)  si  hanno  differenze 

1."  Ad  angoli  eguali  aggiungendo  angoli  diseguali  è 
maggiore  la  somma  dove  l'angelo  aggiunto  é  maggiore. 

8."  Da  angoli  eguali  togliendo  angoli  disuguali,  é  mi- 
nore la  differenza  dove  l'angolo  tolto  é  maggiore. 

9."  Ad  angoli  diseguali,  ad  es.  maggiore  il  primo  del 
secondo ,  aggiungendo  angoli  uguali  o  disuguali,  e  in 
questo  caso  precisamente  al  maggiore  il  maggiore  e  al 
minore  il  minore,  la  prima  somma  é  maggiore  della 
seconda. 

10."  Da  angoli  diseguali  (per  es.  il  primo  maggiore 
del  secondo)  togliendo  angoli  di  essi  necessariamente  mi- 
nori, ma  che  siano  fra  loro  eguali,  o  anche  disuguali, 
ma  in  questo  caso  precisamente  si  tolga  dal  maggiore  dei 
primi,  il  minore  dei  secondi  e  dal  tninore  dei  primi  il  mag- 
giore dei  secondi,  la  prima  differenza  è  maggiore  della  se- 
conda. 

11."  La  somma  di  più,  somme  di  angoli  è  la  somma 
di  tutti  gli  angoli  in  un  ordine  qualsiasi. 

12."  La  somma  di  piti  differenze  di  angoli  è  la  diffe- 
renza tra  la  somma  degli  angoli  maggiori  e  la  somma  de- 
gli angoli  minori. 

13.°  Se  gli  angoli  di  una  somma   sono  in  egual  nu- 
mero e  rispettivamente  maggiori  degli  angoli  di  un'  altra 
somma,  la  differenza  delle  due  somme   è  la   somma  delle 
differenze  tra  gli  angoli  della  prima  e  quelli  della  seconda. 
Le  dimostrazioni  di  questi  teoremi  si  lasciano,  per  brevità, 
alla  cura  degli  studiosi. 

Sono  veri  anche  per  gli  angoli  nulli  i 
teoremi  analoghi  a  quelli  del  §  16. 

31.  Def,  —  Due  angoli  convessi  di  cui 
la  somma  sia  un  angolo  piatto,  si  dicono 
supplementari. 

Teor,  —  Due  angoli  convessi  consecu- 
tivi tali  che   i    tati   non   comuni  sìeno 
sulla  stessa  retta,  sono  supplementari. 

Infatti  la  somma  dì  due  tali  angoli  è  evidentemente  un  an- 
golo piatto.  Così  gli  angoli  ABD,  DBC  (flg.  17).  Tali  angoli  si 
sogliono  chiamare  adiacenti. 
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E  vero  riQ?ersor 

Teor.  —  Se  due  angoli  convessi  consecutivi  sono  supple- 
mentari, i  lati  non  comuni  sono  sulla  stessa  retta. 

Infatti  la  loro  somma  è  un  angolo  piatto  e  i  lati  dell'  an- 
golo piatto  sono  semirette  di  una  medesima  retta. 

Teor.  —  La  somma  degli  angoli  consecutivi  formati  da 
piit  raggi  uscenti  da  un  punto  in  «n  piano  è  «n  giro. 

32.  Def.  —  Due  angoli  convessi  si  dicono  opposti  al  ver- 
tice, quando  i  lati  dell'uno  sono  i  prolungamenti  dei  lati  del- 
l'altro. 

Così  nella  flg.  18  sono  opposti  al  vertice  gli  angoli  APO  e 
BPD  e  così  pure  gli  angoli  API)  e  BPC. 

33.  Due  rette  che  s'incontrano  in  un  punto  dividono  il  loro 
piano  in  quattro  angoli,  a  due  a  due  opposti  al  vertice:  di  più, 
due  qualunque  dì  essi  consecutivi  sono  supplementari. 


34.  Teor.  -^  Oli  angoli  supplementari 
sono  eguali. 

Sieno  (flg.  19)  ABP  ed  A'P'B'  i  due  dati  angoli  eguali;  dico 
ehe  i  due  angoli  APC,  A'P'C  a  quelli  rispettivamente  supple- 
mentari, sono  pure  eguali.  Le  semirette  PB  e  PC  devono  essere 
di  una: stessa  retta  e  cosi  P'B'  e  P'C.  Allora  facendo  coinci- 
dere PÀ  con  P'A'  e  PB  con  P'B',  anche  PC  coinciderà  con  P'C 
e  perciò  l'angolo  APC  è  eguale  all'angolo  A'P'C  Si  può  an- 
che dimostrai'e  questo  teorema,  servendosi  del  teorema  6." 
del  §  30  di  questo  capitolo. 

Cor.  —  Angoli  supplementari  di  angoli  disuguali  sono 
disuguali,  ed  é  maggiore  il  supplementare  dell'angolo  mi- 
nore. 

35.  Teor.  —  Oli  angoli  opposti   al  vertice  sono  eguali. 
Basta  osservare   (flg.  18)  che   due   ang  "  '"     ' 
come  ÀPG,  BPD  sono  su|iplementari  dello  s 
e  perciò,  pel  teorema  precedente,  sono  eguali. 
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Cor.  —  Il  prohingamento  di  una  semiretta  uscente  dal 
vertice  di  un  angolo  ed  interna  all'angolo,  é  interno  al- 
l'angolo opposto  al  vertice. 

36.  Teor.  —  Se  due  angoli  convessi  eguali  hanno  il  ver- 
tice comune,  e  un  lato  dell'uno  e  uno  dell'altro  sono  se- 
mirelle  di  una  stessa  retta  e  gli  altri  lati  sono  da  bande 
opposte  rispetto  a  questa  retta,  questi  altri  lati  sono  pure 
semirette  di  una  medesima  retta. 

Sieno  APC  e  DPB  gK  angoli  eguali  (flg.  18)  e  aleno  PA  e  PB 
semirette  di  una  stessa  retta;  sono  pure  PC  e  PD  semirette 
di  una  stessa  retta.  Infatti,  essendo  ÀPC  supplementare  di  CPB 
anche  il  suo  ^uale  DPB  è  supplementare  di  CPB;  e  perciò  pel 
teorema  invei'so  del  §  Sì  devono  PD  e  PC  essere  semirette  di 
una  stessa  retta. 

Rette  pekpendicolar[.  —  Anuoli  retti, 

37.  Teor.  —  Data  una  retta  si  può  sempre  costruirne 
un'altra,  che  passi  per  un  punto  dato,  e  foi-mi  colla  prima 
quattro  angoli  eguali. 

Si  possono  dare  due  casi:  o  il  punto  dato  è  fuori  della  retta 
o  il  punto  dato  appartiene  alla  retta. 

J."  Caso.  Sia  AB  la  retta  data,  C   il 
punto  dato  fuori  di  essa  (flg.  20). 

Il  piano  che  essi  determinano  è  diviso 
dalla  retta  AB  in  due  semtpiani.  Fac- 
_^  ciamo  rotare  il  semipiano,  che  contiene 
il  punto  C  intorno  alla  retta  AB,  fino  a 
■  che  esso  venga  ad  occupare  la  posizione 
dell'altro  semipiano(§  45, 3."  Pr.).  Il  punto 
C  prenderà  la  posizione  C.  Riportiamo 
il  semipiano  alla  primitiva  posizione,  e 
costruiamo  la  retta  CC  che  dovrà  attr aver sai'e  la  retta  AB  in 
un  punto  0  (§  41  Pr.).  Dico  che  i  quattro  angoli  AOC,  AOC, 
OOB,  C'OB  sono  eguali. 

È  facile  vedere  che  sono  eguali  i  due  angoli  AOC,  AOC  ; 
infatti  se  rotando  intoi'uo  ad  AB,  riportiamo  il  semipiano  con- 
tenente il  punto  C  sull'altro  semipiano,  il  punto  0  resta  Asso, 
il  punto  C  coincide  con  C  e  per  conseguenza  il  raggio  OC 
coincide  col  raggio  OC  e  i  due  angoli  AOC,  AOC  sono  egiiali. 
Gli  altri  angoli  sono  rispettivamente  uguali  ai  due  prece- 
denti, come  opposti  al  vertice;  e  per  ciò  sono  anche  uguali 
fra  loro, 
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2."  Caso.  Sia  dato  il  punto  G  sopra  la  retta  AB  (flg.  21). 

Facciamo  passare  per  la  retta  AB  un  piano  (jualunque;  in 
questo  piano  scegliamo  un'altra  qualunque  retta  MX,  e  per 
UD  punto  arbitrai'io  P  pre- 
so fuori  di  essa ,  condu-                 „ 
ciamo  una  retta  PR,  la 
quale  (vedi  caso  preceden- 
te) faccia  con  essa,  incon-    ^__^ . 

trandola  nel  punto  Q,quat-    A  e        s     m  g   ~~~à- 

t;'o  angoli  eguali.  Portiamo 

quindi  la  retta  MN  sopra  -^'.f  2? 

ia  retta  AB  in  modo  clie  ^ 

il  punto  Q  coincida  col  punto  C.  La  retta  PR  prenderà  una 

certa  posizione  DE,  che  è  quella  richiesta. 

38.  Def.  —  Due  rette  che  formano  quattro  angoli  eguali  si 
dicono  normali  o  perpendicolari  (1)  nel  punto  comune, 

39.  Teor.  —  Per  un  punto  dato  in  un  piano,  passa  sem- 
pre una  retta  perpendicolare  ad  una  qualunque  retta  data 
nello  stesso  piano,  e  non  ne  passa  che  una  sola. 

Distingueremo  due  casi:  1."  che  il  punto  dato  sia  fuori  della 
retta;  2."  che  sia  dato  sulla  retta, 

in  ambedue  i  casi,  abbiamo  già  dimostrato  col  teorema  del 
.§  37  che  esiste  una  perpendicolare  alla  retta  data;  resta  da 
dimostrare  che  vi  è  quella  sola,  cioè 
che  qualunque  altra  retta  che  paasi 
per  il  punto  dato  e  incontri  ia  retta 
data  non  è  a  questa  perpendicolare. 
1."  Caso.  Sia  CC  la  perpendicolare, 
trovata  (fig.  22)  determinando  il  punto 


j  C  colla  rotazione  del  semipiauo  con- 
tenente il  punto  C  sino  a  prendere  la 
posizione  dell'altro  semipiano  e  sia  O 
il  punto  d'incontro.  Dico  che  qualun- 
que altra  retta  CD  (che  incontra  AB 
in  un  punto  E  diverso  da  0)  non  può  essere  perpendicolare, 
alla  retta  AB  cioè  non  può  fare  angoli  ^uali  colla  retta  AB. 
Infatti,  se  nuovamente  ribaltiamo  il  semipìano  contenente  il 
punto  C  sull'altro  semipiano,  il  punto  C  coincide  con  C,  la 
retta  CE  prende  la  posizione  EC'  e  l'angolo  CEO  è  perciò  ^uale 
all'angolo  CEO:  ma  l'angolo  CEO  non  è  uguale  all'angolo  DEO; 
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uiiiudj  HU'ate  l'u-'m-i.'  ■'£>.•  ii':<s  «-  «ciulh:  kji'aiteolo    DBO 

:;.■■  f'tam.  TUE  ".'  Il  y-jj-Vj  òìt-.ì    ì-dIj»    mra  AB  e    CD   1 

ji^.'-]OTidi'--"iw*  ^j-.'^xa  f-sM^    ]ire<*deEi<-ii*«iT#  <%.  23l(  Die 

tiie  Des:iiii  aJtra  reca  OF  può  esser 

J  j^rpeDdiectlire  alla    AB  ari  ponto  C 

^\  I  L»  een-irena  CF  e  ìoMm  a   uoo 

\  •WMTM  »II"aJtro  degU    angoli    AGD 

^.,     I  IfTB:  aa  per  K.  :  int<«a   a  ACD.  J 

\,^  -k^'.-n  (^  ^4."f  ACF  <  ACD    mentf 

A  *■  >    «  fVB  <I'Ca  E  plebèe  ACD  =tó 

ri/  t3  la  rena  CF  f*  celi*  rena  AB  due  angoli 

Tino    maggiore  e  uno  inÌiK««    dì    u» 

HhMMj  Uriigiulu  A'.lt:    tali  ang'-'li    min   possono  dunque    esser 

ejruali,  e  jieit-jò  is  rena  CF  non  e  perpeadkoUre  alla  AR 

IM.  —  In  m^iDesw  à  dke  perpendicolare  a  una  retto 

(juuiidi.'  ii.}jpìirtMa>6  ad  nna  rena  ad  essa  perpeodìeolu«. 

l)w  ite^nuemj  ed  djoono  perpeodioolaii  quando  son  perpen- 
dieoluri  It  reiw  cui  appartengono. 

J-Iim;  r<d«  cb«  ^ibiajK>  un  punto  comune  e  non  siano  pe^ 
pfiijdiocilaj'i.  si  dioono  cMiqìte  l'una  all'altra. 

<_"ia«nmo  dtà  quattro  anfft'Ii  formati  da  due    rette    perpen- 
dicolari si  (diiama  angolo  retto. 
C  c  '-^'  angolo  minore  di  un  retti 

I  j  si  chiama  amto. 

f.)^  angolo  maggiore  di  un  retti 

(si  chiama  ottuto. 
I  Due  angoli  si  dicono  completaen 

I 1 .        tari  quando  U  loiw  somma  è  u( 

-^  A    ^'  ^         angolo  wttó. 

jyy.  2^  40.  Si  dimosfarano  facilmente  i 

seguenti  teoremi: 
1,"  Tatti  gii  angoli  retti  sono  eguali. 
ìnxì  -^ìì  anu'oli  reni  ABC,  A'B'C  (tìg.  2-1)  sì  porti  un  lato 
A'B'  'i'i  AB  in  modo  che  B'  coincida  con  B:  e  i  tati  BC  f 
li*,"'  ^i*;no  delta  medesima  handa.  Deve  B'C  coinddere  con  BC; 
nh.ritiiiriiXì  si  potrebbero  da  B  condun-e  due  perpendicolari  ad 
AB  cLe  e  impossibile. 

i;."  Un  angolo  piatto  è  la  somma  di  due  retti. 

H."  Un  giro  èia  tomma  di  quattro  retti. 

4."  Angoli  tuppleinentari  ed  eguali  sono  retti. 

a."  Oli  angoli  complementari  di  angolieguali  sono  eguali. 
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6."  Angoli  coinpfemctifnri  di  angnli  diungnali  noi 
suf/uali  ed  è  maggiori'  il  cuuipìemeiitare  dell'angolo 

odi- 

lÌElTE   l'AKAt.I.EI.K. 

41.  Taor.  —  Date  due  rette  delta  xles.w  piano,  ni  sono  in- 
numermoli  rette  ohe  le  inrontrann  ambedue. 

Difattì  le  incontra  c^ni  retta  che  ikis.'jì  iKsr  due  punti,  «jelti 

Def.  —  Una  retta  clie  incontri  diie  rette  (Iute,  si  cliìama  tra- 
svei-aale  comune  e  si  dice  che 

essa  taglia  o  sega  ainhediic  le  ^'  ^ 

rette  date.  \  -  ^^ 

42.  Due  rette  AB,CD  di  uno  -KT"^ 
stesso'  piano  (flg.  25)  segate  da          ^^  '    \, 
una  trasversale  EF  nei  punti    a-^  \^ 
distinti  G  e  H  formano  otto  \,/' 

angoli    coi    quali  si  formano    ^'    "~~ ^< ^ 

quattro  coppie  di  angoli  eguali,  ff    2S  \,'' 

perchè  opposti  al  vertice,  ed  ■'' 

otto  coppie  di  anf^li  supplementapì  porehè  adiacenti. 

Def.  —  Degli  otto  angoli  cosi  ottenuti ,  quattro  cioè  AGE, 
EGB,  CHF,  FHD  si  dicono  esterni;  gli  altri  quattro  interni. 

Due  angoli,  come  AGR  e  FHD,  amliedue  esterni,  non  con- 
secutivi e  situati  in  bande  ojiposte  del  piano  rispetto  alla  tra- 
sversale si  dicono  alterni  esterni. 

Due  angoli,  come  AGH  e  GHD,  ambedue  interni,  non  con- 
secutivi e  situati  da  bande  opiMiste  della  trasversale,  si  dicono 
alterni  interni. 

Due  angoli,  ambedue  interni  o  ambedue  esterni,  come  AGH 
e  G-HC  oppure  come  AGR  e  ('HF,  non  consecutivi  e  situati 
dalia  stessa  banda  rispetto  alla  trasversale,  si  dicono  eoniugati. 

Due  angoli  come  KGB,  GHD,  uno  esterno  l'altro  interno, 
non  consecutivi  e  situati  dalla  stessa  banda  rispetto  alla  tra- 
sversale, si  dicono  corrispondenti. 

Negli  otto  angoli  si  hanno  duo  coppie  di  angoli  alterni 
esterni,  due  coppie  di  alterni  interni,  quattro  cojipie  di  coniu- 
gati, quattro  coppie  di  coitìs] tendenti. 

43.  Noi  considereremo  i  segiienti  casi,  del  quali  dimostre- 
remo subito  (§  46)  la  possibilità: 

che  sieno  eguali  fra  loro  i  due  angoli  di  una  qualunque 
coppia  di  corrispondenti; 

NiiNNii.  —  dementi  di  Geometria.  ,-•       3     t 
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che  sieno  eguali  fra  loro  i  due  augoli  di  una  qualunque 
coppia  di  alterni  esterni; 

che  sieno  eguali  fra  loro  1  due  angoli  di  una  qualunque 
coppia  di  alterni  interni  ; 

che  ì  due  angoli  di  una  qualunque  coppia  di  coniugati 
sieno  supplementari  ; 

Per  le  considerazioni  del  §  42,  sono  dunque  12  casi.  Ma  si 
riducono  a  cinque  con  le  osservazioni  seguenti. 

44.  È  facile  vedere  che  se  una  coppia  di  angoli  corrispondenti 
sono  eguali  fra  loro,  anche  gli  angoli  di  ciascuna  altra  coppia 
di  corrispondenti  sono  eguali  fra  loro.  Cosi,  date  le  rette  AB 
CD,  incontrate  in  G  e Hdalia  trasversale  EP,  se  è  ShF  =  AGÌl 
(%.  26) è  pure'FHD  =  HGB,  'CHG ^  AGÈ;  6HG  =  gog",  ri- 
cordando le  proprietà  degli  angoli 
adiacenti  e  degli  opposti  al  vertice. 
Cosi  pure,  se  due  angoli  alterni  in- 
terni sono  eguali,  anche  gli  angoli 
dell'altra  coppia  di  alterni  interni  so- 
no eguali.  E  se  una  coppia  di  alterni 
esterni  sono  eguali,  gli  angoli  del- 
l'altra coppia  di  alterni  esterni  sono 
eguali  :  e  se  due  angoli  coniugati 
intemi   sono  supplementari,  anche 

gli  altri  angoli  dell'altra  coppia  di  coniugati  interni  sono  sup- 
plementari; e  finalmente  se  una  coppia  di  coniugati  esterni  sono 
supplementari,  anche  gli  angoli  dell'altra  coppia  sono  supple- 
mentari. 

45.  Ma  i  cinque  casi  si  riducono  ad  uno  solo  col  seguente. 
Teor.  —  Quando  due  rette  di  un  piano   sono    segate  da 

una  terza  in  punti  diversi,  se  sussiste  una  qualunque  delle 
seguenti  relazioni: 

1."  Che  due  angoli  corrispondenti  siano  eguali, 
2."  Che  due  angoli  alterni  interni  siano  eguali, 
3,"  Che  due  angoli  alterni  esterni  siano  eguali, 
4°    Che  due  angoli  coniugati  interni  siano   supple- 
mentari, 

5."  Che  due  angoli  coniugati  esterni  siano  supplemen- 
tari, anche  le  altre  sussisteranno  in  conseguenza.  E  se  an- 
che una  sola  dì  esse  non  sussiste,  nemmeno  le  altre  sus- 
sistono. 

Infatti,  se  sono  eguali  due  corrispondenti  (flg.  26)  uno  di  essi 
è  anche  eguale  all'opposto  al  vertice  dell'altro  :  ma  questi  due 
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soQO  0  alterni  interni,  o  alterni  esterni  ;  quindi  la  3.*  e  la  3." 

relazione  sussistono.  Di  più,  nella  stessa  ipotesi  che  due  an^li 
corrispondenti  siano  eguali,  uno  di  essi  è  supplementare  al  su[>- 
plementare  dell'altro  ;  ma  questi  due  sono  o  coniugati  interni 
0  coniugati  esterni  :  dunque  anche  la  4."  e  la  5."  relazione 
sussistono,  in  conseguenza  della  1,". 

In  modo  perfettamente  analogo,  supponendo  verificata  un'al- 
tra qualunque  delle  cinque  relazioni  suindicate,  si  dimosti'crA 
essere  verificate  le  altre  quattro. 

È  facile  vedere  che  se  una  qualunque  delle  cinque  rela- 
zioni del  Teorema  enunciato  non  sussiste,  nessuna  delle  altre 
può  sussistere.  Infatti,  pel  Teorema  stesso  se  una  qualunque 
susaistease,  anche  le  altre,  e  perciò  anche  quella  che  abbiamo 
ammessa  non  verificata,  dovrebbero  sussistere  ;  il  che  è  contra- 
rio all'ipotesi. 

46.  "Teor.  —  Esistono  innumerevoli  coppie  di  rette,  ohe 
incontrate  da  una  trasversale  in  punti  distinti,  formano 
gli  angoli  corrispondenti  eguali  e  perciò  gli  alterni  esterni 
eguali,  gli  alterni  interni  eguali,  i  coniugati  inlei-ni  sup- 
plementari e  i  coniugati  esterni  supplementari. 

Sia  AB  una  retta  qualunque  e  C  sia  un  punto  del  piano , 
esterno  ad  essa  (fig,  27). 

Per  il  punto  G  e  per  un  punto  D  della  retta  data  condu- 
ciamo una  retta  EF  che  giace  nel  piano.  Facciamo  scorrere 
il  piano,  strisciando  lungo  la  retta  FÉ,  finché  il  punto  D  coin- 
cida con  C.  Allora  la  retta  AB  prenderà  una  certa  posi- 
zione A'B'. 

Le  due   rette  AB  e  A'B'  incontrate  dalla  ■trasversale   EF, 
sono  appunto  una  della  richieste  coppie  di  rette.  Difatti,  per  la 
costruzione  stessa,  gli  angoli  corrispondenti  ADE,  A'CE  ?oiio 
eguali  ;  e  pel  Teorema  precedente  anche 
le  altre  condizioni  son  soddisfatte. 

47,  Teor.  —  S'è  due  rette  sono  ì 
eonirate  da  una  trasversale  e  formano    j^ 
con    essa  gli   angoli   corrispondenti 
eguali,  o  si  verifica  un'altra  qualun- 
que delle  cinque  relazioni  considerate,   . 
le  due  rette  non  possono  avere  nessun    ^ 
punto  comune. 

Sieno  AB,  A'B'  le  rette  date  (fig.  27) 
e  EF  la  trasversale  che  le  incontra  nei  punti  D  e  D  ;  e  sieno 
eguali  gli  angoli  corrispondenti  e  perciò  anche  eguali  gli  alterni 
interni  e  gli  alterni  esterni  :  e  supplementari  i  coniugati 
omonimi.  D,n.,.r„>,.  GoD^^le 
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Supponiamo  ora  di  far  coincidei'e  uno  dei  semipiani,  per 
es.  FBE,  in  cui  la  retta  EF  divide  il  piano,  coU'altro  semi- 
piano;  in  modo  che  si  scambino  i  due  punti  C  e  D;. il  che  si 
ottiene,  per  esempio,  facendo  prima  niotare  il  semipiano  FBE 
intorno  al  punto  C,  finché  si  scamhino  le  due  semirette  CE 
e  CP  {§  48 ,  2."  Pr.)  e  poi  facendo  scorrere  la  retta  EF  su 
sé  stessa,  finché  C  coincida  con  D.  Siccome  gli  angoli  A'CD 
e  CDB  sono  ej^ali  come  alterni  interni  e  cosi  pure  gli  an- 
goli ADC  e  DGB',  di  conseguenza  viene  che  la  semiretta  DB 
coincide  con  CA'  e  la  semiretta  CB'  con  DA  :  dunque  le  due 
parti  della  %ura,  che  sono  da  tjande  opposte  rispetto  alla 
retta  EF  sono  eguali.  Allora,  se  le  due  rette  AB,  A' B'  s'in- 
contrassero da  una  banda,  si  dovrebl)ero  incontrare  anche  dal- 
l'altra ;  ossia  avrebbero  due  punti  comuni,  il  che  è  impossibile  ; 
dunque  non  si  possono  incontrare. 

Cor.  —  Dati  una  retta  ed  un  punto  fuori  di  essa ,  si 
può  sempre  far  passare  per  questo  punto  un'altra  retta 
che  giaccia  nello  stesso  piano  della  prima  e  non  la  in~ 
contri. 

Data  una  retta  AB  e  un  punto  C,  si  ri[ieta  la  costruzione 
del  §  46. 

48.  Def.  —  Due  rette  che  giacciono  in  uno  stesso  piano  e 
non  s'incontrano  si  dicono  parallele  (1). 

Il  corollario  precedente  può  enunciarsi  cosi  :  A  una  retta 
data,  per  un  punto  dato  fuori  di  essa,  si  può  sempre  con- 
durre una  retta  parallela. 

49.  Def.  — ^  Dicendo  segmenti  paralleli  o  semirette  paral- 
lele, intendiamo  dire  che  sono  parallele  le  rette  cui  api»ar— 
tengono. 

50.  Dai  teoremi  ai  §g  46 ,  47  risulta  evidentemente  il  se- 
dente teorema: 

Due  rette  di  uno  stesso  piano  sono  parallele,  se,  incon- 
trale da  una  tersa,  sussiste  una  delle  reiasioni  seguenti  : 
1."  o  sono  eguali  due  angoli  corrispondenti, 
2.°  o  sono  eguali  due  angoli  alterni  interni, 
.3."  o  sono  eguali  due  angoli  alterni  esterni, 
4.°  o  sono  supplementari  due  coniugati  interni, 
5."  o  *0Mo  supplementari  due  coniugati  esterni. 
I  ragionamenti  adoi^eraii  al  §  47,  provano  che  per  un  punto 
preso  fuori  di  una  retta  si  può  sempre  condurre  una  retta  ad 

(  1)  jrspi)!.  -ìci  (la  Tt^pi.  (in  qncstii  caso  vale  <t  fianco)  o  òli  ')uv  =  Vim. 
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essa  parallela,  ma  non  provano  che  se  ne  iK)saa  cunduri'e  una 
sola.  Questo  fatto,  verificato  nei  limiti  della  nostra  esperienza, 
noi  lo  ammetteremo  co!  seguente  : 

Post,  —  Ad  una  retta  data,  per  un  punto  dato  fuori  tìi 
essa,  si  può  senipi'e  condni-re  una  sola  pnrallela. 

Cor.  —  1."  Di  due  rette  parallele ,  una  giace  tutta  da 
una  banda  del  piano  rispetto  all'altra. 

2."  Data  una  retta,   esistono  innumerevoli   altre  rette 
ad  essa  parallele. 

51.  Def.  —  Si  dice  che  tutte  le  rette  fra  loro  parallele  co- 
stituiscono un  fascio  ài  rette  parallele. 

Teor.  —  Ogni  retta  che  ne  incontra  un'altra,  incontra 
qualunque  parallela  a  questa. 

Altrimenti  dal  punto  comune  delle  prime  si  potrebbero  con- 
durre due  parallele  alla  terza. 

52.  È  vero  il  teor.  inverso  del  teor.  al  §50: 

Se  due  rette  parallele  sono  secate  da  una  tersa  : 
1.°  ffli  angoli  corrispondenti  sono  eguali, 
2."  gli  angoli  alterni  interni  sono  eguali, 
3."  gli  angoli  alterni  esterni  sono  eguali, 
4."  gli  angoli  coniugati  interni  sono  supplementari, 
5."  gli  angoli  coniugati  esterni  sono  supplementari. 
Basta  dimostrare  che  una   di 
queste  relazioni,  p.  es.  la  prima 
sussiste.  Date  le  rette   parallele 
AB,  A'B',  sia  EF  una  trasversale 
che   la  incontra  rispettivamente 
nei    punti    D    e    C;    supponiamo 
(fig.  28)  che  A'CE  e  ADE,  angoli 
corrispondenti,  non  siano  eguali. 

Allora  facendo  strisciare  il  pia-  /"■'     f/j  ZS 

no  lungo  la  retta  EF  fino  a 
che  D  coincida  con  C,  la  semiretta  DA  non  coincide  con  CA', 
ma  sia  CA"  la  posizione  che  essa  prende,  in  modo  cioè  che  sia 
A^^  l'eguale  di  ADE,  Per  il  teorema  del  %  Al,  CA"  risul- 
terebbe parallela  ad  AB  e  siccome  per  ipotesi  A'B'  è  pui'e 
parallela  ad  AB,  dal  punto  C  si  potrehbora  conduiTe  due  pa^ 
raliele  alla  stessa  retta,  il  che  ò  contro  il  postulato  del  §  50; 
bisogna  dunque  che  i  dtie  angoli  A'CE  e  ADE  siano  eguali. 
5.3.  Teor  (Post.  d'Euclide)  (1).  —  Se  due  rette  fanno  con 

<1)  Questo  teorema  yien  detto  Poat.  d'EucliUc,  purché  KnclLilc  noi  «ucii 
Elementi  lo  ammise  come  Post,  dedacendone  invece  la  prop.  del  g  50  da 
e  Post. 
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della  trassersale  dove  s 


r/^  SS 


i  tersa  angoli  coniugati  inferni  ohe  non  Steno  supple- 
mentari, esse  s'incontrano  ;  e  precisamente  da  quella  banda 
'  "     '  '     '  ^  gli   angoli   coniugati,    la   cui 

somma  è  minore  di  due  retti. 
Sieno  AB  e  CD  (fig.  29)  le  due 
rette  secate  nei  punti  ft  e  H  dalla 
trasversale  EF. 
Dico  che  se  la  somma  dei  due 
i  AHa,  HOC  è  minore  di 
un  angolo  piatto ,  le  rette  (che 
sappiamo  già  non  essere  paral- 
lele) s'incontrano  dalla  banda  do- 
ve si  trovano  questi  angoli.  Co- 
struiamo dal  punto  H  la  parallela  a  CD  e  sia  HK;  l'angolo 
KHG  è  maggiore  dell'angolo  AHG,  perchè  questo,  per  dato  del 
teorema,  fa  con  l'angolo  HGC  una  somma  minore  dì  due  retti, 
mentre  KHG  fa  coll'angolo  HGC  una  somma  eguale  a  due 
retti.  La  semiretta  HA  è  dunque  Interna  all'angolo  KHG-  e 
perciò  la  retta  AB  s'Incontra  colla  retta  CD  dalla  parte  della 
HA,  ossia  da  quella  parte  degli  angoli  coniugati  la  cui  somma 
è  minore  di  due  retti. 

54.  Tecr.  —  Due  rette  parallele. a  una  terza  sono  paral- 
lele fra  loro. 

Infatti  se  s' incontrassero,  dal  loro  punto  comune  si  potreb- 
bero condurre  due  parallele  a  una  stessa  retta  il  che  è  con- 
tro il  postulato  del  §  50. 

55.  Teor.  —  Due  rette  perpendicolari 
ralla  sono  parallele. 

Esse  non  possono  incontrarsi  ; 
perchè  se  s'incontrassero  dai  punto 
d'incontro  si  potrebbero  condurre 
due  perpendicolari  alla  medesima 
retta,  il  che  è  impossibile. 

56.  Teor.  —  Una  retta  perpen- 
dicolare ad  una  altra  è  pure 
perpendicolare  a  tutte  le  paral- 
lele a  questa. 

Sia  EF  perpendicolare  ad  AB  e  CD  una  parallela  a  AB  (flg.  30). 

Osservo  prima  che  EF  deve  incontrare  la  CD  {§  51).  È  facile 
ora  dimostrare  che  la  EF  è  perpendicolare  alla  CD ,  giac- 
ché basta  osservare  che  gli  angoli  CHE ,  AGE  sono  uguali 
come  corrispondenti,  e  siccome  AGE  ò  retto,  cosi  anche  CIffi 
è  retto,  come  ai  voleva  dimostrare. 
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Ricordando  il  §  21  sono  facili  i  seguenti: 

Teor.  1."  —  Si?  dal  vertice  di  un  angolo  si  eostruisce  la 
parallela  a  una  corda  dell'angolo,  essa  è  esterna  al- 
l'angolo. 

2."  Se  dal  vertice  d'un  angolo  si  eostruisce  la  parallela, 
a  una  eorda  dell'angolo  adiacente,  essa  é  interna  all'an- 
golo dato. 

57,  Teor,  —  Se  un  piano  scorre  su  sé  stesso,  strisciando 
lungo  una  retta,  un  suo  punto  qualunque  scorre  sopra 
una  retta  parallela   alla  prima. 

Dico  che  se  un  piano  scorre  stri- 
sciando lungo  una  sua  retta  AB,  un 
suo  punto  qualunque  P  scorrerà 
lungo  una  retta  parallela  ad  AB, 

Conduciamo  (fig,  31)  pel  punto  P 
una  retta  qualunque  PM  che  incontri 
la  retta  AB.  Dopo  un  certo  scorri- 
mento del  piano  il  punto  Msi  tro- 
verà, per  es.  in  N,  il  punto  P  in  Q 
e  la  retta  PM  coincide  con  QN.  Sarà 
(§  46)  MP  parallela  a  QN  e  i  segmenti  MP  e  QN  saranno 
eguali. 

Costruiamo  PN  ;  è  QNP.=  NPM,  e  i>otremo  far  coincidere 
questi  due  angoli  in  modo  che  NP  coincida  con  PN  e  PM 
con  NQ  ;  ciò  ai  ottiene,  per  es.  facendo  scorrere  il  piano  lungo 
la  retta  PN  finché  P  coincida  con  N  e  poi  facendolo  rotare  di  un 
angolo  piatto  intorno  al  punto  N.  Allora,  il  punto  P  coinciderà 
con  N  e  il  punto  Q  con  M;  ossia  coincidono  le  rette  NM  e  PQ, 
sono  eguali  i  sementi  PQ  ed  NM  e  sono  eguali  gli  angoli  QPN 
e  PNM,  e  perciò  la  retta  PQ  è  parallela  alta  retta  AB.  È  così 
provato  che  la  retta  che  passa  pel  punto  P  e  per  una  qualunque 
IMJsizione  di  questo,  dopo  lo  scorrimento,  è  parallela  alla  retta  AB. 
E  poiché  di  parallele  da  un  punto  a  una  retta  ne  esiste  una 
sola,  vuol  dire  che  il  punto  P  si  muove  su  questa  retta,  come 
si  voleva  dimostrare. 

Cor.  —  1."  Due  rette  parallele  si  possono  portare  a 
coincidere  con  una  traslazione  del  piano  lungo  una  tra- 
sversale, 

2."  Segmenti  paralleli  che  hanno  gli  estremi  su  rette 
parallele  sono  eguali. 

Difatti,  date  le  rette  parallele  PM  e  QN  {flg.  31)  e  i  segmenti 
paralleli  PQ  e  MN,  basta  far  scorrere  il  piano  lungo  la  retta 
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MP,  in  modo  che  M  coincida  con  P,  per  vedere  che  MN 
viene  a  coincidere  con  PQ;  e  poiché  il  punto  N  si-  muove 
nella  retta  NQ,  si  deduce  che  quando  M  coincide  con  F,  an- 
che N  coincide  con  Q,  cioè  i  segmenti  MN  e  PQ  sono  eguali. 
y."  Se  pili  segmenti  eguali  e  paralleli  hanno  un  estremo 
su  una  medesima  retta  e  giacciono,  rispetto  a  questa,  da 
una  medesima  banda  del  piano,  hanno  pure  l'altro  estremo 
su  una  medesima  retta  parallela  alla  prima. 

58.  Def.  —  Si  dice  che  due  semirette  parallele  hanno  la 
stessa  direzione  o  il  medesimo  verso,  quando,  costruita  la  retta 
delle  loro  origini,  esse  rimangono  dalla  stessa  banda  del  piano 
rispetto  a  questa  retta.  Sì  dicono  in  direzione  opposta  nel 
caso  contrario. 

Ricordando  il  cor.  1.°  del  §  57  si  ha: 

1."  Bue  semirette  parallele    nella    stessa    direzione  si 
possono  far  coincidere  con  una  traslazione  lungo  la  retta 
delle  origini. 

2."  Due  semirette  parallele  in  dire- 
zione opposta  si  possono  far  coincidere 
con  una  traslazione  lungo  la  retta  delle 
origini  e  dopo  che  queste  coincidono,  con 
lina  rotazione  di  un  angelo  piatto,  in- 
torno al  punto  comune. 

59.  Tecr.  —  Se  due  angoli  hanno  i  lati 
paralleli  sono  eguali  o  supplementari. 
Si  possono  distinguere  tre  casi: 
1."  caso:  —  I  due  angoli  abbiano  i  Iati 
[Kiralleti  e  nella  stessa  direzione. 

Può  darsi  che  due  dei  lati  appartengano  alla  medesima  retta 
(fl^;.  32)  e  allora  gli  angoli  sono  corrispondenti  ed  eguali. 

Se  non  ciò  succede,  uno  dei  lati  ED 
di  un  angolo  incontra  il  lato  BC  non 


parallelo  dell'altro  angolo  (%.  3J)  o   il  suo  prolungamento 
(fig.  34).  In  t^ni  modo  il  punto  d'iucontro,  è  vertice  di  un 
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angolo  DOC,  al  quale,  come  corrispondenti,  sono  eguali  i  due 
angoli  dati,  che  perciò  sono  eguali  fra  luro. 

2°  caso: —  I  due  angoli  abbiano  i  iati  [wiralleli  in  dire- 
zione opposta.  Uno  degli  angoli,  per  es.  ABG  ha  i  lati  paral- 
leli e  nella  stessa  direzione  di  quelli  dell'  angolo  D'KF'  oppo- 
sto al   vertice  dell'altro  angolo  DEP  (fig.    35);    dunque  STlìC 


;upple- 


rv-^^  F.f.3S 

e  D'EF^  sono  eguali;  ma  I)EF  è  pure  eguale  a  D'EF',  dunque 
ABC  e  I5eB'  sono  eguali. 

3."  caso:  —  I  due  angoli  (flg.  36)  abbiano  una  coppia  di 
lati  (BA  e  ED)  nella  stessa  direzione ,  l'altra  coppia  in  dire- 
zione opposta.  Se  prolunghiamo  il  lato  EF  e  sìa  EF'  il  pro- 
lungamento, vediamo  facilmente  che,  pel  1."  caso  di  questo  teo- 
rema, l'angolo  ABC  è  eguale  aH'angoIo  DEF';  ma  DEF  e  fiìÌF' 
sono  supplementari;  dunque  anche  ABC  e  DEF  s 
mentari. 

Anche  in  questo  caso  potrebbe  darsi  ebo 
due  lati  degù  angoli  appartenessero  alla 
medesima  retta  (fig.  37)  e  gli  altri  fosseio 
paralleli  e  in  direzione  opposta.  Anche  in 
questo  caso  gli  angoli  sono  supplementari. 

Cor.  —  1."  Due  angoli  eguali  o  sup- 
plementari si  possono  sempre  disporre 
in  modo  da  avere  i  lati  paralleli. 

2°  Rette  parallele  a  rette  perpendi-r 
colari  son  perpendicolari. 

60.  Toor.  —  Se  due  angoli  hanno  i  lati  rispettivamente 
perpendicolari,  essi  sono  eguali  o  supplementari. 

Siano  i&g.  38)  i  due  angoli  ABC  e  EDF;  e  sia  DE  per- 
pendicolare a  BC  e  DP  perpendicolare  a  BA,  dico  che  gli  an- 
goli dati  sono  ^uali  o  supplementari.  Da  un  punto  qualun- 
que 0  del  piano  conduciamo  quattro  semirette  parallele  ai  lati 
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degli  angoli  dati  e  nella  stessa  direzione:  e  sieno  OM  e  ON  pa- 
rallele rispettivamente  a  ISA  e  BC;  e  OP,0tì  parallele  rispetti- 
vamente a  DE  e  DF;  l'angolo  MON  risulta,  pel  teorema  prece- 
dente, ^uale  all'angolo  B,  e  l'angolo  POQ  all'angolo  D:  di  più  le 
rette  OM.OP,  come  parallele  a  rette  fra  loro  perpendi(!0lari,  son 


perpendicolari  e  eoa  le  rette  ON,OQ;  sicché  gli  angoli  MUP, 
NOQ  sono  retti  e  perciò  uguali. 

Dovremo  ora  distinguere  diversi  casi,  secondo  che  i  due  an- 
goli MOP  e  NOQ  sono  ognuno  esterno  all'altro,  o  un  solo  lato 
dell'uno  è  interno  all'altro.  Se  un  lato  all'uno  è  interno  all'altro 
come  nella  %.  38,  i  due  angoli  eguali  MOP,  NOQ  sono  la 
somma  di  ciascuno  degli  angoli  POQ  e  MON  collo  atesso  an- 
golo NOP  (che  potrebbe  anche  essere  nullo).  Ne  vien  di  con- 
seguenza che  questi  angoli  POQ  e  MON  devono  essere  eguali: 
ma  ad  essi  sono  eguali  gli  angoli  dati;  dunque  anche  questi 
sono  eguali. 

Se  i  due  angoli  MOP,  NOQ  sono  uno  esterno  all'altro 
(flg.  39),  poiché  la  loro  somma  è  due  retti,  e  la  somma  dei 
quattro  angoli  consecutivi  formati  intorno  al  punto  0  è  quat- 
tro retti,  risulta  subito  che  la  somma  dei  due  angoli  MON 
e  POQ  è  due  retti,  cioè  essi  sono  supplementari.  E  siccome 
gli  angoli  dati  sono  ad  essi  eguali,  si  ha  ohe  gli  angoli  da,tì 
sono  supplementari. 

61.  Cor.  —  Due  rette  perpendicolari  a  due  rette  concor- 
renti sono  pure  concorrenti. 

Le   striscie, 

62.  Teor.  —  Due  rette  parallele  dividono  il  piano  in  tre 

63.  Def.  —  Due  di  queste  parti  son  semipianì  e  l'altra  di- 
cesi striscia:  le   due    parallele  ehiamansi   i  lati   della   stri— 
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soia  (flg.  40).  I  punti  della  striscia  diconsi  intemi  ad  essa:  ed 
esterni  ad  essa  i  punti  dei  semipiant  che  si  chiamano  ancho 
prolungamenti  della  striscia. 

lodicheremo  una  Btriscia  con  una  lettera  dell'alfabeto  greco,  op- 
pure, se  ABjCD  sono  i  suoi  lati,  scrivendo  ABC  II  o  strìscia  ABCD. 

Si  può  facilmente  conTincersi  che  la  striscia  ò  quella  parte 
di  piano,  dove  son  contenuti  i  segmenti  che  hanno  un  estremo 
su  uua  retta  e  l'altro  estremo  sopra  una  altra  retta  parallela 
alla  prima;  mentre  nelle  altre  due  parti  del  piauo  sono  con- 
tenute le  semirette,  prolungamenti  di  quei  segmenti:  o  che  la 
striscia  è  la  part«  di  piano  comune  ai  due  semipiani,  uscenti 
in  senso  opposto  da  due  parallele. 


Cor.  —  La  striscia  ha  innumerevoli  corde.  Ogni  striscia 
il  convessa  (fig.  41). 

64.  Poiché  una  retta,  parallela  a  una  data,  giace  tutta  da 
una  banda  del  piano  rispetto  a  questa,  si  ha  il 

Teor.  —  Esistono  innumerecoli  rette  parallela  ai  lati 
della  stris<na  e  appartenenti  a  questa. 

Esistono  innumerevoli  rette  parallele  ai  lati  della  strì- 
scia e  non  appartenenti  a  questa. 

Def.  —  Le  rette  parallele  ai  lati  d'una  striscia  e  apparte- 
nenti alla  striscia  diconsi  interne  alla  striscia:  le  altre  rette 
parallele  ai  lati,  diconsi  esterne.  Nella  fig.  42  la  retta  a  è 
esterna,  la  retta  6  e  e  sono  interne.  Diremo  anche  che  ie 
rette  inteme  sono  comprese  nella 


Pel  §  24,  Pr,  e  pel  teorema  sulle    -^ ^     , 

rette  parallele  (§46),  una  striscia  può  '"  '  "  ~ 

considerarsi  anche  generata  da  uno     ^ ^ 

dei  suoi  lati  che  si  muove  parallela-  , 

mente  a  Bè  stesso,  conservandosi  nel  '■^' 

medesimo  piano. 

Il  lato  che  si  muove  può  chìamai'si  l'origine,  l'altro  il  ter 
mine.  Per  origine  si  può  pi'endere  uno  qualunque  dei  lati. 

Anche  per  le  striscie  ammetteremo  l'invertihiiitA. 
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Diremo  dunque  che  due  strisele  «  e  ,5  sono  eguali  (flg.  43) 
se,  sovrapponendone  una,  per  es:  la  p  all'altra  in  modo  ehe 
A'B'  coincida  con  AH,  sarà  possibile  far  coincidere  CD  con  CD'  ; 
eidere  A'B'  con  CD   sarà  possibile  far 

65.  Def.  —  Chiameremo  consecu- 
tive due  o  più  strisele,  se  saranno 
sopra  uno  stesso  plano  disposte  in 
modo  che  il  termine  dell'una  coincida 
coll'origine  dell'altra  e  gli  altri  due 
lati  sieno  da  bande  opposte  rispetto 
al  lato  comune. 

Se  date  due  o  più  strisele,  le  por- 
teremo ad  essere  consecutive,  chia- 
meremo somma  delle  strisele  date  la  striscia  che  ha  per  lati 
l'origine  della  prima  e  il  termine  dell'ultima  (flg.  44), 
06.  Date  due  striscio  non  eguali  ABCD  e 
A'B'C'D'  sarà  sempre  possibile 
sovrapporle  in  modo  che  uno 
dei  lati  dell'una  coincìda  con 
uno  dei  lati  dell'  altra  e  gli 
altri  due  lati  si  trovino  dalla 
stessa  banda  del  lato  comune. 
Questi  due  lati  non  coincido- 
no perchè  le  due  striscie  si  son 
suppostenon  eguali.  Resti  il  lato 
CD'  compreso  (fig.  45)  fra  U  lato 
comune  e  CD;  potremo  considerare  ABCD  come  somma  dell'altra 
striscia  A'B'C'D'  e  di  una  terza  C'D'CD  e  diremo  che  la  striscia 
ABCD  6  maggiore  della  striscia  A'B'C'D';  e  questa  minori;  della 
prima.  La  striscia  CD'GD  si  chiamerà  la  loro  differenza. 

Per  la  somma,  differenza,  eguaglianza  e  disuguaglianza  delle 

strisce  adotteremo  gli  stessi  segni  che  per  la  somma,  differenza, 

eguaglianza  e  dtseguagtianza  dei  segmenti  e  degli  angoli  e 

valgono  anche  per  esse  i  teoremi  sui  segmenti  dei  §§  10  a  15. 

67.  Ricordando  il  cor.  2,"  del  §  57,  si  ha: 

I  segmenti  perpendicolari  ai  lati 
delie  striscie  e  cogli  estremi  sui 
lati  della  striscia  sono  eguali. 

68.  Def.  —  Un  segmento  che  ha 
gli  estremi  su  due  rette  parallele  ed 
è  ad  esse  perjien dicolare,  diceai  di~ 
stanza  delle  (hte  rette  parallele,  o 


r/fj 


r  f 


/>f.ie 
anche  larghezza  o  altezza  della  striscia. 
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Per  il  teor.  del  §  67,  potremo  dire: 

La  larghezza  dì  una  sfriscia  è  costante. 

Nella  flg.  46  è  AB  la  larghezza  nella  striiicia  x. 

69.  Inoltro:  Se  dite  striscie  sono  eguali  le  (oro  larghezze 
.sono  eguali.  Se  son  diseguali,  le  larghezze  son  diseguali, 
ed  è  maggiore  quella  della  striscia   maggiore. 

70.  Se  i  due  lati  della  striscia  coincidono,  sì  dice  che  si 
ha  una  striscia  nulla. 

La  larghezsa  di  una  slinscia  nulla  è  un  segmenta  nullo. 

E  viceversa:  Se  la  larghezza  di  una  striscia  é  un  .leg- 
mento  nullo,  la  »trisc'ia  é  nulla. 

Per  le  strisele  nulle  valgono  i  teoremi  enunciuti  al  §  16  |ier 
i  segmenti  nulli. 

Rette  concorrenti. 

71.  Al  g  43  abbiamo  supposto  che,  date  due  rette  ta^^liate  da 
una  trasversale,  fossero  eguali  gli  angoli  di  unii  cojiiiia  di  corri- 
spondenti o  di  aitemi  interni  o  di  al- 
terni esterni,  e,  di  conseguenza,  sw^jp/e-  j 
mentavi  gli  angoli  di  una  coppia  di  co-  / 
niugati  interni  o  di  coniugati  esterni,           / 

Supponiamo  adesso  che  sieno  invece         / 
eguali  gli   angoli  di  una  coppia  di        / 
coniugati  interni  od  esterni,  e,  di  con-      g~~~ 
seguenza,  supplementari  gli  angoli  jy    \ 

di  una  coppia  di  alterni  intemi,  o  di 
alterni  estemi,  o  di  corrispondenti,  ipotesi  di  cui  dimostreremo 
subito  la  possibilità  e  che  del  resto  si  verifica,  iwr  ea.  quando  dato 
un  angolo  ABC  {flg,  47)  e  eostruita  la  perpendicolai'e  in  un  punto 
0  del  lato  BC  si  fa  ruotare  il  semipiano  contenente  l'angolo  dato 
intorno  alla  perpendicolare  costruita,  fino  a  coincidere  all'altro 
semipiano  e  si  considera  il  lato  AB,  la  sua  nuova  posizione 
A'B'   e  la  trasversale  BB'. 

Dico  che: 

1.°  Se  una  qualunque  delle  relazioni   precedenti  sus- 
siste, le  altre  sussisteranno  di  conseguenza. 

La  dimostrazione  è  analc^a  a  quella  del  §  45. . 

2."  Le  due  rette  date,  salvo  in  xin  easo.jiecessariauienfe 
s'incontrano. 

Le  due  rette  s'incontrano  pel  teorema  del  §  53  (Postulato 
d'Euclide).  Il  caso  d'eccezione  è  che  due  degli  angoli  supposti 
supplementari  sieno  anche  eguali;  o  che  due   supposti  eguali 
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gieno  anche  supplementari;  ossia  quando  gli  otto  angoli  sono 
tutti  retti.  In  questo  caso  il  teorema  diventa  quello  del  §  50 
e  perciò  le  rette  éon  parallele. 

72.  Teop.  (attrib.  a  Talete).  —  Se  due  rette  concorrenti  san 
fagliate  da  una  trasversale  in  punti  distinti  e  sono  eguali 
le  distanze  dal  punto  comune  delle  due  rette  ai  punii  d'in- 
contro colla  trasversale,  i  due  angoli  coniugali  interni  sono 
eguali  (e  perciò  sussistono  tutte  le  reiasioni  del  §  71). 

Date  le  rette  concorrenti  OA,  OB ,  tagliate  dalla  trasver- 
sale CD  nei  punti  M  ed  N  (%.  48),  voglio  dimostrare  che,  se 
ò  OM  =  ON,è  Sm5I  =  5nM.  Pel  postulato  del  §  24  possiamo 
far  coincidere  l'angolo  NOM  coll'an- 
golo  MON,  scambiando,  cioè,  i  lati: 
allora,  per  l'ipotesi  del  teorema,  il  punto 
N  viene  in  M,  il  punto  M  in  N:  il  seg- 
mento MN  coincìde  col  segmento  NM, 
e  perciò  i  due  angoli  OMN,  ONM,  po- 
tendo coincidere,  sono  eguali, 

73.  Teor.  —  iSe  due  rette  concor- 
renti e  tagliale  da  una  trasversale  in 
punti  distinti,  formano  con  questa 
angoli  coniugali  interni  uguali  (o 
sussiste  un'altra  qualunque  delle  re- 
lazioni indicate  al  §  71)  le  distarne  del  punto  comune  delle 
rette  ai  punti  d'incontro  colla  trasversale  sono  eguali. 

Voglio  provare  che,  essendo  eguali  (flg,  48)  gli  angoli  OMN, 
ONM,  sono  eguali  i  segmenti  ON  e  OM.  Si  porti  il  segmento 
MN  a  coincidere  col  segmento  NM.  La  semiretta  NO,  per  l'e- 
guaglianza degli  angoli  OMN  e  ONM  coincide  colla  semiretta 
MO,  e  la  semiretta  MO  con  NO.  Il  punto  0  rimane  dunque 
fisso  e  i  segmenti  OM  e  ON  sono  eguali  e  d.  d. 

74.  Teor.  —  Se  due  rette  che  s' incontrano  son  tagliate 
da  una  trasversale  in  punii  distinti  e  non  sono  eguali  le 
distarne  dal  punto  d'incontro  delle  due  rette  ai  punti  d'in- 
contro colla  trasversale,  i  due  angoli  coniugali  intemi  non 
sono  eguali;  e  precisamente  al  segmento  maggiore  è  opposto 
l'angolo  maggiore. 

La  prima  parte  del  teorema  è  vera  per  la  prima  legge  delle 
inverse  (§  12  Pi'.).  Supponendo  ora  (flg.  49)  OM  >  ON,  pren- 
diamo su  OM  il  segmento  ON'  eguale  ad  ON.  Il  punto  N'  q 
necessariamente  compreso  fra  0  e  M.  Costruiamo  il  se- 
mento NN'  e  la  retta  N'P  parallela  a  CD.  La  semiretta  N'P 
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è  esterna  all'angolo  MN'N  (§  56,  2.°)  :  e  poiché  rispetto  alla  retta 

AO  essa  è  pei-  costruzione  della  stessa 

parte  della  semiretta  MN,  ne  se^ue  che 

tale  semiretta  N'P  è  interna  all'angolo 

ON'N  ed  è  perciò  OfJ^  >  ONl^;mapel 

teorema  del    §  72  gli  angoli  ON'N  e 

ONN'  sono  eguali;  quindi  l'angolo  ONN'   , 

è  ma^iore  dell'angolo  ON'P  ;  e  poiché 

questo  è  eguale  all'angolo  OMN  è 


ONN'  >  OMN 


e,  a  fortiori, 

ONM"  >  ^ìr  ^  li,f.  4.5- 

75.  Teor.  —  Se  due  rette  concorì-entison  tagliate  dn  una  Ira- 
scersale  in  punti  distinti ,  e  non  sono  eguali  gli  angoli  coniu- 
gati intemi,  le  distanze  dal  punto  comune  delle  dite  rette 
ai  punti  d' incontro  colla  trasversale  non  sono  eguali ,  e  pre- 
cisamente all'angolo  tnaggioreé  opposto  il  segmento  maggiore. 

La  prima  parte  del  teorema  ò  vera  per  la  legge  delle  in- 
verse; ed  è  maggiore  il  segmento  opposto  all'angolo  martore 
perchè  se  fosse  il  contrario,  sarebbe  all'angolo  minore  oppo- 
sto il  segmento  maggiore,  il  che  è  contro  il  teorema  prece- 
dente. 

Circoli,  archi  di  circoli,  settori. 


Post.  —  Se  si  fa  scorrere  un  piano  su  sé  stesso,  ro- 
tando intorno  a  un  suo  punto,  in  modo 
che  una  semiretta  uscente  da  questo 
punto  compia  un  giro,  un  altro  punto 
qualunque  di  questa  semiretta  genera 
una  linea  che  si  chiama  cìrcolo  o  cir- 
conferenza (&%    50)  (1) 

77.  Teor.  —    //  eiicolo   in    nessuna 
sua  parte  è  un  segmento 

Difatti,  se,  nel  movimento  del  piano, 
il  punto  generatore  scorresse  sopra  una 
retta,  ogni  altro  punto  del  piano,  e  peieio 
anche  quello  supposto  immobile,  dovrebbe  (^  57)  «coirete  sopra 
una  retta,  contro  l'ipotesi. 


r/f.  So 


<1)  da  !■>',(  (lai.  e 


e  dim.  civculu.à)  Clii,  derivi  da  iipi  5  ^  coda  ? 

r         il    Ll.H.)'^lt 
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Def.  —  Cbìameremo  curva  ogni  linea  di  coi  nessuna  parte 
pui'i  coincidere  con  una  [lai'te  di  linea  rette.  Il  circolo  è  dun- 
r|ue  una  linea  curYa.  Esso  6  anche  una  linea  sciolta  chiusa 
(§  26,  27,  Pr.)  e  divide  il  piano  in  due  parti. 

78.  Post.  —  /  segmenti  che  hanno  gli  estremi  sul  cir- 
colo, osnin  le  corde  del  circolo  (§  19)  appartengono  lutti 
a  una  delle  due  parti  in  cui  esso  divide  il  piano,  e  i  loro 
prolungamenti  all' a  lira. 

Def.  —  La  parte  del  piano  cui  appartengono  le  corde  del 
circolo  dicesi  superficie  del  circolo.  I  punti  della  superficie 
del  circolo  diconsi  interni  al  circolo,  gii  altri  esterni. 

Il  circolo  è  una  linea  convessa.  Ogni  corda  del  cii'colo  di- 
vide la  superficie  io  due  parti  che  chiainanai  segmenti  del 
circolo. 

Il  punto  fisso  dicesi  centro  (1). 

La  distanza  del  centro  da  un  punto  qualunque  del  circolo 
dicesi  raggio. 

Un  circolo  si  suole  indicare  con  la  lettera  del  centro ,  o 
con  una  lettera  minuscola,  o  con  tante  lettere  dei  suoi  punti 
da  essere  individuato. 

79.  È  evidente  che  in  un  circolo  si  hanno  innumerevoli 
r^gi.  Ogni  punto  interno  appartiene  a  un  ra^io,  e  ogni  punto 
esterno  al  prolungamento  di  un  ra^io.  Inoltre:  Tutti  i  raggi 
di  un  circolo  sono  eguali,  ossia  tutti  i  punti  del  circolo 
hanno  ugual  distanza  dal  centro. 

Viceversa: 

Se  un  punto  del  piano  ha  dal  centro  distanza  eguale 
al  raggio,  esso  appartiene  al  circolo.  Difatti,  nella  rotazione 
del  piano  intorno  al  centro,  il  punto  generatore  deve  passare 
per  esso. 

Discendono   subito   i  seguenti: 

Teor,  —  1."  Un  punto    interno  al  circolo,    ha  dal    cen-    . 
tro  distanza  minore  del  raggio. 

'Z.°  Ogni  punto  esterno  al  circolo  ha  dal  centro  distando 
maggiore  del  raggio. 

Per  la  legge  delle  inverse  son  veri  anche  i  seguenti: 

3."  Ogni  punto  che  ha  dal  centro' distanza  minore  del 
raggio  e  interno  al  circolo. 

4."  Ogni  punto  che  ha  dal  centro  distanza  maggioì'p 
del  raggio  è  esterno  al  circolo. 

80.  Def.  —  Quando  il  piano  ruota  intorno  ad  un  punto 
potremo  dire  che  questo  punto  genera  un  circolo  nullo. 


(1)  da  tiiTjKii  =  (si  allnde  alla  punta  del  compasao). 
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Il  raggio  di  un  circolo  nullo  è  un  segmento  nullo. 


Se  il  raggio  d'nn  circolo  è  nullo,  il    cìrcolo  è  nullo. 

81.  Def.  —  Un  punto  di  un  piano  è  centro  di  innumere- 
voli eireoli.  Tutti  i  circoli  che  hanno  uno  atesso  centro  si  di- 
cono concentrici. 

Diremo  che  un  circolo  scorre  su  sé  stesso,  quando  si  muove 
senza  staccarsi  dalla  data  posizione. 

Quando  il  piano  scorre  su  sé  staso  rotando  intorno  ni 
centro,,  il  circolo  scorre  sit  sé  stesso. 

Un  cìrcolo  può  scorrere  su  sé  stesso  in  due  direzioni 
opposte. 

82.  Teor.  —  Una  semiretta,  che  ha  l'origine  nel  centro  di 
un  circolo,  ha  comune  col  circolo  un  punto  e  uno  sol- 
tanto. 

Difatti  coU'ortgine  nel  centro  si  può  prendere  su  di  essa  un 
segmento  è  uno  solo  eguale  al  l'a^^io. 

tìor.  —  1,"  Una  retta  che  passa  pel  centì-o  di  un  cir- 
colo, ha  comuni  col  circolo  due  pnnti  e  due  soltanto. 

2."   Vi  sono  innumo'ecoli  corde  del  circolo  che  passano 
pel  centì'o. 

83.  Def.  —  Una  corda  del  circolo  che  passi  pel  centi'o  dicesi 
diametro  (1). 

Un  diametro  è  la  somma  di  due   raggi,   dunque  :    Tutti 
diametri  sono  eguali. 

84.  Teor.  (di  Talete).  —  Un  circolo  é  di- 
viso da  ognuno  dei  suoi  diametri  in  parti 
uguali.  __  1 

Difatti,  se  AB  è  un  diametro  del  circolo  \ 
(fig.  51)  si  faccia  ruotare  uno  dei  semipiani 
in  cui  la  retta  AB  divide  il  piano,  [^ler  es. 
ADB,  intomo  alla  stessa  retta  AB,  finché 
coincida  coil'altro  semipiano.    Se    qualche  <-      (, 

punto  D  del  circolo   contenuto  nel  semi-  '^' 

piano  considerato  non  viene  sutl'alti'a,  parte  di  circolo,  ma 
interno  od  esterno  a  questo,  la  sua  distanza  dal  centro  non 
sarebbe  eguale  al  ra^io,  come  chiede  l'iiiotesi.  Si  potevano 
anche  far  coincidere  i  due  seniipiaiii,  facendone  rotare  uno  di 
un  giro  interno  al  centro,  talché  il  diametro  Ali  coincidesse 
TOH  BA- 


<l)  Da  Jtiusrpii,-, 
Ili  tardi,  il  ^iametru  serve  por 
Nahhei.  —  Elenumli  di  GeoiOÉ 
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Def.  —  Le  due  parti  ia  cui  un  circolo  è  diviso  da  un  dia- 
metro dicoDsi  semieircoli. 

85.  Teor.  —  /  circoli  che  hanno  raggi  eguali  sono 
eguali. 

Difatti,. facendo  eoincìdere  i  loro  centri,  auche  i  circoli  de- 
vono coincidere. 

Taor.  —  Se  si  fan  coincidere  due  circoli  eguali,  ì  loro 
centri  denono  coincidere. 

Difatti,  se  non  coincidessero,  come  per  es.  C  e  C  (flg.  52), 
allora  sulla  retta  CC,  che  incontra  il  circolo  nei  punti  A  e  B 
ai  avrebbero  i  raggi  CA  e  C'A  certamente  diseguali,  contro 
l'ipotesi. 


Cor,  —  1.*  JJn  circolo  ha  ««  sol  centro. 

2.'  Per  far  coincidere    due  circoli    eguali    basta   una 
traslazione  del  piano. 

86,  Teor.  —  Due  punti  d'un  circolo,  dividon  questo  in 
due  parti. 

Difatti,  se  A  e  B  son  due  punti  di  un  circolo  (fig.  53)  di 
cui  il  eentro  è  0,  ìl  contorno  dell'angolo  AOlì  divide  il  piano 
in  due  parti  (§  18)  in  ognuna  delle  quali  è  contenuta  una  parte 
del  circolo. 

Def.  —  Ognuna  delle  due  parti  in  cui  due  punti  del  circolo 
dividono  il  cireolo,  dicesi  arco  proprio  o  semplicemente  arco  (1). 
I  due  punti  diconsi  estremi  dell'arco. 

L'angolo,  che  ha  il  vertice  nel  centro  e  i  cui  Iati  passano 
per  gli  estremi  di  un  arcoi  dicesì  angolo  al  centro  corris[K)n— 
dente  all'arco,  e  l'arco  dioesi  corrispondente  a  quell'angolo,  o 
compreso  fra  i  lati  di  quell'angolo. 

Un  arco  dieesi  convesso  o  concavo  secondo  che  il  suo  an- 
golo al  centro  è  convesso  o  concavo. 

Se  l'angolo  al  eentro  è  piatto  l'arco  è  un  semicircolo. 

Due  archi  si  dicono  opposti,  se  i  loro  angoli  al  centro  sono 
opposti  al  vertice. 


(1)  Forse  da  iftiia  aosCengo. 
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Un  arco  ai  ÌDdica ,  indicandone  gli  estremi.  Per  es.  1'  arco 
che  ha  per  estremi  i  punti  A  e  B  s'indicherà  scrivendo  l'arco 
AB,  oppure  AB. 

Poichò  a  questo  modo  verrebbero  qualmente  indicati  l'arco 
concavo  e  il  convesso,  converremo  che  quando  non  si  aggiunga 
altra  indicazione  s'intenda  l'arco  convesso. 

87.  Teor.  —  Dve  archi  di  uno  slesso  circolo  o  di  circoli 
eguali  sano  eguali,  se  sono  eguali  ì  loro  angoli  al  centro. 

Se  i  due  circoli  sono  eguali,  sì  posson  fare  coincidere  ;  e 
devon  coincidere  i  loro  centri. 

Allora,  facendo  coincidere  gli  angoli  al  centro,  coincidono 
anche  gli  archi  corrispondenti.  Se  il  circolo  è  uno  solo  si  [luò 
far  acorrere  su  sé  stesso,  finché  coincidono  i  due  angoli,  e  al- 
lora coincidono  anche  gli  archi. 

Viceversa  : 

Se  due  angoli  al  centro  di  un  circolo  sono  eguali,  gli 
archi  ad  essi  corrispondenti  sono  eguali. 

Sicché  : 

Per  far  coincidere  due  archi  eguali  di  uno  st«sso  circolo  ba- 
sta una  rotazione  del  piano. 

Per  far  coincidere  due  archi  uguali  di  due  circoli  (eguali) 
basta  una  traslazione  ed  una  rotazione. 

Cor.  —  Due  archi  opposti  sono  eguali. 

88.  Un  arco  AB  si  può  considerare  generato  da  un  punto 
che  si  muove  sul  circolo  da  A  fino  in  li;  allora  A  si  può  chia- 
mar {'origine  e  B  il  termine  dell'arco;  oppure  si  può  consi- 
derarlo come  generato  da  un  punto  che  da  B  va  in  A:  allora 
B  è  l'origine,  A  è  il  termine. 

89.  Mentre  il  punto  mobile  genera  l'arco,  la  semiretta  che 
passa  per  questo  punto  ed  ha  l'origine  nei  centro  genera  l'an- 
golo al  centro  corrispondente  a  quell'arco.  Viceversa,  quando 
una  aemtreita  ruota  intomo  all'origine  generando  un  angolo, 
ogni  punto  della  semiretta  genera  un  arco  che  ha  gli  estremi 
sui  lati  dell'angolo. 

Teor.  —  Nello  stesso  circolo  o  in  circoli  eguali,  un  arco 
é  eguale  a  qttello  che  si  ottiene  scambiando  i  due  estremi. 
Difatti  i  corrispondenti  angoli  al  centro  sono  eguali. 

Def.  —  Se  una  semiretta,  ruotando  intorno  all'origine,  ge- 
nera un  angolo  improprio,  percorrendo  una  o  più  volte  il  piano, 
un  punto  della  semiretta  percorre  una  o  più  volte  il  circolo. 
Diremo  che  questo  punto  genera  un  arco  improprio. 

Diremo  consecutivi  due  o  più  archi  di  un  circolo,  quando 
i  loro  angoli  al  centro  sono  consecutivi. 
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Se  due  archi  convessi  sono  consecutivi,  essi  hanno  un  estremo 
comune  e  nessun  altro  punto  comune.  Chiameremo  somma 
di  due  o  più  archi  di  uno  stesso  circolo  o  di  circoli  ^uali, 
l'arco  di  cui  l'angolo  al  centro  ò  la  somma  d^lì  angoli  al  cen- 
tro degli  archi  dati. 

90.  Si  possono  ora  ripetere  per  gli  archi  di  uno  stesso  cir- 
colo o  di  circoli  eguali  le  stesse  considerazioni  fatte  per  gli 
angoli  nei  §§  26  e  segg.  comprese  quelle  per  gli  archi 
nulli. 

91.  Teor.  —  Dato  un  circolo,  due  raggi  qualunque  di- 
vidono la  superficie  del  circolo  in  due  partì. 

Bifatti,  il  contorno  dell'angolo  cui  appartengono  i  ra^i  di- 
vide il  piano  in  due  parti. 

92.  Def.  —  Le  due  parti  in  cui  due  ra^i  del  circolo,  divi- 
dono la  superficie  del  circolo ,  si  dicono  settori  circolari.  Ad 
ogni  settore  corrisponde  un  arco  del  circolo  e  un  angolo  al 
centro.  Un  settore  si  dice  concavo  o  convesso  secondo  che  il 
suo  angolo  al  centro  è  concavo  o  convesso.  Se  l'angolo  al  cen-  ' 
tro  ò  piatto,  il  settore  è  la  superficie  di  un  semicireolo  e  il 
suo  arco  è  un   semicireolo. 

Quando  non  diremo  il  contrario,  intenderemo  sempre  di  par- 
lare di  settori  convessi. 

Si  dimostrano  facilmente,  colla  sovrapposizione,  i  seguenti 
teoremi  : 

93.  T«or.  —  Nello  stesso  circolo' o  in  circoli  eguali  ad 
archi  eguati  corrispondono  settori  eguali. 

94.  Teor,  —  Nello  stesso  citvolo  o  in  circoli-eguali  a  set- 
tori eguali  corrispondono  archi  eguali. 

05.  Considerazioni  analoghe  a  quelle  fatte  per  gli  archi  si 
possono  stabilire  per  l'eguaglianza  dei  settori  dello  stesso  cii-- 
colo  0  di  circoli  eguali,  per  la  somma,  diiferenza,  ecc.  e  pei 
settori  nulli. 

II. 

Grandezze  geometriche  di  primo  genere. 
Grandezze  multiple  e  summultiple. 

90  Def.  —  Quando  si  ha  una  serie  di  innumerevoli  enti  geo- 
meti'ict  del  medesimo  nome  o  omogenei  (I),  non  tutti  eguali, 
tali  che  : 

(l)Dii;/<ói  «iin(7eev'v;((/enej-t!<7/voj  dulia  radice  yevdel  verbo  yjyo/Lai). 


MULTIPLE   E   SUMMULTIPLE.  53 

1."  datine  due  o  più,  se  ne  possa  definire  un  altro  della 
medesima  serie  che  si  dirà  somma  di  questi; 

2."  datine  due  non  eguali,  uno  di  essi  sia  la  somma  del- 
l'altro con  un  terzo  ente  della  medesima  serie  ; 
diremo  che  quegli  enti  costituiscono  una  classe  di  grandezze. 

97.  Le  grandezze  di  una  classe  si  dicono  grandesse  di 
primo  genere,  quando  sia  possibile  definirne  la  somma  in  modo 
che  essa  non  muti,  mutando  l'ordine  delle  grandezze.  Secondo 
queste  definizioni,  tutti  i  piani,  tutti  i  semipiani,  tutte  le  rette, 
tutte  le  semirette  non  costituiscono  una  classe  di  grandezze  ; 
i  segmenti,  gli  angoli,  le  strisele,  gli  archi  di  uno  stesso  cir- 
colo o  di  circoli  ^uali,  i  settori  dello  etesso  circolo  o  di  cir- 
coli eguali  sono  gi'andezze  di  primo  genere. 

98.  Oltre  le  grandezze  geometriche  di  primo  genere  già  con- 
siderate, altre  ne  troveremo  nella  Stereometria.  E  le  proprietà 
generali  che  adesso  dimostreremo  varranno  anche  per  quelle. 

99.  Def.  —  Una  grandezza  geometrica  di  primo  gepere  si 
dice  multipla  di  un'  altra  secondo  il  numero  2, 3 . .  quando 
è  somma  di  2.  3 . . ,  grandezze  eguali  a  quest'altra.  Si  indica 
che  A  è  multipla  di  B ,  secondo  un  numero  qualunque ,  [>er 
es.  m,  scrivendo  : 

A  =  7«B 

Una  grandezza  multipla  di  un'altra  secondo  il  numero  2,  %  ecc 
si  dice  doppia,  tripla,  ecc.  di  questa. 

Una  grandezza  geometrica  di  primo  genere  si  dice  mmmul 
tipla  di  un'altra  secondo  il  numero  2,3  quiudo  questaò 

somma'  di  2,  3 . . .  grandezze  eguali  alla  prima  Si  indica  che 
A  è  summultipla  di  B  secondo  un  numero  qualunque,  per  e'-  in 
scrivendo: 


È  evidente  che  seè  A=  —  B  è  B  =  wiA  e  viceversa. 

Una  grandezza  summultipla  di  un'altra  secondo  il  nu- 
mero 2.  3. . . .  dicesi  metà,  terza  parte,  ecc.  di  questa. 

Può  darsi  che  una  grandezza  sia  multipla  della  summultipla 
di  un'altra  grandezza  Sia,  per  es.  A  multipla  secondo  il  nu- 
mero m  della  grandezza  —  C.  Indicheremo  ciò  scrivendo: 
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Più  grandezze  si  dicono  equimultiple  e  equiswnmultiple 
di  altre,  quando  eon  tutte  multiple  o  summultiple  di  queste 
secondo  lo  stesso  numero. 

Una  grandezza  non  nulla,  si  dice  multipla  e  summultipla  di 
8È  stessa  secondo  il  numero  1. 

Una  grandezza  nulla  ai  dice  multipla  di  una  grandezza  non 
nulla  secondo  il  numero  sera. 

Una  grandezza  nulla  non  è  summultipla  di  nessuna  gran- 
dezza non  nulla. 

Una  grandezza  nulla  è  multipla  e  summultipla  di  sé  stessa 
secondo  qualunque  numero. 

100.  É  evidente  che,  data  una  grandezza  di  primo  ge- 
nere, esiste  sempre  una  sua  multipla  ed  una  sola  secando 
un  numero  qualunque.  Infatti,  data  una  grandezza  di  primo 
genere,  ai  può  sommare  un  numero  qualunque  di  grandezze 
eguali  a  quella  data.  La  somma  è  la  multi[)la  richiesta.  La  pro- 
prietà commutativa  della  somma  dimostra  che  ce  n'è  una 
sola. 

Invece  l'esistenza  di  una  summultipla  secondo  un  dato  nu- 
mero non  apparisce  cosi  evidente  e  deve  essere  dimostrata  o 
ammessa  come  postulato. 

Possiamo  dimostrare  il  seguente  : 

101.  Teor.  —  Di  una  grandezza  di  primo  genere  esiste  la 
■lummuUipla  secondo  il  num,ero  due. 

ossia: 

Una  grandezza  di  primo  genere  si  può  dividere  in  due 
parli  eguali. 

Dimostreremo  la  possibilità,  eseguendo  effettivamente  la  di- 
visione in  due  parti  eguali  delle  grandezze  geometriche  fln 
qui  considerate. 

1."  Dato  un  segmento  AB  {fig.  54), 
dagli  estremi  A  e  B  si  costruiscono  due 
raggi  paralleli  in  direzione  opposta,  e  su 
di  essi  si  prendano  due  segmenti  eguali 
AC  e  BD  a  partire  dai  punti  A  e  B:  il 
segmento  OD  deve  necessariamente  in- 
contrare it  segmento  AB,  perchè  i  punti 
C  e  D  sono  da  bande  opposte  rispetto  alla 
retta  AB,  e  di  più  i  due  segmenti  sono 
uè  interni  alla  striscia  ACDB.  Il  punto  d'incontro  0  di- 
1  segmento  AB,  in  due  segmenti  eguali  :  poiché,  facendo 
«'-oiucidere  il  semipiano  ABC  col  semipiano  ABD  in  modo  che 
coincida  AB  con  BA,  per  l'eguaglianza  degli  angoli  ABD  e  BAC 
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dovrà  concidere  BD  con  AC  e  AC  con  BD:  cioè  CD  viene  & 
coincidere  con  DC  e  il  punto  O  resta  flsao:  sicché  AO  e  BO 
Bono  eguali. 

2,"  Dato  un  angolo  convesso  AOB  (flg.  55)  si  prendano  sui 
lati  a  partire  dal  vertice  due  sementi  eguali  OA,  OB.  W  ra^io 
OC  che  passa  pel  vertice  e  pel  punto  medio 
Cdel  segmento  AB,  divide  l'angolo  in  due 
angoli  eguali.  Ed  è  facile  provarlo,  facendo 
coincidere  l'angolo  AOB  ooll'angolo  BOA. 

II  prolungamento  del  r^^o  OC,  divide 
in  due  parti  ^uali  l' angolo  concavo  AOB. 
Se  poi  l'angolo  AOB  è  piatto,  ai  cratruisca 
pel  punto  0  la  perpendicolare  alla  retta 
AB;  l'angolo  piatto  resta  cosi  diviso  in  due 
angoli  retti  eguali. 

Def-  —  La  semiretta  che  divide  un  an- 
golo in  due  parti  eguali  dicesi  bisettrice  dell'angolo. 
Sono  facili  a  dimostrarsi  i  seguenti  teoremi  : 
Le  bisettrici  di  due  angoli  opposti  al  vertice  son,  semi- 
rette di  una  stessa  retta. 

Le  bisettrici  di  due  angoli  adiacenti 
M  son  -perpendicolari, 

ie  bisettrici  di  due  angoli  che  han- 
no i  lati  paralleli  sono  parallele  o  per- 
pendicolari. 

3."  Data  una  striscia  a  {flg.  56)  si 
costruisca  un  segmento  MN,  perpendi- 
colare ai  lati  della  striscia.  La  retta  che 
IKissa  pel  punto  medio  0  di  tale  segmento 
ed  è  parallela  ai  iati  è  la  bisettrice  della 
striscia.  Si  dimostra  facendo  coincidere  la 
striscia  con  sé  stessa,  acambiando  i  lati. 
4."  Dato  un  arco  AB,  (flg.  57)  si  di- 
vida per  metà  l'angolo  al  centro  AOB:  il 
raggio  OC  divide  l'arco  in  due  parti  eguali, 
poiché  (§  96)  ad  angoli  al  centro  eguali 
corrispondono  archi  eguali.  e 

Lo  stesso  raggio  divide  in  due  parti  j'iy  J7 

eguali  il  settore  AOB. 

Cor.  —  1."  /  punti  medt  di  due  archi  opposti  seno  gli 
estremi  di  uno  stesso  diametro. 

2."  Delle  grandezze  di  primo  genere  considerate  esi- 
stono i  summultipli  secondo  i  nutneri  2.*,  2.',  2.*,  2." ... 
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102.  Ammetteremo  il  acuente  : 

post.  —  Di  una  graadessa   di  primo  genere  esistono  i 
summultipU  secondo  qualunque  numero. 
Però  possiamo  dimastrare  il  seguent*  teorema. 

Teor.  —  Di  un  segmento  esi- 
stono summidtipH  secondo  qua- 
lunque numerò  (o^ia  un  segmento 
può  sempre  dividersi  in  un  dato 
numero  di  parti  eguali). 
Si  voglia  dimostrai^  che  del 
Stf.SS  ^^^^^^;^  semento  AB  (flg.  58)  esiste  il 
summuttiplo  secondo  il  numero 
~  5.  Da  un  estremo  A  costi'uiamo 
una  semiretta  qualunque,  su  di  essa  un  segmento  AC,  quindi 
i  consecutivi  ed  eguali  CD,  DB,  EP,  PG.  I  segmenti  AC,  AD, 
AE,  AP,  AG,  Bono  multipli  di  AC,  secondo  i  numeri  1,2, 3,4, 5. 
Costruiamo  GB,  e  da  C,D,E,F,  le  parallele  a  GB,  le  quali  in- 
contrano AB  nei  punti  R,  S,  'f ,  U. 

Dico  che  AR  è  summultiplo  di  AB  secondo  il  numei'o  5. 
Costruendo  da  C,D,E,F'  le  parallele  CH,D1,EL,FM  ad  AB,  e 
facendo  strisciare  il  piano  lungo  la  retta  GA,  in  modo  che  G 
coincida  con  F,  alloi-a  F  coincide  con  E,  E  con  D;  D  con  C, 
C  con  A  ;  e  .quindi  la  semiretta  GB  con  la  semiretta  FU , 
FU  con  ET,  ET  con  DS,  e  DS  con  CR  :  e  cosi  FM  con  EL, 
-EL  con  DI,  DI  con  CH,  CH  con  AB,  il  che  prova  che  M  coin- 
cide con  1.,  L  con  I,  I  con  H,  H  con  R,  cioè  che  i  segmenti 
FM,  EL,  DI,  CH,  AR,  sono  eguali.  Ma  ricordando  che  segmenti 
jiaralleli  compresi  fra  rette  parallele  sono  eguali,  i  primi  quat- 
tro sono  rispettivamente  eguali  ai  segmenti  UB,  TU,  ST,  RS 
quindi  i  segmenti  UB,  TU,  ST,  RS,  AR,  sono  eguali.  Lo  stesso 
ragionamento  si  può  ripetere  qualunque  sia  il  numero  dato. 

103.  Dalle  definizioni  di  grandezze  multiple  e  summultiple, 
si  deducono  subito  i  seguenti  teoremi: 

1."  Se  più  grandezze  omogenee  sono  multiple  di  una 
stessa  grandezza,  anche  la  loro  somma  è  multipla  di  guc- 
sta  grandezza. 

2."  Date  due  grandezze  omogenee  diseguali,  ambedue 
multiple  di  una  stessa  grandezza,  anche  la  loro  differenza 
è  multipla  di  questa  grandezza. 

3."  Se  una  grandezza  è  multipla  di  un'altra  secondo  un 
numero  qualunque,  ogni  multipla  secondo  un  numero  qua- 
lunque della  prima  è  multipla  delia  seconda,  secondo  un 
numero  che  è  prodotto  degli  altri  due  ììumeri. 
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Cosi,  se  è  A  =  3B,  e  C  =  4A  è  C  =  3B  +  3B  +  3B  +  3B  = 
=  12  8:  e  in  generale  se  A  =  mBe  C=  nA  è  C=m.  n  B. 

4."  Se  due  grandezze  sono  muttipie,  una  secondo  il  mm— 
ntero  m,  l'altra  secondo  il  numero  n  d'  una  stessa  gran- 
dezza, la  multipla  secondo  il  numero  n  della  prima  è 
egtiale  alla  multipla  secondo  il  numero  m  della  seconda.  Sìa 
A  ^  mB  e  C  =  nB.  È  nA  =  n.  mB  =  nmB,  e  poichò  è  nm  ^= 
^  m  n  si  ha  [iure  n  A  =  m  n  B  ^  m,  n  B;  ma  ò  n  B  =  C;  si 
ha  dunque  n  A  =:  m  C, 

5."  Date  due  grandezze  geometriche  di  primo  genere,  se  la 
prima  è  maggiore  o  eguale  o  minore  della  seconda,  una 
grandezza  multipla  della  prima  è  rispettivamente  maggiore 
eguale  o  minore  di  una  grandezza  equimultipla  della  se- 
conda. 

E  una  conseguenza  immediata  dei  teoremi  enunciati  ai  §  15 
e  29  pei  sementi  e  degli  angoli  e  degli  analoghi  che  si  [as- 
sono enunciare  per  le  strisele,  gli  archi  dello  stesso  circolo 
o  di  circoli  eguali,  ecc. 

104.  Teor.  —  Date  due  grandezze  di  primo  genere,  se 
la  prima  è  maggiore  o  eguale  o  minore  della  seconda,  una 
grandezza  summultipla  della  prima  è  pure  rispettivamente 
ìnaggim-e,  a  eguale  o  minore  di  una  grandezza  equisum- 
nmltipla  della  seconda. 

Se  è,  i>er  esempio,  A  >  B  {indicando  con  A  e  B  due  gran- 
di primo  genere)  dev'essere  ^A> — B.  Ili- 


sere  rispettivamente  i>el  teorema  precedente  — ^A^--  B,  o 

—  A  <     -  B;  ossia  A  ^  B  o  A  <  B  contro  l'ipotesi. 

Cor,  —  Una  grandezza  di  primo  genere  non  può  essere 
divisa  in  piit  modi  in  tino  steiso  nmnero  di  }tar/i  eguali. 

Possa  ad  esempio  il  segmento  AB  dividersi  in  ti'e  pai-ti 
eguali,  tanto  dai  punti  P  e  Q  che  dai  punti  M  e  N;  al- 
lora AP  ed  AM,  come  equi'-um  multipli  della  stessa  grandeziw, 
devono  essere,  eguali,  pticio  P  deve  coincidci-o  con  M  e  Q 
con  N. 

Analogamente  [ici'  gli  angoli  e  ixv  lo  altre  graiidenzo  con- 
siderate. 
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105.  Teor.  -^  La  somma  di  più  grandezze  equimultiple 
di  altre  grandesse  è  equimultipla  delle  somme  di  queste. 

Se  è  A  =  »i  A',  B  =  »(  B',  C  ^  ni  C.  È  allora  A  +  B  +  C  = 
M  A'  4-'kB'  +  mC'  =  A'  +  A'  +  A' + ...  A' +  B' +  B'  +... 
+  B'  +  C  +  C  -\-C'  +  ...  +  C  dove  (^una  delle  grandezze 
A',  B',  C  ò  ripetuta  m  volte  ;  quindi  è  A  +  B  +  C  =  (A'  +  B' 
+  C)  +  (A'  +  B'  +  C)  +  . . .  (A'  +  B'  +  C)  m  volte,  ossia: 

A  +  B  +  C  =  m  (A'  +  B'  +  C). 
Analc^mente  si  dimostra: 

106.  Teor.  —  La  differenza  di  due  grandezze,  equimul- 
tiple  di  due  altre  grandezze,  è  equimultipla  delle  diffe- 
renze di  queste. 

107.  Ammetteremo  inoltre  il  Bruente  postulato  che  vien 
detto 

Postulato  d'Arehimeds.  —  Dato  ttn  segmento,  si  può  sem- 
pre trovare  un  suo  multiplo  maggiore  di  qualunque  altro 
segmento. 

108.  Cor.  —  Dato  un  segmento ,  si  può  sempre  trovare 
nn  suo  summulliplo  minore  di  qualunque  altro  segmento. 

Dati  i  segmenti  AB  e  CD,  e  sia  AB>CD,  dico  che  si  può 
trovare  un  Bummultiplo  di  AB  che  sia  minore  di  CD.  Ed 
infatti,  se  il  multiplo  di  CD  che  supera  AB  (Post,  prec.)  ò 
m  CD  OB'ia  è  ÀB<m  CD,  è  pure  —  AB<CD   (§  104)  cioè    il 

summultiplo  secondo  m  di  AB,  ò  minore  di  CD. 

Ossia: 

Dati  due  segmenti  vi  sono  innumerevoli  multipli  di  uno 
maggiori  dell'altro  e  innumerevoli  summultipli  del  primo 
minori  dell'altro. 
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I     TRIANGOLI. 

109.  Def.  —  Dati  tre  punti  distinti  non  situati  su  di  una 
retta,  i  tre  segmenti  che  hanno  per  estremi  questi  (lunti  for- 
mano una  figura  che  dìcesi  triangolo  o  trilatero. 

I  tre  punti  si  chiamano  vertici  del  triangolo ,  e  ì  tre  seg- 
menti lati  del  triangolo. 

La  linea  formata  dai  tre  lati  si  chiama  contorno  del  trian- 
golo :  la  somma  dei  tre  Iati,  perimetro. 

Si  ha  UD  triangolo  tutte  le  volte  che  si  considera  un  an- 
golo e  una  sua  corda. 

Si  deduce  da  ciò  subito  che   esistono  4 

triangoli  che  hanno  un  angolo  retto  o  un 
angolo  ottuso. 

110.  0^\  angolo  d'un  triangolo  si  dice 
eoìnpreso  dai  due  lati  che  passano  pel   '^ 
suo  vertice;  adiacente  aciascuno  dì  essi,  ^'j  S^ 
e  opposto  al  terzo  lato.  Cosi,  l'angolo  C 

(fig.  59)  compreso  fra  i  tati  CA  e  CB,  è  adiacente  a  ciascuno 
di  essi  ed  è  opposto  al  lato  AB. 

Le  tre  rette  dei  lati  d'un  triangolo,  formano  12  angoli:  tre 
contengono  tutti  i  punti  interni  al  triangolo  ;  e  si  dicono  gli 
angoli  interni  o  semplicemente  gli  angoli  del  triangolo;  al- 
tri tre  sono  ad  essi  opposti  al  vertice.  Ne  rimangono  sei  che 
sono  gli  angoli  esterni  del  triangolo. 

n  contorno  d'un  triangolo  è  una  linea  chiusa  (§  26  Pr.)  Essa 
(]aindi  divide  il  piano  in  due  parti;  i  punti  di  una  sono  in- 
temi a  tutti  e  tre  gli  angoli  del  triangolo.  Essa  dicesì  superficie 
del  triangolo  e  i  suoi  punti  diconsi  interni  ni  triangolo. 

Se  dati  tre  punti,  due  di  essi  coincidono,  diremo  che  essi 
individuano  un  triangolo  nullo,  dì  cui  un  lato  è  nullo  e  gli 
altri  due  eguali  e  coincidenti. 
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Proprietà  generali  dei  triangoli. 

111.  Teor.  —  La  retta  di  un  lato  di  un.  triangolo  lascia 
gli  altri  due  lati  da  una  stessa  banda  del  piano. 

La  retta  AB  divide  U  piano  in  due  ban- 
de. Il  punto  0  sta  in  una  di  queste  bande; 
e  in  questa  giiteciono,  evidentemente,  i 
lati  AC  e  BC  (%.  60). 

112.  Teor.  —  Una  retta  che  incontra 
il  contorno  d'un  triangolo  in  due  punti 
ohe  non  son  dello  stesso  lato,  non  può 
avere  altri  punti  comuni  col  contorno. 
Poiché,  se  la  retta  avesse  tre  punti  co- 
muni col  contorno,  uno  di  essi  sarebbe  sul 
li  altri  due  per  estremi;  e  quindi  il  lato  che 
passa  per  quei  punto,  lascierebbe  gli  altri  due  da  bande  oppo- 
ste, il  che  è  contro  il  teorema  pre- 
cedente. C 

113.  Teor.  (1).  —  La  somma 
degli  angoli  di  un  triangolo  qua- 
lunque è  due  angoli  retti. 

Dato  U  triangolo  ABC  (flg.  61), 
prolunghiamo  uno  dei  lati,  per  es.  : 
AB,  e  dal  vertioe  B  si  costruisca  la 
parallela  BD  al  lato  opposto;  questa 
parallela  è  interna  (§56, 2.")  all'angolo 
CBE,  Poiché  è  CAB=  DEE,  perchè  corrispondenti  rispetto  alle 
parallele  AC  e  BD  e  alla  trasversale  AB,  ed  è  ACB  ^  CBD,  per- 
chè alterni  intemi  rispetto  alle  stesse  parallele  e  alla  trasver- 
sale CB,  la  somma  ABC  +  fiCA  +  C.\B  degli  angoli  del  trian- 
golo è  eguale  alla  somma  AEG  +  CÌlD  4-  DBE,  che  è  un  an- 
golo piatto  0  due  angoli  retti. 

Cor.  —  1."  Si  ha  :CBÈ='CEÌ>"f  DBE  ossia  CBE"=  ACB -!- 
-f-  CAB:  il  che  prava  che: 

1."  Un  angolo  esterno  d'un  triangolo  è  la  somma  dei 
due  angoli  interni  che  non  gli  sono  adiacenti,  e  perciò: 

a.  da   quella  qui 


/•y  S/ 
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Uìi  angolo  interno  d'un  triangolo  è  la  differenza  fra 
un  angolo  esterno  adiacente  a  tin  altro  angolo  e  il  terzo 
angolo. 

2."  Un  angolo  esterno  d'un  triangolo  è  maggiore  di  cia- 
scuno dei  due  interni  non  adiacenti. 

3."  Se  la  somìna  di  due  angoli  di  un  triangolo  è  eguale 
alla  somma  di  due  angoli  di  un  altro  triangolo,  seno  egnali 
gli  angoli  rimanenti. 

4."  Se  la  somma  di  due  angoli  di  un  triangolo  è  mag- 
giore (o  minore)  della  somma  di  due  angoli  di  un  altro 
triangolo,  il  terzo  angolo  del  primo 
triangolo  è  minore  (e  maggiore)  del 
terso  angolo  dell'altro  triangolo. 

5."  L'angolo  delle  distanze  di  un 
punto  interno  a  un  triangolo  dagli 
estremi  di  un  lato,  è  maggiore  del- 
l'angolo degli  altri  due  lati. 

Così  [6%.  61  bis)  l'angolo  BOC  è  mag- 
giore dell'angolo  BAC- 

6."  Un  triangolo  non  può  avere plk  di  un  angolo  retto, 
né  piti  di  un  angolo  ottuso. 

114.  Def.  —  Se  un  triangolo  ha  un  angolo  retto,  si  chiama 
triangolo  rettangolo;  i  lati  ehe  comprendono  l'angolo  retto  si 
dicano  cateti;  (1)  il  Iato  opposto  all'angolo  retto  ipotenusa  (2), 

Un  triangolo  dicesi  ottusangolo  se  ha  un  angolo  ottuso. 
Se  tutti  e  tre  gli  angoli  sono  acuti,  si  dice  che  il  triaii}^olo 
è  acutangolo. 

115.  È  facile  vedere  che  possono  ora  enunciarsi  così  mu- 
diflcati  i  teoremi  dei  §§  72,  73,  74,  75: 

1."  Esistono  triangoli  con  due  lati  eguali: 

2."  Se  due  lati  d'un  (riangolo  sono  eguali,  gli  angoli 
ad  essi  opposti  sono  eguali. 

3."  Se  due  angoli  d'un  triangolo  sono  eguali,  i  luti 
ad  essi  opposti  sono  eguali. 

Def.  —  Se  un  triangolo  ha  due  lati  eguali  si  dice  iso- 
scele  (3). 

4,"  Se  due  angoli  d'un  triangolo  sci  disegnali,  il  tu'" 
opposto  all'angolo  maggiore  è  maggiore  del  latti  opp^.-'ic 
all'angolo  minore. 

(  I  )  li J$rM  :=  calalo  alibaato  :  ila  tr-^iiiii  (lart.  ì-iiii)  vado  </'''. 
(3)  da  Ilo;  =^  eguale  e  niXot  ^=  ga'nba  (che  ba  lu  |i;ainlie  uguali). 
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s  omcou. 

Cor.  —  /«  MM  triangolo  rettangolo  l'ipotenusa  é  mag- 
giore di  ciascuno  dei  cateti. 

5."  In  un  triangolo  ottusangolo  il  lato  opposto  all'an- 
golo ottuso  è  maggiore  di  ciascuno  degli  altri  due  lati. 

6."  Se  due  lati  d'un  triangolo  son  diseguali,  tangolo 
opposto  al  lato  maggiore  è  maggiore  dell'angolo    opposto 
al  lato  minore. 
a  116.  Teor.  —  Esistono   triangoli   che 

hanno  i  tre  angoli  eguali. 

Avendo  ammesso  l'eaistenza  dei  summul- 
tipli  delle  grandezze  di  primo  genere  se- 
condo qualunque  numero,  esiste  il  sum- 
multiplo  di  un  angolo  retto  secondo  il  nu- 
mero 3:  e  sia  per  esempio  l'angolo  ABC 
(fig.  62).  Si  costruisca  il  suo  doppio  ABD, 
rigasi  ^  ^"^i  If^'i  <*'  quest'angolo  si  prendano  due 

segmenti   eguali:  BA  =  BD,    Il   triangolo 
ABD  è  li  triangolo  richiesto.  Difatti,  in  esso,  la  somma  degli 

4 
angoli  A  e  De  —  di  un  angolo  retto  (§  113)  e  poiché  essi  sono 

eguali ,  ognuno  di  essi  è  -^  di  angolo  retto,  come  l'angolo  B, 

cioè  i  tre  angoli  sono  eguali. 

Def.  —  Un  triangolo  che  ha  i  tre  angoli  eguali  dicesi  equi- 
angolo. 

Dai  teoremi  del  §  115  discende: 

1."  Esistono  triangoli  che  hanno  i  tre  lati  eguali. 

Def.  —  Un  triangolo  che  ha  i  tre  lati  eguali  dicesi  equi- 
latero. 

2."  Ogni  triangolo  equilatero  è  equiangolo  e  ■eicei>ersa. 

Il  triangolo  equilatero  è  un  esempio  di  triangoli  che  hanno 
tutti  gli  angoli  acuti. 

Un  triangolo  di  cui  tutti  i  lati  sono  diseguali  dicesi   sca- 
teno (1).  Tale  ò  un  triangolo  rettangolo  coi  cateti  diseguali. 

117.  Teor.  —  Ciascun  lato  d'un  triangolo  é  minore  della 
somma  degli  altri  due  e  maggiore  della  loro  differenza. 

V.  Dato  il  triangolo  ABC  (flg.  63)  prolunghiamo  un  lato, 
ad  es.:  AB;  e  sulla  retta  AB,  prendiamo  il  punto  D  in  modo 
che  sia  BD  ^  BO.  Nel  triangolo  BDC  è  MÌC  =  fiCD^  e  nel 
triangolo  ADO  È  ADC  <  ACD,  e  perciò  (§  115,  4.")  AC  <  AD; 

(1|  maJwóf  ^ zoppicante,  ineguale:  forse  ad  miiiiu  =  zoppico. 
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ma  è  AD  =  AB  +  Bb-=  AB  +  BC;  quindi  è  AC  <  AB  +  BC 
ossia  un  lato  è  minore  della  somma  degli  altri  due. 

2."  Se  è  BC  >  AB,  (fig.  64)  dico 
che  ò  anche: 


AC>  BC  - 


AB 


Sul  lato  BC  prendiamo  BH  =  AB,  sarà  HC  =  BC—  AB,  bi- 
sognerà provare  che  è  AC  >  iìc.  Si  ha  Bac  <KÌc,  e  sono 
eguali  gli  angoli  BAH  e  BHA  :  e  perciò  è'BAG—  SaH  <^HC  — 
—  0HA  (§  30,  8°);  ossia  HAC  <  AHG  :  ma  poiché  in  un  trian- 
golo all'angolo  maggiore  è  opposto  il  lato  ma^iore,  è  AC>  HC, 
come  si  voleva  dimostrara 

Triangoli  eguali. 

118.  È  evidente  che: 

Se  due  triangoli  sono  eguali,  gli  elementi  (lati  e  angoli) 
di  uno  sono  ordinatamente  eguali  agli  elementi  dell'altro. 

Gli  elementi  uguali  di  due  triangoli  eguali  devono  essere  qual- 
mente disposti,  cioè  a  lati  eguali  devono  essere  adiacenti  angoli 
eguali;  ed  angoli  eguali  devono  esser  compresi  fra  lati  eguali. 

Gli  elementi  eguali  ed  egualmente  disposti  di  due  triangoli 
^uali  si  dicono  omologhi  (1)  o  corrisponilcnti. 

É  facile  vedere  che: 

Per  far  coincidere  due  triangoli  eguali  che  hanno  un  ver- 
tice omolc^  comune,  haata  una  rotazione  del  piano  intorno 
a  questo  vertice,  oppure  una  rotazione  e  un  ribaltamento. 

Se  poi  i  due  triangoli  non  hanno  alcun  vertice  omologo 
comune,  occorre  una  traslazione,  o  una  traslazione  a  una  ro- 
tazione: o  una  traslazione,  una  rotazione  e  un  ribaltamento. 

(1)  (la  ifwf  =  similo  e  J&yoj  d»  ^s'yu  ^  dico  o  della  radice  lixi  ''^1  l'ap- 
orW  )f'x"  =  giaccio,  che  non  é  usato  al  presente.  (Dunqae  omologo 
pale  aimilmente  detto,  oppure  tlmitmente  posto).  Cil>l>y|c 


64  TRIANGOLI,   POLIGONI   E   CIRCOLI. 

Def.  —  Se  per  far  coincidere  due  enti  geometrici  complaiii 
non  occorra  un  ribaltamento  del  loro  piano,  essi  si  diranno 
direttamente  egttnli:  se  occorre  un  ribaltamento  si  diranno 
inversamente  eguali. 

119.  Teor.  —  Dv-e  triangoli  sono  eguali  se  hannij  rispet- 
tivamente eguali  un  lato  e  due  angoli  omologhi. 

Sieno  ABC  e  A'  B'  C  (flg.  65)  i  due  triangoli  ;  sia  AB  =  A'iì'. 
e  sieno  eguali  due  dei  loro  angoli  omologhi. 
Sono  eguali  anche  gli  angoli  rimanenti. 

Facendo  coincidere  i  due  angoli    eguali 
A'  e  A  in  modo  che  la  semiretta  AB  coin- 
cida con  A'B'  e  la  semiretta  AC  con  A'U', 
il  punto  B'  coincide  coi  punto  B,   essendo 
A'B'  =  AB  e   la   semiretta  B'C   coincide 
con  BC  essendo  A' B'C  =  ABC.  Il  punto  C 
dovendo  trovarsi  tanto  sulla  retta  BG  che 
sulla  AG  coincide  col  punto  C;  quindi  i  due 
triangoli  coincidono  e  sono  eguali. 
Secondo  che  jiei  la  coincidenza  degli  ang(di  A  e  A'  nel  modo 
indicato  è  st.ito  o  no  necessai'io  un  riltaltamento  del  piano,  i 
due  triangoli  sono  dilettamente 
o  inversamente  coutil  ,  , 

Cor.    —    Due    tj  icmgofi 
tangoli  sono  et/uah    ie  ha; 
eguali    un    lato   e  un    angolo 
acuto  omologhi. 

120.  Teor.  —  Due  triangoli 
sono  eguali  se  hanno  rispetti- 
namente  egnali  dite  lati  e  l'an- 
golo compreso. 

Sia  (fig.  66)  AB  ^  A'B',  ÀC~-=  A'C  e  IIAÌT- 
facciano  coincideie  gli  angoli  eguali  in  miHlo  che  coincidano 
le  semirette  AB  e  A'B',  AC  o  4'C'  Il  punto  B'  coincide  con  li 
essendo  AB  ^^  A'B',  il  punto  C  coincide  con  G  essendo  AC  ^= 
r=A'0';  e  cosi  i  due  tiiui^nili  coincidono 
eguali. 

Secondo  che  jier  la  coinciden7-a  dpsrh  angoli  A  e  A'  *■  statj) 
necessario  o  no  un  i iKtltamento  del  piano,  i  due  ti  langoli  sono 
direttamente  o  ini  ersamente   c^uol! 

Cor.  —  Due  Itmnt/oh  rel'"iì<)oìì  sono  it/t'/ilt,  se  hanno 
i  cateti  rispettivamente  eguali 


=  B'A'C'.  Si 


pPI-ClO      ROIUI 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


JALI.  65 

121.  Teor.  (1).  —  Due  triangoli  sono  Offmdi  se  hanno 
dtif  lati  e  l'angolo  opposto  ad  un  lato  rispi-ttivamentf  pffuali, 
purché  l'angolo  opposto  aWaltì'o  lato  sia  della  stesia  spe- 
cie {acuto,  retto,  ottuso)  nei  due  triangoli. 

Siano  ABC  e  A'B'C  i  due  triangoli  (fig,  67),  esiaA(;  = 
=  A'C,  BC  =  B'C,  ABC  =  A'B^;di  più  sienoCABeC'A'B' 
della  stessa  specie.  Dico  che  i  due  ^  ^- 

triangoli  sono  eguali. 

Portiamo  a  coincidere  l'angolo 
A'B'C'  coll'angolo  ABC  e  il  lato 
WC'  con  BC;  la  semiretta  B'A' 
coincide  colla  semiretta  BA;  dico 
che  anche  la  semiretta  C'A'  coin-  f,^   $7 

cide  con  la  semiretta  CA.  In- 
fatti, se  C'A'  coincidesse  colla  retta  CD,  differente  da  CA  e 
interoa  all'angolo  BCA,  essendo  <'D  ^C'A',  C'A' =^  CA,  sa- 
rebbe CD  =^  CA,  e  perciò  CDA  =  CAD;  ma  se  in  un  trian- 
golo ci  sono  due  angoli  eguali,  devono  essere  necessariamente 
acutì  (113,0.'')6  perciòCDBcome  supijlementared'un  angolo  acuto 
sarebbe  ottuso;  ma  ciò  non  può  essere,  perchè  è  CDB  ^  CA^ 
il  quale,  per  ipotesi,  ò  della  stessa  specie  di  CAB  che  è  ai;uto. 

Alla  stessa  conclusione  si  giungerebbe,  supponendo  che  la 
retta  CD  fosse  esterna  all'angolo  BCB;  e  perciò,  se  (essendo 
gli  angoli  A  e  A'  della  stessa  specie)  si  cade  in  un  assurdo 
supponendo  che  la  retta  C'A'  non  coincida  colla  retta  ('A,  vuol 
dire  che  queste  due  rette  devono  coin- 
cidere e  i  due  triangoli  sono  uguali  (2).  b 

Cor.  —  1."  Due  triangoli  rettan- 
goli sono  eguali,  se  hanno  rispettiva- 
mente eguali  l'ipoten-usa  e  un  cateto. 


(1)  Di  Talete  '*  C       .^ 

(Z)  L  Tacile  vedere  che ,    tralasciando   la  />y  ^f 

condizione  àegU  angoli  della  stessa  specie,  si 

possODO  iiere  trnngoli  che  soddisfano  alle  altre  condizioni  richieste  dai 
teorema  e  aoo  sono  cgnali  Cosi  i  due  triangoli  (fig  t»)  ABC  e  ABD 
hanno  egaili  il  lato  AB  (comnnej  lantanio  A  (comune)  e  BD  =  BC; 
ma  I  dne  Iriaogoli  non  sono  canali  a  appunto  gli  angoli  ACB  e  ADB 
non  sjno  della  stessa  specie 

A  proposito  poi  della  necessita  che  gli  elementi  eguali  sieno  omolt^hi, 
si  può  far  vedere  che  esistono  due  triangoli  che  hanno  eingue  elementi 
e^ali  e  non  sono  eguali  (\  edi  bopp    -it  Per  di  Mat  ) 

Nahhii    —  Elementi  di  Qeomet  io  b      . 
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2."  —  Due  triangoli  (o.io  eguali  xe  hnnno  rispetlioa- 
iHentfi  et/iinli  due  lati  e  l'aiiffoio  opposto  oì  maggiore  di 

Infatti  Tallitolo  opposto  all'alti-o  lato  tt  acuto  in  tutti  e  due 
i  triangoli;  quindi  questi  sono  nelle  condizioni  richieste  dal 
Teorema. 

122.  Teor.  —  Jhie  triangoli  sono  eguali,  se  hanno  ì  trp 
lati  rispettivamente  eguaìi. 

I  due  triangoli  ABC,  A'B'(''  abbiano  tutti  e  tre  i  lati  ri- 
spettivamente eguali. 

Portiamo  due  lati  eguali,  i«r  es.:  .\B  e  A'B'  a  coincidere 
in  modo  che  i  vertici  C,  e  C'  dei  due  triangoli  si  trovino  nel 
piano  da  bande  opposte  rispetto  alla  ratta  AB,  e  costruiamo 
il  segmento  (IC,  Si  hanno  tre  casi,  secondo  che  il  segmento  CO, 


incontra  il  se;;mento  comune  o  il  suo  prolungamento  (flgg.  69, 70) 
0  passa  i>er  un  estremo,  per  es.  B  (flg.  71). 

In  araliedue  i  primi  casi,  essendo  isosceli  i  triangoli  CAC 
e  CBi;',  5,'li  angoli  AtXJ'  e  AO'C  sono  eguali,  e  così  gli  an- 
pereió  sono  eguali  gli  angoli  ACB,  AC'B 
nel  primo  caso  come  somma,  n«l  se- 
(ondocomediffeienzd  di  angoli  eguali; 
p  sono  eguali  i  triangoli  dati,  avendo 
un  angolo  egiialo  compreso  fra  lati 
eguili 

Nel  teiz"  ca«o  i  triangali  sono  ret- 
tangoli e  sono  eguali  pel  ^  119 

12d   Teor    —  Se  due  lati  d'un 
triangolo   sono   eguali  a  due   lati 
^if  7z  d'un  alito  tìiangolo,  ma  gli  an- 

goli compresi  son  diiegvah,  all'an- 
golo maggiore  sta  opposto  il  lato  maggime. 

Sia  AH  ^  A'B'  (fig.  72)  e  Àc"=  AXV^  ma  aia  BAC>  B'a"^'  , 
dico  che  è  HC  >  B'C,  Facciamo  coincidere  A'B'  con  AB,    in 
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modo  che  i  d)i«  ti'ian^li  sieao  dalla  nieile^ima  iHiiidu  rispetto 
■aì  lato  comune,  l'er  la  disu^a^lianza  iIp};H  untoli  A  e  A',  il 
lato  A't"  sarà  interno  all'angolo  B.\<'  e  [xitianno  dam  li-e 
casi:  1."  che  il  pttnto  I''  coincida  con  mi  punto  interno  al 
Iriangolo.  2°  che  il  punto  I''  coincida  con  un  punto  del  seg- 
mento BC!.  3."  che  il  punto  (''  coincida  con  un  puntj>  esterno 
al  triangolo. 

1."  Caso.  —  l^a  M  (fig.  73)  il  punto  con  cui  coincide  (■'. 
Si  pi'oluDghino  Ar  ed  AM  e  si  costruisca  MC.  Sia  K  un  punto 
del  prolungamento  di  A<',  I)  un  punto  del  prolungamento  di  AM, 
per  es.  il  punto  in  cui  incontra  il  lato  hC.  Il  triangolo  AMC  è  ì.'jo- 
scele,  essendo  ÀM  =  Ar'  =  ATe  perci<">è  M'cK'=t?MÌ)(.|;il) 


-^^/^ 


/}f    7J 


ma  ò  MCE  >  M01>,  quindi  è  CMD  >  MOD  e  a  più  forte  ra- 
gione BmC  >  MOi);  ma  in  un  triangolo,  opposto  all'angolo 
maggiore  è  il  lato  mag^ore,  quindi  nel  triangolo  BCM  è  BO  > 

>  ÌÌM^;  ma  è  BM  =  M7  e  lercio  è  ^>  B^  e.  d.  d. 

2."  Caso  (fig.  74).  —  Se  C'  coincide  con  un  punto  M  del 
lato  B<:;,  sarà  BM  =  B'C;  e   siccome  evidentemente  è  BC  > 

>  BMÌ  è  dimostrato  che  BCr>  B"77r 

3."  Se  C  (flg.  75)  coincide  con  un  punto  M  estemo  al 
triangolo,  sia  D il  punto  d'incontrodìAM  con  BCjcostruiamoMC. 
Il  triangolo  AMC  è  isoscele,  e  percifi  è  AMC  =  ACM:  ma 
e  ACM  >  fi3ì;  sarà  dunque  AMC  >  ÉCM  e  a  più  .forte 
ragione  BMC  >  B<SìI  e  perciò  BC'>  BM"  ossia  BC  >  B'C'^ 

H  vero  anche  il  teorema  inverso: 

Teor.  —  Se  dnc  lati  d'v,n  triangoln  sono  eguali  a  dite 
lati  (f  Mrt  altro  trìanffolo,  ma  gli  altri  lati  sono  disuguali, 
al  lato  maggioi-p  sta  opposto  l'angolo  maggiore, 

D,™),prii>,Google 
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Si  prova  ehe  al  lato  maniere  non  può  essere  opjwsto  un 
angolo  minore,  perchè  si  contraddirebbe  al  teorema  precedente; 
non  può  ^sere  opiwsto  un  angolo  eguale,  perche  i  due  trian- 
goli sarebbero  eguali,  e  non  iiotrehbero  avere  due  lati  omolo- 
ghi dis^uali. 

124.  Teor.  —  Se  due  triangoli  rettangoli  hanno  l'ipote- 
nusa eguale,  e  un  cateto  del  primo  è  maggiore  di  un  ca- 
teto del  secondo,  l'altro  cateto  del  secondo  é  maggiore  del- 
l'altro cateto  del  primo. 

Si  dispongano  i  triangoli  ABC,  A'BU  in  modo  che  coincidano 
le  ipotenuse  eguali  e  i  vertici  degli  angoli 
retti  sieno  da  bande  opposte  rispetto  all'ipo- 
tenusa comune  BC  (flg.  76). 
Mia  AB"^  A^-  dico  essere  ÌJG>hC. 
Si  eostru^ca  AA  Siccome  gli  angoli  ABC 
e  CBA  sono  aciti  la  loro  somma  ABA'  è 
certampnte  un  angol  convesso;  e  poiché  nel 
triangolo  ABA'  non  possono  ambedue  gli  angoli  BAA',  BA'A 
essere  ottusi,  ne  viene  che  AA  è  mterna  agli  angoli  BAC  e 
BA'C,  ognuno  dei  quali  divide  in  due  pdrti. 

Ora,  nel  triangolo  ABA  eswndo  AB>A'B,  è  anche 
6^>  BAA'  ;  e  poiché  sono  eguali  SaT  e  SX^^arà  (§  30, 8") 
AA'C<A'AC;  e  perciò  nel  tri  involo  AA'C  è  AC<A^- 

Distanze  e  luoghi  geometrici. 

125.  Def.  —  Se  un  segmento  ha  un  estremo  in   un  punto 

e  l'altro  estremo  su  una  retta     diremo  ehe  quel    segmento  è    , 
condotto  dal  punto  alla  retta 

126.  Teor.  —  IH  tutti      wgme  iti  condotti  da  uno  stesso 
punto  a  una  medesima  retta,  il  seg- 
mento perpendicolare  é  il  minore.  a 

Sia  AP  (flg.  77)   il  segmento  perpen-  / 

dicolare,  AB  un  altro  segmento  che  ha  / 

un  estremo  nel  punto  comune  A  e  l'altro        / 

estremo  sulla  retta  data  «.  Nel  triangolo    ^^ 1  '  "  ~k 

rettangolo  APB,  l'ipotenusa    AB  è  mag.  ^^ 

giorediciascuncateto.Edunque AP<AB-   ■ 

127.  Def.  —  Chiameremo  distanza  di  un  punto  da  una 
retta  il  segmento  perpendicolare  condotto  dal  punto  alla  retta. 
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-  La  distaDza  di  un   vertice  di    un  triangolo  dalla   retta  del 
lato  opposto  {base)  (l)  si  chiama  altezza  nel  triangolo  corri- 
spondente a  questo  lato.  Ogni  ti'iangolo  ha 
tre   altezze.   Nel    triangolo   rettangolo  due 
altezze  coincidono  eoi  cateti. 

128.  Def.  —  Cbiameremo  proiezione  di 
un  punto  aopra  una  retta  data,  l'estremo  su 
questa  retta  di  un  segmento  uscente  dal 
punto  dato  e  perpendicolare  alla  retta,  a-        a'         3' 

Così  (fig.  78)  la   proiezione   del  punto  \         F,j  7ì 
sulla  retta  «  e   A'.  Se  il  punto  B  è   dato 
sulla  retta,   la  sua  proiezione   coincide  col   punto  stesso. 

Chiameremo  proiesione  d'un  semento  sopi-a  una  l'etta  data, 
il  segmento  di  questa  compreso  fra  le  proiezioni  degli  estremi 


del  segmento  dato.  Cosi  la  proiezione  del  segmento  AB  sulla 
retta  a  è  A^'  (%g.  79-80-81). 

129.  Teor.  —  Due  segmenti  obliqui  che  hanno  tmentremo 
?  Valtro  estremo  sopra  una  retta,  sono  eguali,  se 
hanno  su  di  essa  proiesioni  eguali  ; 
altrimenti  è  maggiore ,  quello  che 
ha  proiezione  maggiore. 

Se  è  BP  ^^  PC,  dall'eguaglianza  dei 
triangoli  rettangoli  APB,  APC  si  de- 
duce   subitO_AB  =  AC  (fig.  82). 

E- se  ò  PD  >PB,  dicoeheèAD;:- 
>  AB  :  infatti  è  l'angolo  ABD  mag- 
giore dell'angolo  retto  APB,  come  angolo  esterno  del  trian- 
golo APB  ed  è   perciò   ottuso  :  necessariamente ,    nel  trian- 

(1^  Da^àii(  elle  prima  ebbe  signllìvato  di  anilatura,  passo,  piede;  ti'asl. 
piedistallo  e  poi  tnCto  ciò  ctie  serve  di  sostegno. 


/■/^  f^ 
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golo  AltB ,  è  ABD  >  ADB  ;  ma  in    un    triauf^olo  al   mag- 
gior angolo  ò  opposto  il  ma^ior  lato,  quìadi  è  AD  >  AB. 

Cor.  —  1."  Condotto  un  segmento  obliquo  da  un  punto 
a  una  retta,  se  ne  può  sempre  condurre  un  altro,  e  uno 
solo,  eguale  al  pritno. 

2."  In  ogni  triangolo  un'altesxa  è  minore  di  ciascuno 
dei  lati  con  essa  concorrenti. 

3."  Dati  due  segmenti  eguali  condotti  da  un  punto  a 
una  retta,  tutti  gli  altri  segmenti  condotti  dal  punto  alla 
retta,  e  compresi  neW  angolo  convesso  che  quelli  determi- 
nane, sono  minori  dei  due  segmenti  dati,  tutti  gli  altri  ne 
sono  maggiori. 

4."  Condotti  tre  segmenti  da  un  punto  a  una  retta, 
il  segmento  interno  all'angolo  degli  altrìdue  nonpuò  es- 
sere maggiore  di  tutti  e  due  questi  segtnenti. 

5.°  In  un  triangolo  acutangolo  le  tre  altezze  sono  in- 
terne. 

0."  In  un  triangolo  ottusangolo  due  altezze  sono  esterne 
e  una  interna. 

1  JO  Def  —  Chiameremo  Luogo  qeometì  tuo  dei  punti  soletti 
Eul  una  data  le/^e,  una  fgura  tale  che  tutti  i  suoi  punti  ed 
(isd  Holtanto  soddisfino  alla  data  t^ge 

I  a  dimostrazione  necessaria,  [ler  provare  che  una  %ura  è  un 
luogo  geometrico  dovrà  dunque  constare  di  due  parti,  cioè  bi- 
sognerà provare  1  '  che  o^^ni  punt'>  della  flgnia  soddisfa  alla 
data  legge  2  "  che  ogni  punto  non  appartenente  a  quella  figura 
non  soddisfa  alla  medesima  lef^re 

Essendo  queste  due  proposizioni  una  contraria  dell'aJtra,  sì 
potrà  per  la  legge  delle  inverse,  dimostrare,  oltre  la  diretta-, 
I  inversa,  in\ece  della  contraria  oioe  basterà  pi ovare;  1."  che 
ogni  punto  della  figura  soddisfa  alla  data  le^e,  2."  che  ogni 
punto  il  quale  soddisfi  illa  data  le^ge  appartiene  necessaria- 
mente a  ijuella  flguia. 

Dal  teoiema  del  ^  80  si  ha  subito 

Teop  —  Il  luot/o  geometìico  de)  punti  di  un  piano  che 
da  un  punto  dello  stesso  piano  hanno  distanza  eguale  n 
un  segmento  dato,  e  il  eitealo  che  ha  pei  eentro  quel  punto 
e  pei    i  aggio  il  segmento  dato 

Si  ha  pure 

ti  luogo  qeometììco  dei  punti  di  un  piano  che  han 
da  un  punto  dato  dittania  mtnoii  di  un  segmento 
dato    e    la    supeì fìcH    del    eucolo    clic    ha    ptr    centro    il 
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punto    dato    e  per    raggio    la    distanza  data  (escluda  la 

circo  nferen  za) . 

Il  lìtogo  geom.  dei  punti  di  un  piano  che  han  da  nn 
punto  dato  distanza  maggiore  di  un  segmento  dato  è  tutto 
il  piano,  esclusa  la  superficie  e  la  circonferenza  del  circolo 
che  ha  per  centro  il  punto  dato  e  per  raggio  la  distanza 
data. 

131.  Teor.  —  //  luogo  geometrico  dei  punti  di  un  piano 

equidistanti    da    due  suoi  punti  é   la 
jr  retta  del  piano  perpendicolare  alla  di- 

stanza  dei  punti   dati  nel  suo  punto 
medio. 

Se  A  e  B  sono  i  due  puoti  dati  (fig.  83) 
C  il  punto  medio  del  segmento  AB,  a  ìa 
perpendicolare  ad  AB  nel  punto  C,  ogni 
punto  P  di  n  è  egualmente  distante  dai 
punti  A  e  B,  poiché  PA  e  PB  sono  eguali 
pel  Teorema  del  ,^  129.  Inoltre  c^ni  punto 
Q,  che  non  sìa  sulla  l'etta  a,  ha  la  sua  proiezione  su  questa 
in  un  punto  D  diverso  da  C,  e  perciò  (g  104,  Cor.)  le  proie- 
zioni DA  e  DB  dei  segmenti  QA  e  QB  aon  diseguali  :  sarà 
anzi  DA  <  DB  oi^ure  DA  ^>DB  secondo  che  D  è  della  stessa 
parte  di  A  o  di  B  rispetto  a  0.  Nel  primo  caso  è  QA  <  QB,  nel 
secondo  QA^-QB. 

Def.  —  La  retta  perpendicolare  a  un  segmento  nel  buo 
punto  medio,  dìcest  asse  o  mediatrice  del  semento. 

Cor.  —  La  mediatrice  d'un  segmento  divide  il  piano 
in  due  semipiani.  Ognuno  di  questi  (esclusa  la  mediatrice) 
è  il  luogo  geom.  dei  punti  delpiano 

che  hanno  minor  distanza   dall'e-      

stremo  che    esso    contiene,   anziché 
dell'altro.  — 

132.  Teor.  —  //  luogo  geometrico      — 
dei  punti  di  un  piano  equidistanti  . 
da   una  retta  è  costituito  da  due                    '■>"  ■ 
parallele  a  questa  retta. 

Da  un  punto  qualunque  0  della  i-etta  (fig.  84)  si  costruisca 
la  perpendicolare  MN,  e  su  essa  da  bande  opposte ,  rispetto 
alla  retta  a,  si  prendano  OM  e  t)N  eguali  fra  loro  e  alia  di- 
stanza data.  Per  M  e  N  si  costruiscano  le  parallere  m  e  n 
ad  A.  E  facile  vedere  che  tutti  i  punti  di  ìh  e  n  sono  equi- 
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distantì  dalla  inetta  a,  e  che  ogni  punto  fuori  di  tali  rette  non 
è  alla  data  distanza  da  a. 

Cor.  —  Due  rette  parallele  e  ad  eg%Ml  distanza  (§  68)  da 
una  retta  data  dividono  il  piano  in  una  striscia  e  dtie 
semipiani.  La  striscia  (eselusine  i  lati)  è  il  luogo  geom. 
dei  punti  che  han  dalla  retta  data  distanza  minore  di 
quella  data.  E  i  semipiani  costituiscono  il  luogo  geom. 
dei  punti  che  han  dalla  retta  data  distanza  maggiore 
di  quella  data. 

133.  Toor.  —  lì  luogo  geometricodei  punti  di  un  piano 
equidistanti  da  due  sue  rette  concorrenti  è  costituito  dalle 
bisettrici  dei  loro  angoli. 

Siano  a  e  6  le  rette  che  s'incontrano  in  un  punto  0(fig.  85); 
m  e  ji  le  bisettrici  dei  loro  angoli. 
Se  un  punto  P  preso  su  una  bi- 
settrice è  un  punto  del  luogo  e  PM 
e  PN  le  sue  distanze  dalle  due  rette, 
deve  essere  PM  =  PN.  E  cosi  è, 
perchè  i  due  triangoli  rettangoli 
fK)M,  PON  sono  eguali  per  avere 
l'ipotenusa  e  un  angolo  acuto  ri- 
spettivamente eguali. 

Inoltre,  se  un  punto  Q  non  ap- 
partiene a  una  bisettrice ,  esso 
ha  minor  distanza  da  una  che  dall'altra  retta.  Difatti,  se  esso 
appartiene  a  una  delie  rette  la  tesi  è  evidente.  Se  poi  il  punto 
non  appartiene  a  nessnna  delle  rette,  esso  è  interno  a  unodsì 
quattro  angoli  in  cui  le  rette  dividono  il  piano ,  e  rispetto  alla 
bisettrice  di  questo  angolo  si  trova  dalia  stessa  parte  di  uno 
dei  lati,  e  da  parte  opposta  dell'  altro.  Sicché  una  delle  di~ 
stanze  QR,  QS  di  Q  dalle  due  rette  incontra  la  bisettrice  in 
un  punto. 

Sia  QS,  distanza  di  Q  da  b,  che  incontra  la  bisettrice  nel 
punto  T,  e  sia  TU  la  distanza  di  T_da  n.  È  T^^TU.  Ma 
nel  triangolo  QTJTai  ha  :  QU  <  Qf_+ TU  eperciò  QU  <  QT  + 
+  TS  0  QÙ  <  QS.  E  poiché  è  QR<QU,  è  pure   QRr<QS.' 

134.  Cor. —  La  bisettrice  d'un  angolo  divide  l'angolo  in 
dueparti,  agnunadelle  quali  (esclusa  la  bisettrice)  è  il  luogo 
geom,  dei  punti  del  piano  ohe  han  minor  distanza  dal  latOi 
che  essa  contiene  ansiohè  dell'altro. 

135.  Tcor.  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidistanti 
dai  lati  di  lina  striscia,  é  la  bisettrice  della  slrìscia. 


/'if  SJ 
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Ogni  punto  della  bisettrice  (%.  86)  è  egualmente   distante 

dai  tati  della  striscia.  Difatti,  costruita  per  un  suo  punto  0  la 

pei' pendice  lare  \IM'  comune  ai  due  lati  della  strìscia,  facendo 

coincidere  le  due  parti  eguaii  in  cui  è  divisa  la  striscia  (pei' 

es.  rotando  intomo  alla  bisettrice)  coin- 

'—, n cide  OM  con  OM'  ;  è  quindi  OM  =  OM'. 

^ L Inoltre  se  Q  è  un  punto  della  striscia 

^. chenonapjiartiene  aliabisettrÌce,eQP,QF' 

Tif  Sf  ^^  '®  ^"^  distanze  dai  lati,  una  di  que- 

'  ste  per  es.  QP',  incontra  la  bisettrice  in  un 

punto  R.  Si  ha  RP  i=  RP'  per  la  prima  parte  del  teorema:  e 
quindi  non  può  essere  QP  ^  QP'  (§  104,  Cor.). 

Cor.  —  1-"  Ln  bisettrice  d'una  striscia  divide  il  piano 
in  due  semipiatii,  ognuno  dei  quali  (esclusane  però  la  biset- 
trice) è  il  luogo  geom.  dei  punti  del  piano  che  han  minor 
distanza  dal  lato  della  striscia  che  esso  contiene  anziché 
dall'altro. 

136.  Il  teorema  pi-eeedente  può  enunciarsi  :  La  bisettrice 
di  una  striscia  é  il  luogo  gecmefrico  dei  punti  medi  di 
tutti  i  segmenti  perpendicolari  ai  due  lati  della  striscia. 

137.  Teor.  —  La  bisettrice  d'una  striscia  è  il  luogo  geome- 
trico dei  punti  medi  di  tutti  i  segmenti  che  hanno  gli  estremi 
sui  lati  della  striscia. 

Sia  «  la  striscia,  AB  un  segmento  che  ha  gli  eiitremi  sui 
iati  della  striscia;  C  il  punto  che  esso  ha  comune  colla  biset- 
trice della  striscia;  dico  che  C  è  il  punto 
medio  del  semento  AB  (%.  87). 

Si    costruisca   la  larghezza    MN  della 
striscia,  che  passa  per  C.  I  due  triangoli   , 
rettangoli  MCA,  BCN  sono  eguali,  pei"chè       ■"     ■" 

è  CM  ==  CN  (Teorema  preced.)  e  MCA  = ^'■''-      ' 

BCN  come  opposti  al  vertice.  È  dunque  CA  =  GB. 

Viceversa,  sia  C  il  punto  medio  del  segmento  AB,  dico  che 
il  punto  C  appartiene  alla  bisettrice;  e  difatti  se  cosi  non  fosse 
e  invece  fosse  C  il  punto  in  cui  la  bisettrice  della  striscia  in- 
contra il  segmento  AB,  sarebbe  per  la  prima  parte  di  questa 
teorema  .iC'^^C'B;  ossia  il  segmento  AB  si  potrebbe  divi- 
dere in  due  modi  in  due  parti  eguali,  il  che  è  impossibile. 

138.  Teor.  —  Date  tre  rette  di  une  stesse  piano  che  pas- 
sino rispettivamente  per  gli  estremi  di  più  segmenti  e  pei 
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Iw'o  ptmti  medi,  se  due  di  esse  son  parallele,  anche  la  ter=n 
é  Iwo  parallela. 

Dati  i  segmenti  AB,  A'B'  (^.    88)  e  i  loro   punti  medi  (.' 
e  C,  se  AA'  e  BB'  son  parallele ,  CC  è  bisettrice  della  loro 
striscia  pel  Teorema  precedente  e  jierciò 
ji    ji-  è  loro  parallela.  Se  poi  son  parallele 

AA'e  CC,  è  loro  parallela  anche  BB'; 
perchè,  costruite  le  perpendicolari  AM, 
BN,  A'M',  B'N'  dagli  estremi  dei  seg- 
menti dati  sulla  retta  CO' ,  essendo 
BN  =  AM  e  B'N'  ^  A'M'  (§  67)  ed 
essendo  per  ipotesi  AM  ^  A'M',  è  pure 
BN  =  B'N',  e  pei-ciò  ó  BB'  parallela  a  CC'  (§  57.3." . 

Il  teorema  precedente  è  vero ,  anche  se  i  due  segmenti 
hanno  comune  un  estremo  o  i  punti  medi;  s'intende  allora 
che  la  retta  che  passa  pel  punto  comune  va  coitruita  pa- 
rallela a  una  delle  altre. 

Ossia:  1."  Se  due  segmenti  hanno  un  esU  etno  coìiiune,  la 
rette  dogli  altri  estremi  e  quella  dei  punti  medi  son  pa- 
rallele. 

2."  Se  due  segmenti  hanno  il  punto  medio  comvne  Iti 
retta  di  due  estremi  è  pai  allela  alla  retta  deqh  altri  dve 
139.  Abbiamo  quindi  il 

Teor.  —  Se  due  lati  d  un  triangolo  son  divisi  tn  uno 
stesso  numero  di  parti  eguali,  le  i  rtte  det  punti  che  dti  t 
dono  i  lati  in  egual  modo  son  parallele  al  terzo  lato. 

Sia  dato  il  triangolo  ABC  (fig.  89)  e  sia  BM  =  MN  ^  NP  ^ 
=  PA  e  BM"'  =  M'N'  =  N'P'  =  P^  Pel  cor.  1."  del  §  prec. 
la  retta  MM'  è  pai'allela  alla  retta  NN'  ; 
ma  se  (§  138)  MM'  e  NN'  son  paral- 
lele ed  è  MN  =  NP,  M'N'  =  N^'  an- 
che PP'  risulta  loro  parallela;  e  cosi 
essendo  NN'  e  PP'  parallele,  e  NP  ^ 
=  1\A  e  "NP'  =  T^,  anche  AC  è  pa- 
rallela alle  medesime  rette. 

Lo  stesso    ragionamento    può    farsi  ' 

qualunque  sia  il  numera  delle  parti  in  cui  i  lati   son  divisi. 

È  facile  dimostrare  che  se  dai  punti  M,N,  P  si  conducono 

le  parallele  al  lato  BC  (o  dai  punti  M',  N',P'  le  parallele  al 

lato  AB),  il  lato  AG  resta  diviso  dai  punti  S,  T  e  II  in  quat- 
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Ho  parti  e^ali  ;  e  perciò  MM',  che  è  eguale  ad  IJ(!  è  la  quarta 
(Kirte  di  AC.  Sicché  in  generale  jiuò  enunciarsi  il  seguente: 
Teor.  —  J'rpsi  dw  punti  sopra  due  ititi  d'un  triangolo, 
xe  le  loro  dislame  dal  m-ticv  connine  sono  eqiiisumnivlti- 
pie  dei  due  lati,  la  laro  distanza  è  equisiinimultipla  del 
terzo  lato. 

Altre  proprietà  dei  Triangoli. 


:   punto 


/>>  S» 


140.  Teor.  —  Sei  piano  d'un  triangolo  t 
equidistante  dai  vertiei  ed  «no  solo. 

Sieno  R,  F,  (ì  (fig.  90)  i  punti  medi  dei  lati  del  triangolo  AlìC. 
j  Le  perpendicolari  ai  lati  AB  e  BC  con- 

dotte pei  punti  K  e  F  s'incontrano  jien 
il  Cor.  del  §  61.  Sia  i)  il  punto  d'in- 
contro: questo  punto,  essendo  sulla  i-etta 
EO,  mediatrice  del  sefrnientfl  AB,  è  equi- 
distante dai  punti  A  e  U  (J^  13Ì)  e,  es- 
sendo anche  sulla  retta  00,  è  pure  equi- 
distante (lai  punti  B  e  (';  o^isia  il  punto 
U  è  equidistante  dai  punti  A,  B  e  C. 
It  punto  U,  essendo   equidistante  dai  punti    A  e  C,  è  sullii 
retta  OF,  perpendicolare  al  lato  AC  nel  punto  F.  E  siccome 
ogni  punto  equidistante  dai  tre  vertici,  deve  apijartenere  alle 
tre  rette  (ìO.  EO,  F(ì,  è  evidente  che  i  ■  ■      ■■ 

oltre  (.)  che  sia  equidistante  dai  vertici 

Cor.  —  /*  mediatrici  {%  131)  dei  lati  di  i 
sano  per  un  medesimo  punto. 

Il  loro  punto  comune  dicesi  cireumei 
vedremo  più   tardi,  può  essere  in- 
terno al  triangolo,  su  un  lato,  oppure 
esterno. 

141.  Teor.  —  -Ve/  piano  d'  un 
tì-iangrJo  ri  sono  quattro  punti 
equidistanti  dalle  rette  dei  suoi 
lati. 

Sia  ABC  il  triangolo  (flg.  91):  le 
bisettrici  di  due  angoli,  per  es.:  CAB 
e  ABC,  si  devono  incontrare  in  un 

punto  1,  perchè  esse  son  dalla  medesima  banda  del  piano  rispetto 
al  lato  AB  e  la  somma  degli  angoli  lAB  e  ABI  è  minore  di  due 
retti  (§  53). 

Il  punto  1,  essendo  sulla   bisettrice  Al  e  equidistante  dai 


vi  è   altro  punto 

I  trianffclo  jtfis- 

'.  Questo  punto  come 
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lati  AC  e  AB  (g  133);  essendo  sulla  bisettrice  BI  è  equidiatantp 
dai  lati  AB  e  BC;  ossia  il  punto  1  e  equidistante  dai  tre  lati 
del  triangolo. 

Questo  punto  I,  essendo  equidistante  dai  lati  A(,'  e  (.IB,  ap- 
partiene anche  alla  bisettrice  CI. 

Anche  i  punti  I'  I"  r",chesono  ciascuno  il  punto  d'incontio 
di  due  bisettrici  de^li  angoli  e  temi  son  equidistanti  dalle 
rette  dei  lati  È  facile  dtmostiaie  t,he  pei  o^nunu  dei  punti 
III"  pa,'4sano  due  bisettiiei  di  indoli  ertemi  e  una  d  un 
anffolo  interna 

Siccome  1  punti  equidistanti  dalle  rette  dei  Uti  devono  ij»- 
parteneie  alle  bisettiici  dei  loio  angoli  è  evidente  che  non 
M  wno  altii  punti  equidistanti  da  tali  tette  ìltre  i  quattro 
troi  ati 

Cor  —  l"  Le  hi^elU  tei  degli  angoli  interni  d  un  h  lan 
ffolo  passano  pei  ino  stesso  punto  mfeìno  al  triangolo 
il  punto  comune  delle  bisettrici,  interno  al  triangolo,  dicesi  in- 
centro del  triangolo. 

2."  Due  bisettrici  degli  angoli  estemi  e  la  bisettrice 
dell'angolo  interno  non  adiacente  passano  per  un  medesimo 
punto  esterno  al  triangolo.  Di  questi  punti  se  ne  hanno  tre, 
che  si  dicono  excentri  del  triangolo. 

142.  Teor.  —  Le  tre  altezze  d'un  triangolo  passano  per 
uno  stesso  punto. 
Dato  il  triangolo  AB(;  {fig.  92)  eostruiamo  pei  tre    vertici 
le  parallele  ai  lati  opposti.  Esse  devono 
incontrarsi  a  due  a  due  e  formare  così 
un  triangolo  A'B'C.  I  segmenti  AB  e 
B'C  sono  eguali,  perchè  sono  segmenti 
paralleli  compresi  fra  rette  parallele;  e 
così  è  AB  =  CF,  e  lercio  è  FC  =  CA^ 
ossia  C  è  il  punto  medio  del  lato  A'B'; 
e  così  B  ed  A  sono  i  punti  medi  dei 
segmenti  A'C  e  C'B';  e  siccome  BP, 
lierpen dicolare  ad  AC,  è  perpendicolare 
anche  alla  sua  parallela  A'C,  e  cosi  CH 
è  perpendicolare  ad  A'B'  e  AH   a  C'È',  ne  viene  che  le  tre 
altezze  del  triangolo  ABC  sono  le  mediatrici  dei  lati  del  trian- 
golo A'B'C  e  percift  passano  per  uno  stesso  punto  H  (§  140). 
Def.  —  Il  punto  H  comune  delle  altezze  d'un  triangolo  di- 
cesi ortocentro  (1).  Gli  estremi  delle  altezze  sui  lati  diconsi 
punti  artici. 

(1)  na  ip*M  =  diritto,  retto. 
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L'ortocentro  è  interno  (S 120,  Cor.  5.")  nel  triangolo  acutan- 
golo, esterno  al  triangolo  ottusangolo,  coincide  col  vertice  del- 
l'angolo retto  nel  triangolo  rettangolo, 

143.  Def.  —  La  di^nza  di  un  vertice  d' un  triangolo  dal 
punto  medio  del  lato  opposto,  si  chiama  mediana. 

Ogni  triangolo  ha  tre  mediane. 

Le  mediane  sono  interne  al  triangolo, 

144.  Teor.  —  Le  tre  mediane  d'un  irianiioìo  pannano 
per  uno  stesso  punto.  . 

Sieno  AA',  BB'  due  mediane  del 
triangolo  ABC  {flg.  93)  le  quali  cer- 
tamente s'incontrano  in  un  punto 
G  (§21,3."). 

Sia  M  il  punto  medio  del  iieg- 
mento  AG  e  N  il  punto  medio  di 
BOT  Pel  §  139,  B'^o  parallelo  ad  ^^    ^'  '' 

AB  ed  eguale  alla  sua  metà.  E  così 

nel  triangolo  GAB  è  M.s  parallelo  ad  AB  ed  eguale  alla  »ua 
metà.  Sono  dunque  i  segmenti  B'A'  e  MN  eguali  e  paralleli, 
e  per  ciò  sono  eguali  i  due  triangoli  B'GA'  e  MGN. 

È  dunque  B^  =  GN,  e  ossia  FG  è  la  metà  di  BGr  e  A'G 
=  GM,  ossia  A'G  è  la  metà  di  GG'.  Ossia  due  mediane  qua- 
lunque s' incontrano  in  un  punto  tale  che  divide  ciascuna 
di  esse  in  due  pai'ti,  una  metft  dell'altra.  Allora  la  mediana  CC 
deve  incontrare  un'altra  mediana,  per  es.:  la  BB',  in  un  punto 
che  divida  questa  in  due  parti,  una  metà  dell'altra.  Questo 
punto  è  il  punto  G;  dunque  le  tre  mediane  pa-^sano  tutte  pel 
punto  G. 

Def.  —  Il  punto  comune  G  delle  mediane  d'un  triangolo 
dicesi  baricentro  (1)  o  centro  di  gravità  del  triangolo. 

Esso  6  interno  al  triangolo. 

145.  T«or.  (di  Eulero),  —  In  ogni  triangolo  l'ortocentro, 
il  baricentro  e  il  cirevmcentro  sono  sopra  una  medesima 
retta  e  la  distanza  del  primo  dal  secondo  è  doppia  della 
distansa  del  secondo  al  terso. 

Sia  ABC  il  triangolo,  Hil punto  comune  delle  altezze  (flg,  94), 
G  quello  delle  mediane,  0  il  punto  equidistante  dai  vertici;  K  il 
punto  medio  del  segmento  BH,  N  il  punto  medio  del  seg- 
mento BG,  L  il  punto  medio  del  segmento  AH,  (J  e  R  i  punti 
medi  dei  lati  AC,  BC. 


(1)  Da  |*9pì  =  pesame. 
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Pel  §  139  0  QR  la  metà  dì  AR  ed  ò  n  questo  parallelo; 
e  nel  triangolo  AUli  è  [iure  ],K  la  metà  di  AB,  cui  è  paral- 
lelo; dunque  QK  e  LK  sono  egu^Ji  e  pai-aiteli.  Allora  i  trian- 
goli ('KQ  e  HKL  sono  eguali,  avendo 
eguali  1  lati  tìR  e  KL,  gli  angoli  in  0 
e  in  H  e  gli  angoli  in  Q  e  in  K,  perchè 
hanno  i  lati  jhiialleli  in  direzione  op- 
posta V  quindi  T>Q_=  HK;  ma  è  HK  = 
=^K,  e  dunque  OQ  =  BK.  Ne'  dedu- 
ciamo che  sono  eguali  i  triangoli  <  )Q(t 
e  NBh,  H\endo  eguali  i  lati  CÌQ  e  BK, 
i  lati  UQ  e  BN  come  terze  parti  della 
^  .  j  mediana  BQ  e  gli  angoli  IH^\  e  NBK 

"^'^  come  alterni  interni    I*  perciò  <  MlCf^v 

BNÌT;  ma  è  m?K"=  BÌÌÌT,  perché  NK  e  fìH  (§  139)  sono  pa- 
ralleli; vuol  dire  che  è  (ÌW  =  iSS"  e  quindi  (§  3f))  CtO  e 
(JH  sono  semirette  di  una  medesima  retta. 

Di  più  è  OU  =  NK  ;  ma  è  NK  hi  metà  di  OH  ;  è  quindi  ÓO 

la  metà  di  GH, 

Def.  —  La  retta  OGH  è  detta  retta  d'Eulero  (1). 

146.  Tflor.  —  In.  un  triangolo  isoscele  l'aìtesza    uscente 

dal  vertice  comune  dei  lati  eguali  é  medinmi  rispetto  ni  terso 

'  ■"    nffolo  inferito  che    ha    il  medesimo 

Infatti,  se  ABC  è  il  tilangolo  dato,  e  BH  l'altezza  conside- 
rata, i  due  triangoli  rettangoli  BHA  e  BHC 
(%.   95)  sono  eguali,  avendo  comune  un 
cateto    ed  eguale    l' ipotenusa  ;    è  dunque 
AH  —  HC   e  ÀBH"=  HBC: 

Cw.  —  Le  tre  altezze  d'un  triangoli, 
equilatero  sono  inneme  mediane  dei  lati 
corrispondenti  e  bisettrici  degli  angoli 
del  triangolo. 

Sono  veri  i  teoremi  inversi.  R  si  ha  pure: 

Teop.  —  In  un  triangolo  isoscele  la 
bisettrice  dell'  angolo  esterno  formato 
dalle    rette    dei   lati    eguali  è  parallela  a. 


0  (n.  15  Ajirile  1707, 


79 

lafatti,  se  ABC  ò  il  triangolo  dato  (fig.  95)  e  Bf>  ta  liiset- 
trice  dell'angolo  esterno  considepato,  e  BH  la  bisettfice  del- 
l'angolo interno  adiacente,  si  ha  che  BH  e  BD  sono  per[)endieo- 
lari  f§  101):  ma  anche  AC  è  perpendicolare  ii  BH  {Teor.  pi'eced.) 
quindi  BI)  e  AC    son  parallele. 

E  vei'o  anche  il  teorema  inverso. 

Cor.  —  Le  tre  rette  delle  biitettnei  ealer-ne  d'un  fi-i'an- 
g<^o  equilatero  sono  parallele  fdle  rette  dei  lati  del  trian- 
golo dato. 

II. 

I  poligoni. 

147,  Def.  —  Più  segmenti  consecutivi,  ma  non  adiacenti, 
formano  una  linea  che  dicasi  poligonale,  spezzata  o  miiltila- 
tera.  I  segmenti  diconsi  lati  della  hnea:  gli  estremi  dei  seg- 
menti, vertici  della  hnea  Dite  vertici  che  sono  estremi  d'un 
medesimo  lato  si  dicono  eonseoitiri  (ìli  angoli  delle  semirette, 
cui  appartengono  due  lati  consecutivi,  si  dicono  ani/oH  de/lalinea. 

In  ogni  vertice  della  linea  si  hanno  dunque  due  angoli,  uno 
concavo  e  l'altro  convesso.  Noi  considereremo  gli  angoli,  in  modo 
che  due  consecutivi  sieno  dalla  stessa  banda  rispetto  al  lato 
comune.  Avremo  dunque  due  serie  di  angoli,  ognuna  delle 
ijuali  può  essere  formata  di  angoli  concavi  e  convessi.  Se  una 
(Ielle  due  serie  è  formata  tutta  di  angoli  convessi  (e  quindi 
l'altra  tutta  di  angoli  concavi)  diremo  che  la  linea  è  eonvessa 
e  parlando  di  angoli  della  linea,  considereremo  koIo  i  <'onvessi. 
.altrimenti  la  linea  dicesi  concava.  Se  dne  Iati  hanno  un  giunto 
comune  {§  26  Pp.),  la  linea  è  iìitrennata. 

Se  il  termine  dell'ultimo  lato  e  l'origine  del  primo  coinci- 
dono (il  che  si  ha,  per  esempio,  se,  data  una  ti^pezs^ta,  $i  consi- 
dera a  far  parte  di  essa  la  distanza  dell'origine  del  primo  lato 
al  termine  dell'ultimo)  si  ha  una  figura  detta  po/i(/0HO  (1).  La 
linea  dicesi  allora  contorno  del  poligono,  la- somma  dei  lati, 
perimetro  (2). 

Se  tutti  i  vertici  d'un  ^loligono  coincidono  (eccetto  tutt'al- 
più,  due)  si  dice  che  si  ha  un  poligono  nullo. 

148.  Teor.  —  //  contorno  di  un  poligono  è  nnn  Hnea  chiusa. 
Difatti  un  suo  lato  e  i  rimanenti  son  due  linee  aperte,  non 

coincidenti,  coi  medesimi  estremi. 

(I)  Dairoliì  =  ttwlto,  ■/'■^■Ki  =  angolo  (che  ha   molti  angoli). 
(i)  Da  ntpi  =  intorno  e  /isTp-H  =  misura. 
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149.  Def.  —  Il  poligono  dteesi  concavo,  convesso  o  intrec- 
cialo, aecondo  che  il  suo  contorno  è  concavo,  convesso  o  in- 
trecciato (§  17). 

Quando  non  ÌDdictieremo  la  specie  di  un  polii^ono,  intende- 
remo ctie  il  poligono  sia  convesso. 

Si  osservi  che  qualsiasi  parte  del  contorno  d'  un  poligono  con- 
vesso è  una  spezzata  convessa,  giacché  gli  angoli  del  poligono 
dovendo  contenere  le  corde  del  contorno,  sono  angoli  convessi. 

Perciò  abbiamo  pure: 

150.  Teor.  —  Se  un  poligono  è  convesso,  esso  rimane  tutto 
da  nna  banda    rispetto  alfa  retta  di  uno  dei  suoi  lati.  E 


151.  Def.  —  I  segmenti  che  han  per  estremi  due  vertici  non 
consecutivi  dei  poligono  ai  dicono  diagonali  (1)  del  poligono. 

Siccome  le  diagonali  d'un  poligono  sono  corde  dei  suoi  an- 
goli si  ha: 

152.  Teor.  —  Le  diagonali  d'un  poligono  convesso  sono 
interne  al  poligono,  e  lo  dividono  in  tanti  triangoli  quanti 
sono  i  lati  meno  due. 

153.  Teor.  —  Il  nutnero  delle  diagonali  di  un  poligono 

.      n  (n  —  3) 
di  n  lati  è . 

Infatti  da  ogni  vertice  escono  3  dimenali  (una  per  ciascun 
vertice  meno  quello  considerato  e  i  due  consecutivi):  cioè  in 
tutto  ti  {n.  —  3)  diagonali.  Ma  poiché  cosi  ogni  diagonale  vien 

contata  due  volte,  il  numero  ne  è  dato  da — . 

154.  Teor.  —  La  retta  che  passa  per  due  punti  del  con- 
torno d'un  poligono  convesso  (non  di  uno  stesso  tato),  non 

può  avere  altri  punti  comuni  col  con- 
s  torno. 

Si    dimostra    come   il    teorema    del 
§  112. 

155.  Teor.  —  Un  lato  di  im  poli- 
gono qualunque  é  minore  della  somma 
di  tutti  gli  altri, 
f'j  ss  Basta  dimostrare  il  teorema  per   il 

lato    maggiore.    Se    il   poligono   dato 
ABCDE  (tìg.  96)  è  convesso,  costruiamo  da  un  estremo  A  del 
lato  maggiore  AH  le  diagonali  AC,  Al),  le  quali  dividono  il 
(1)  Di  S\i  (a  traniersQ)  o  -/uv-.;  t=  angolo  (ittraverso  agli  angoli^. 
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-  1."  Se  il  poligono  inciluppato  e  il  poligono 
inviluppante  hanno  un  lato  comune, 
ìa  somma  dei  rimanenti  lati  del  primo 
è  minore  della  somma  dei  rimanenti 
lati  dell'altro. 

2."  La  soìnnia  delie  distanze  di  un 
punto  interno  a  un  triangolo  dagli 
estremi  di  un  lato,  è  minore  della  somma 
degli  altri  due  lati.  Cosi,  nella  %.  98 
è  OB  +  OG<AB+AC. 

159.  Teor.  —  La  somma  degli  an- 
poligono  convesso  è  tante  volte  due  an- 


i  lati  } 


5  due. 


goti  interni    di 

goti    retti,  quanti  sono  ^ 

Le  diagonali  che  hanno  un  estremo  in  un  vertice,  determi- 
nano, insieme  eoi  lati,  tanti  triangoli,  quanti  sono  i  lati  meno 
due  (flg.  90).  E  la  somma  degli  angoli  di  tutti  questi  triangoli,  che 
è  la  somma  degli  angoli  interni  del  poligono,  è  tante  volte  due 
l'etti,  quanti  sono  i  triani?oti,  ossia  quanti  sono  i  lati  meno  due. 

160.  Teor. In  ogni  poligono  convesso  la  somma  degli 

angoli  esterni  foi~mati  da  ciascun  lato  colla  retta  del  pre- 
cedente è  quattro  angoli  retti. 

Preso  un  punto  0  qualunque,  si  conducono  per  questo  punto 


tante  semirette  parallele  ai  lati  del  poligono  e  nella  medesima 
direzione  (%.  100).  Intorno  al  punto  0  si  formano  tanti  angoli 
quanti  sono  gli  angoli  esterni  considerati ,  e  tali  angoli  sono 
a  questi  uguali.  E  poiché  la  somma  degli  angoli  formati  in- 
torno al  punto  0  è  un  giro,  ossia  quattro  angoli  retti,  il  teo- 
rema è  dimostrato. 

Cor.  —  Un  poligono  convesso  non  pud  avere  più  di  ire 
angoli  interni  acuti. 

Infatti,  se  ce  ne  fossero  quattro,  vi  sarebbero  quattro  angoli 
esterni  ottusi  :  e  la  loi-o  somma  sareijbe  maggiore  di  quattro  l'etti. 
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POUOONI   EGUALI. 


161.  Secondo  dicemmo  al  §  22,  l'r.  due  poligoni  sono  eguali, 
se  si  possono  far  coincidere. 

162.  E  evidente  che: 

Se  due  poligoni  sono  eguali,  gli  elementi  (lati  e  angoli) 
di  uno  sono  ordinatamente  eguali  agli  elementi  dell'altro. 

E  anche: 

Gli  elementi  eguali  di  due  poligoni  eguali  devono  essere 
egualmente  disposti,  cioè  a  lati  eguali  devono  essere  adia- 
centi angoli  eguali  ed  angoli  eguali  devono  esser  compresi 
fra  iati  eguali. 

Def.  Gli  elementi  eguali  ed  e^^atmente  disposti  di  due  po- 
ligoni eguali  si  dicono  omologhi  o  corrispondenti. 

Come  al  §  118  si  può  os'jervare: 

Per  far  coincidere  due  poligoni  complani  eguali  bastano 
questi  movimenti  una  lotastone,  una  traslazione,  un  ribal- 
tamento, o  alcuni  solo  fra  questi. 

Se  il  ribalttunento  non  è  necessario,  i  poligoni  si  dicono  di- 
rettamente eguali:  altrimenti  inco'samente  eguali. 

È  anche  facile  vedere: 

Due  poligoni  eguali  si  possoii  sempre  dispm-re  in  modo 
da.  avere  i  lati  paralleli. 

Basta,  per  ciò,  dopo  averli  fatti  coincidere,  una  qualunquetra- 
sl  azione. 

163.  Dai  teoremi  seguenti  vedremo  che  per  accertarci  del- 
l'eguaglianza di  due  poligoni  convessi,  basta  conoscere  l'egua^ 
glianza  di  tutti  gli  elementi  (lati  ed  angoli)  meno  tre  conse- 
cutivi ,  -purché  fra  questi  tre  sia  compreso  almeno  un  aiuolo. 

Teor.  —  Se  tutti  gli  elementi  di  due  poligoni  convessi,  ad 
eccezione  di  due  lati  e  dell'angolo  compreso,  si  sanno  essere 
rispettivamente  eguali,  anche  questi  altri  elementi  devono 
essere  eguali,  e  i  due  poligoni  sono  eguali. 

Si  sappia  essere  eguali  tutti  i  lati  e  gli  angoli  dei  poligoni 
dati  (fig.  101)  eccetto  gli  angoli  B'  e  B  e  i  lati  che  li  compren-» 
dono.  Si  facciano  coincidere  allora  due  angoli  uguali,  p.  es.  C 
e  C.  Ne  consegue  facilmente  che  coincìdono  i  vertici  D  e  Tt', 
essendo  CD  =  CD':  di  più  per  l'eguaglianza  degli  angoli  D 
e  D'  coincidono  ìe  semirette  DE  e  IVE'  ed  essendo  V>E  ;=  D'R', 
coincide  E  con  E'.  Analogamente  si  dimostra  clie  coincide  A 
con  A',  E  per  l'eguaglianza  degli  angoli  A  e  A'  le  semirette 
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AB  e  A'B'  coincidono;  ma  coincidono  anche  le  semirette  CB 
e  C'B'  per  l'eguaglianza  degli  angoli  C  e  C;  dunque  il  vertice 
B  deve  coincidere  col  vertice  B'  e  i  due  poligoni  risultano 
^uali. 

164,  Teor.  —  Se  ttttti  gli  elementi  di  due  poligoni  convessi, 


goti  consecutivi  e  del 
lato  adiacente,  sisanno 
essere  rispettivamente 
eguali ,  anche  questi 
altri  elementi  devono 
y^-  essere  eguali,  e  i  due 
poligoni  sono  uguali. 
Si  sappia  essere  eguali 
tutti  i  lati  e  tutti  gli  an- 
goli dei  poligoni  dati 
(flg.  101)  eccetto  gli  an- 
i  lati  AB  e  A'B'.  Si  può,  come  nel  teo- 
rema precedente,  provare  la  possibile  coincidenza  dei  vertici 
C,  D,  E  coi  vertici  C,  D',  E'.  Ma  allora,  per  l'eguaglianza  degli 
angoli  C  e  C,  le  semirette  CB  e  C  B'  coincidono;  e  cosi  le  se- 
mirette EA  e  E' A'.  E  poiché  è  CB"=:  CB'  e  EA  =  E'A',  i  vertici 
B  e  B'  coincidono  e  così  i  vertici  A  e  A'.  1  due  poligoni  sono 
dunque  uguali. 

165.  Teor.  —  Se  tutti  gli  elementi  di  due  poligoni  eo-n— 
vessi ,  eccetto    tre 

angoli  oonsecuti-  jj^  ^ 

vi,  si  sanno  esse- 
re rispettivamente 
eguali,  anche  que- 
sti angoli  devono 
essere  eguali,  e  i 
due  poligoni  sono 
eguali. 

Non  si  sappia  se  sono  eguali  gli  angoli  A  e  A',  B  e    B',  C 
■  e  C  (fìg.  l(fe).  Potremo  intanto  far  coincidere  i  vertici  A',  E', 
!>',  C,  sui  vertici  A,  E,  D,  C  rispettivamente.  Allora  i  due  trian- 
goli ABC  e  A'B'C,  avendo  i  lati  rispettivamente  uguali,  sono 
eguali,  e  B'  coincide  con  B. 

Scolio.  —  Un  poligono  è  individuato  quando  son  dati  tutti 
i  suoi  elementi  eccetto  tre  consecutivi,  fra  i  quali  deve  esserci 
almeno  un  angolo.  Difatti  ogni  altro  poligono  che  abbia  gli 
'ì  eguale  a  quello. 
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166.  Teor.  —  Due  poligoni  uguali  sono  divisi  dalle  dia- 
gonali nseenti  da  vertici  omologhi  nello  xtesso  numero  di 
triangoli  uguali  ed  egualmente  disposti. 

Si  dimostra  con  la  sovrapposizione. 

Analogamente  si  dimostra  l'inverso. 

Teor.  —  Se  due  poligoni  sono  divisi  dalle  diagonali  uscenti 
dai  vertici  nello  stesso  numero  di  tì-iangoli  uguali  ed  egunl- 
mente  disposti,  essi  sono  eguali. 

I    QL'ADRANHOLI. 

167.  Dai  teoremi  precedenti,  supponendo  che  i  vertici  del  po- 
ligono sieno  quattro,  si  deducono  per  il  quadrangolo  i  seguenti 
teoremi  : 

1."  Ogni  quadrangolo  ha  due  diagonali. 
2."  La  somma  degli  angoli  d'un  quadrangolo  convesso 
è  quattro  retti. 

3."  Ogni  quadrangolo  ha  almeno  un  angolo  rettoo  ottuso. 
4.°  Due  quadrangoli  convessi  sono  eguali,  se  hanno  eguali 
i  seguenti  elementi  omologhi: 

o  tre  angoli  e  i  due  lati  adiacenti, 
o  tre  lati  e  i  due  angoli  da  essi  compitesi, 
o  tutti  i  lati  ed  un   angolo. 
5."  Un  quadrangolo  e  individuato,  quando  son  dati  cin- 
que elementi. 

Def.  —  In  un  quadrangolo  si  dicono  opposti  due  vertici 
non  consecutivi:  si  dicono  anche  o^_po«(!  due  angoli  che  hanno 
per  vertici  due  vertici  opposti  ;  e  anche  due  lati  che  non  hanno 
nessim  vertice  comune. 

Il  Trapezio. 

168.  Teor.  —  Esistono  quadrangoli  con  due  lati  paralleli. 

Tale  è  quello  che  si  ottiene  costruendo  una  corda  d'un  trian- 
golo parallela  a  un  lato:  (tìg,  103)  oppure  costruendo  due  eorde 
qualunque  di  una  striscia. 

169.  Def.  —  Un  quadrangolo  con  due  lati  paralleli  dicesi 
trapezio  (1).  i  lati  paralleli  diconsi  basi  del  trapezio;  la  di- 
stanza delle  rette  delle  basi  dicesi  altezza  del  trapezio.  Il  tra- 
pezio dicesi  rettangolo  se  uno  dei  suoi  angoli  è  retto. 

(1)  Da  t^stt'Iio-  (diminutivo  di  Toiit£?i  ohe  sta  per  t^c-  —  7i.'?a  ta- 
vola 1  quattro  piedil. 
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È  facile  però  osservare  che  in  ogni  ti-apezio  rettangolo  t;i 
angoli  retti  i^no  almeno  due  conseciirivi,  pei-ciii  dice.-:i   ancbi 

hii  f/taiiffolo. 

Si  può  avere  un  trapezio  con  lati  non 
paralleli  ed  eguali:  per  esempio  quello  che 
wi  ottiene  costiitenilo  in  un  triangolo  iso- 
scele la  curda  pai-allela  alla  base.  Allora 
il  trapezio  chiamasi  igoscrle  O  antipm-af- 
Mogrmxma- 

170.  Teor.  —  In  un  trapezio  isoscele 
ffti  angoli  atiiaeenti  ti  una  base  sono 
effnafi. 

^  rif  10Ì  '  Sia  il  trapezio  isoscele  ABCD  (flg.  104) 
e  AD,  BT  le  basi,  AB,  O)  i  lati  non  pa- 
ralleli ed  eguali.  I.a  somma  dei  due  angoli  adiacenti  ad  una  base 
non  può  essere  due  retti,  perchè  altrìmenti,  gli  altri  due  lati  del 
trapezio  sarebbero  paralleli  contro  l'ipotesi.  E  poiché  la  somma 
di  tutti  gli  angoli  è  quattro  l'etti,  una  delle  due  somme  è  ma^- 
ipoi-e,  l'altra  é  minore  di  due  l'etti.  Sia  per  es.  maggioi'e  di  due 
retti  la  somma  ABC  +3S'D.  Costruendo  daC  la  parallela  OM 
ad  AB:  ed  essendo  percin  la  somma  ABC  +  BCM  ^uale  a  due 
retti,  ne  consegue  che  6  BOB  >  B(!M,  cioè  CM  è  interna  al- 
l'angolo BCD  e  il  segmento  CM  è  interno  al  trapezio.  Si  ba 
allora  il  triangolo  I>CM,  isoscele  perchè  uno  dei  suoi  lati  V.l)  è 
-  uguale  ad  AB  per  ipotesi  e  l'altro  CM  è 

pure  uguale  ad  AB,  perchè  segmenti  pa- 
ralleli compresi  tra  pai-allele.  E  perciò 
cim  =  CDM  ;  ma  è  (MD  =  BAlT, 
essendo  angoli  corrispondenti  rispetto 
fif  tOÀ  alle  pai-allele  AB,  <;M  e  alla  trasver- 

sale AM  :  è  dunque  BAD  =  CDA.  Anche 
gli  angoli  ABC  e  BCD  sono  eguali  perchè  supplementari  dei 
]irecedenti. 

Cor.  1."  Gli  angoli  adiacenti  a  una  deìle  haxi  M  trapezio 
isoscele  sono  aìtiliedue  ottusi  o  ambedue  ac%iti. 

'i,"  La  base  adiacente  agli  angoli  ottusi  é  la  minore. 
171.  Teor.  —  ìie  gli  angoli  ad  una  delle  basi  di  un  tra- 
pezio  sono  egvnli.  il  trapezio  è  isosee/e. 

Se  gli  angoli  ad   unii   delle  basi   sono  eguali,  anche  quelli 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


n,  TRAPEZIO. 


87 


all'alti-a  liase  suiiu  eguali ,  ctime  isiipplementari  dei  ])i-inii: 
e  se  ì  pritiii  sono  acuti,  gli  altri  sono  ottusi  u  viwvei-sa. 
Non  considepiamo  il  chso,  che  siano  retti,  perchè  allora  il 
quadrilatero  avrebbe  paralleli  anche  gli  altri  due  lati.  Da  uno 
dei  vertici  degli  angoli  ottusi  per  ed.  ('  si  costruisce  la  pa- 
rallela CM  all'altro  lato  AB  (fig.  104).  Si  ha  il  trìangolo  MCD 
isoscele,  perchè  è  CMT)  =rBAD  e  |>er  ipotesianche  CDM  =  BAD  : 
quindi  è  CM=  CD:maèCM=  AB  quindi  è  pure  CD  =  AB. 
^  ^  172.  Teor.  —  Le  diagonali  d'un  tra- 

pi'zio  isoscele  sono  eguali. 

Dato  il  trapezio  isoscele  ABCD  e  le 
diagonali  AC  e  BD  (ftg,  10r>)  ì  due  trian- 
goli ACD  e  BAD  sono  eguali  per  avere 
~»   eguali  gli  angoli  ADf:,  BAD  (§  169)  com- 
presi fra  il  lato  comune  AD  e  i  lati  ^uali 
AB  e  CD.  È  dunque  AC  =  BD! 

173.  Teor.  —  Se  h  diagonali  d'nn  trapezio  sono  eguali 
il  trapezio  è  isoscele. 

Nel^  trapezio  ABCD  sia  AC  =  TO  (flg.  106).  Dico  che  è  AB  = 
=  CD.  Costruisco  AM  parallela  a  BD;  e  AM  ^  BD;  e  poiché 
è  per  ipotesi  BD  =  AC,  è  AM  =  A('.  Il  triangolo  AMC  0  dun- 
que isoscele:  edè  AM&=  ACM,  epoichèè.\^ÌC  =  CBDcome 
corrispondenti ,  è  perci<')  ÀCm  ^  CBD,  Allora  i  due  trian- 
goli ABC  e  BDC  sono  eguali,  avendo  un  angolo  eguale  com- 
preso fra  i  lati  eguali  ed  e*  .\B  =  VXi. 


Fif  tes 


174.  Teor.  —  In  un  trapezio  isoscele  le  diagonali  si  di- 
vidono in  parti  rispetHraniente  eguali. 

Se  è  0  il  punto  comune  delle  diagonali  M>,  Bt^del  traiio- 
zio  isoscele  ABCD,  dico  che  è  DO  =  OC  e  AO  =  Oli  (flg.  107). 
.\bl>iamo  infatti  provato  nel  teorema  precedente  che  il  trìan- 
golo  ODO  ó  isoscele:  è  perciò  OD  -^  Oi\  Kssendo  jioi  AD  = 
=  BC   è    anche  AO  =  OBI 
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175.  Il  teorema  4,"  del  §  167  per  il  trapezio  diventa: 
Due  trapezi  sono  ej/uali  se  hanno  eguali  due  angoli  op- 
posti edile  lati;  ose  hanno  eguali  o*tre  lati  ed  un  angolo. 

Due  trapezi  isosceH  sono  eguali  se  hanno  uguali  un  an- 
golo e  due  lati  o  se  hanno  eguali  tt-e  lati. 

Due  trapesi  rettangoli  sono  eguali  se  hanno  eguali  uno 
degli  angoli  non  retti  e  due  lati  o  se  hanno  eguali  tre  lati. 

Lo   PSBUDOROMBO. 

176.  Teor.  —  Esistono  quadrangoli  che  han  due  lati 
consecutivi  eguali  e  gli  altri  due  pure  eguali. 

Tale  è  quello  che  ha  pei*  vertici  gli  estremi  d'un  segmento 
e  due  punti  della  mediatrice  del  segmento.  (Per  avere  un  qua- 
drangolo convesso  scolleremo  questi  punti  sulla  mediatrice  da 
bande  opposte  del  segmento)  (flg.  108). 

Def.  —  Un  quadrangolo  che  ha  due  lati  consecutivi  eguali 
dicesi  pseudorombo  (Ij  o  romboide. 

177.  Si  ha  il  teorema: 

In  ogni  psrudorombo  le  diagonali  san  pr-rpendicotari:  e 
una  di  esse  (quella  che  ha  per  estremi  gli  estremi  comuni 
dei  lati  non  eguali)  è  divisa  per  metà  dall'altra. 

Dato  il  quadrangolo  ABCD  (fig.  108),  sia  AB  =  AD,  CB  =  0D: 
i  punti  A  e  G  devono  appartenere  alla  media- 
trice del  semento;  perciò  il  punto  d'incon- 
tro delle  diagonali  è  il  punto  medio  di  BD. 
Si  ha  pure  l'inverso: 
Teor.  —  Se  le  diagonali  d' un  qua- 
drangolo sono  perpendicolari  e  il  loro 
punto  comune  è  'punto  medio  di  una  di 
esse,  il  quadrangolo  è  uno  pseudoroniho. 
Si  ha  pure: 

Teor.  —  In  ogni  pseudorombo  la  dia- 
F4j''ieS  gonale  che  ha  per  estremi  i  vertici  co- 

muni a  ciascuna  coppia  di  lati  eguali 
è  bisettrice  di  due  angoli  opposti  dello  pseudorombo. 

Dato  lo  pseudorombo  ABt'I)  (flg.  108ì  essendo  AB  =  AD,  BC  = 
^  CD  i  triangoli  ABO  e  ADC  che  hanno  11  lato  A<'  comune 
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Teor.  —  Se  in  un  quadrangolo  una  diagonale  è  hispttriee 
lii  due  angoli  opposti,  esso  è  uno  pseudoromho. 

178.  È  facile  vedere: 

Teor.  —  In  ogni  pseudorottiJio  gli  angoli  opposti,  com~ 
p-esi  fra  lati  disegua/i,  sono  eguali. 

H  teorema  del  §  167  diventa: 

Due  pseudoronibi  sono  eguali  se  hanno  eguali  dite  angoli 
conseattivì  e  il  lato  compì-eso,  oppure  uno  degli  angoli  eguali, 
e  j  due  lati  che  lo  comprendono. 

Il  parallelogramma. 

179.  Teor.  —  Esistono  quadrangola  che  hanno  nascun 
lato  parallelo  al  lato  opposto. 

Tale  è  per  esempio,  quello  che  si  ottiene,  quando  due  strisele 
si  tE^liano;  o  ijuando,  fidati  due  punti  sui  lati  di  un  angolo 
si  costruisce  da  ognuno  di  questi  la  parallela  al  lato  opposto. 

Def.  —  Ogni  quadrangolo  che  ha  ciascun  lato  parallelo  al- 
l'opposto dicesi  parallelogramma  (1) 

Si  dice  altezza  d'un  parallelogramma  corrispondente  a  un 
lato  {base)  la  distanza  di  questo  lato  dal  lato  opposto  (flg  lOtìJ. 

180.  Teor.  —  /  lati  opposti  d'un  parallelogramma    tono 
^    eguali. 

Infatti,  essi  sono  segmenti  paralleli  compresi 
fra  rette  parallele. 
É  vero  l'inverso  cioè: 
Teor.  —  Un  quadrangolo  convesso  è  un 
parallelogramma,  se  ogni  suo  lato  è  uguale 
all'opposto. 

Dato  il  quadrilatero  ABCD,  (flg.  109)  si 
costruisca  una  diagonale,  per  es.  AC.  I  due 
triangoli  ABC,  ADÒ  hanno  i  tre  lati  uguali, 
perciò  sono  eguali  gli  angoli  CAD  e  ACB,  il  che  prova  che 
i  lati  BC  e  AD  soii  paralleli.  Così,  essendo  pure  eguali  gli  an- 
goli BAC  e  ACD,  sono  paralleli  i  Iati  DO  e  AB:  quindi  il  qua- 
drangolo è  un  parallelogramma. 

181.  Teor.  —  Gli  angoli  opposti  di  ìin  parai  lei  ograìmna 
sono  eguali. 

Difatti,  due  angoli  opposti,  come  A  e  C  {flg.  110),  sono  sup- 
plementari del  medesimo  angolo  B, 
E  vero  il  teorema  inverso,  cioè  : 

'1)  Da  ««/xillijioi  e  ypi^/ia  (da  ypiyu  =^  acHvo). 
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Tbw.  —  U>i  quadrangolo  convesso  è  un  parallflor/ramma, 
se  ogni  suo  nugolo  è  uguale  all'opposto. 

Essendo  quattro  angoli  retti  la  somma,  degli  angoli  del  qua- 
drangolo dato  ABCD  (flg.  HO)  ognuna  <Jelle 

r>^ X       due  somme    DAB  +   ADC'  e  ABC  +  fiCD, 

\  \       che  sono  eguali,  perchè  somme  di  angoli 

\  \      eguali,  è  due  angoli  retti,  e  perciò  i  lat 

A  *    AB  e  DC  30n  paralleli  (§  47).  Per  la  stessa 

''  ragione  ognuna  delle  somme  DAB  +  ABC, 

ADÒ  +  SCD  è   due   l'etti,  e  così  anche  i  lati  AD  e  BC  son 

paralleli.  La  figura  è   dunque  un  parallelogramma. 

182.  Teor.  —  Un  quadrangolo  convesso  che  ha  due  lati  oppo- 
sti eguali  e  paralleli  è  un  parallelogramma. 

Pel  corollM'io  3,"  del  §  58 ,  poiché  i  segmenti  AD  e  BC 
(fig.  110)  sono  eguali  e  paralleli,  le  rette  AB  e  CD  son  jia— 
raUele.  Quindi  il  quadrangolo  ò  un  parallelogramma. 

183.  Teor.  — Il  punto  comune  delle  diagonali  d'-unparallc- 
togrumma  è  il  punto  medio  di  ciascuna  di  esse. 

Sia  0  il  punto  comune  delle  diagonali  del  parallelogramma 
ABCD.  Essendo  (flg  Ul)^=  BC, 
edipÌùDAO-=OCBe  aSÒ=  OBC, 
i  due  triangoli  AOD,  BOC  sono  eguali. 
m  è  perciò  AO  -=  OC,    BO  =  OD. 

E  vero  anche  il  teorema  inverso; 

Toor.  Un  quadrangolo  convesso  è 
parallelogramma,  se  il  punto  d'incontro  delle  diagonali  é 
medio  di  ciascuna  di  esse  (§  138,  2°).  _   _ 

184.  Il  teorema  4."  del -^  107  nel  caso  che  i  quadrilateri  aieno 
parallelogrammi,  diventa: 

Due  parallelogrammi  sono  eguali, 


Jif  tri 


hanno   tm   angolo 
nnle    conipreso   fra    lati    eguali. 


Il  rettangolo. 


185.  Teor.  —  Se  imo  degli  angoli  di 
Fif  tl^  '*"*  parallelogramma   è  retto,    ciascun 

degli  altri  è  pure  retto. 
Infatti,  ciascun  degli  altri  è  supplementare  di  quello  o  eguale 
a  quello. 

186.  Def.  Un  (larallelogramma  che  ha  tutti  gli  angoli  retti  si 
chiama  rrt/angolo  (fig.  112). 
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Si  ha  un  rettangolo  quando  pi  conaidei'a  iipa  stiiscia  e  due 

sue  lai^hezze:  oppui^e  quando  pei- costniii'e  il  iiai-allelogramnia 

nel  secondo  modo  indicato  al  S  179  si  prende  un  an^^iolo  retto. 

Cor.  —    1."    Un   yttiiiigolo  è  u»  ptiralìflof/rfimma  pqni- 

angolo. 

2°  Ogni  par  allei ogramnia  equiangolo  é  ri-ttangolo. 
3."  Dìie  rptiangoli  sono  fgitali,  hp  hfnntr,  egiiaìi  dire  lati 

Def.  —  Chiameremo  rettangolo  di  diif  segmenti  dati , 
qnello  che  ha  due  lati  couseciitivi  eguali  ad  essi.  li  rettangolo 
di  due  segmenti  AB,  CD,  lo  indicheremo  scrivendo:  AB.('I>, 

Se  uno  dei  seguenti  è  nullo,  o  ambedue  sono  nulli,  sì  dice 
che  il  rettangolo  ò  nnllo  (§  147). 

187.  Teor.  Le  diagonali  d'un  rettangolo  .tono  eguali. 
E  viceversa,  ogni  paraltelogrammii 

che  ha  le  diagonali  tignali  è  vn  ret- 
tangolo. 

Dato  un  rettangolo  ABCD(flg.  113|e  le 
sue  diagonali  AC  B  Bl),  si  jirova,  come  al 
§  171,  l'eguaglianza  dei  triangoli  ABf", 
ABD:èdunque  AC  =  Bn.  Inversamente, 
dato  un  paraltelogramma  AB('l),  di  cui  ledia^nali  sìeno  ^juali, 
essendo  AC  =  BP,  AB  comune  e  AD  =  BC,  i  triangoli  ABi;  e 
ABD  sono  eguali,  ed  ó  ABC  =  BAD:  ma  questi  angoli  sono 
supplementari,  perciò  ognuno  di  essi  éuretto;  e  il  parallelogramma 
e  rettangolo. 

II.   ROMBO, 

188.  Teor.  —  Se  un  parallelogramma  ha  dne  lati  consemttici 
eguali,  tutti  i  lati  sono  eguali. 

_Jnfatti  se  è  (flg.  114)  AB  =  AD^esaendo  AB  =  CD,  AL)  = 
BC  sarà:  AB  =  BG  =  CD  =   Ì>A. 

189.  Def.  —  Un  parallelogramma  che  ha  tutti  i  lati  uguali  si 
chiama  loniho  (1)  o  losanga. 

Si  ha  un  rombo  quando  net  costruire  il  paralielc^'amma 
oe!  modo  indicato  al  g  178  si  scelgono  sui  lati  dell'angolo  due 
punti  equidistanti  dal  vertice. 

Si  ha  anche  un  rombo,  quando  si  costruisce  lo  pseudorombo 
che  ha  per  vertici  gli  estremi   di  un  segmento,  e  due   punti 

(1)  Da  f-óf-flo:  (p>|5s,)  ti-otMIa,  pL.istrelIntri 
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della  mediatrice  da  banda  opposta  del  segmento  e  ad  una 
distanza  da  questo  eguale  alla  metà  del  segmento  stesso. 

190.  Cor.  —  1".  li  rombo  è  un  parallelogrammo  eqinlateìu 
ed  è  anche  uno  psewìo-ì-nmbo  equilatero. 

2."  Ogni  quadrilatero  che  (Mia  i  quattro  lati  egvalt  é  un 

3°,'  Due  rombi  sono  eguali  se  hanno  uguale  un  lato  ed 

"Igi^Teor  —  Le  diagonali  d'un  rombo  sono  perpendicolari. 
E  viceversa,  ogni  parallelogrammo  che  ha  le  diagonali  per- 
pendicolari é  un  rombo.  ,,■„■■  a^- 
192.  Teor.  —  Le  diagonali  di  ìin  rombo  sono  le  ìmetirici  (tei 
.tuoi  angoli. 
Ed  è  vero  l'inverso.                                  ,  .  -,  ^ 

193.  Teor.  —  Ogni  quadnlatero  m 
■*  cui  le  diagonali  son  bisettrici  dei  suoi 

angoli,  é  un  rombo. 

Dato  il  quadrilatero  ABCD  {flg.  114), 
se  la  diagonale  AC  è  bisettrice  deglj_a»- 
goli  A  e  (%  pel  §  177  si  ha^AB  =  AD  e 
Bc  =  CD:  e  se  anche  BD  è  bisettrice 
degli  angoli  B  _6^D,  si  ha  pure  AB  = 
=  BC,  e  A"d'=  DC;  quindi  è  AB  =  BC  = 
CD  =  AD,  cioè  il  quadrilatero  ò  un  rombo. 

Il  quadrato. 


194.  Def.  —  Un  parallelogramma  che  ha  ì 
lati  eguali  e  gli  angoli  retti  si  chiama  qua- 
drato (fig.  115)  (1). 

Si  ha  un  quadrato  quando  nel  costruire  un 
parallelogrammo  secondo  il  §  179  si  prende 
un  angolo  retto  e  sui  suoi  lati  due  punti  equi- 
distanti dal  vertice. 

'  Un  quadrato  è  un  parallelo- 
grammo equi' 
e  rettangolo. 

2."  Due  quadrati  sono  eguali,  se  hanno  eguale  un  lato. 
3."  Le  diagonali    d' un  quadrato    sono   eguali  e  per- 
pendicolari. 


tilatero  ed  equiangolo;  è  perciò  insieme  rombo 


(1)  Dal  tema  gualer,  a  quattro  lati. 
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4."  Le.  diagonali  d'un  quadrato  sono  le  bisettrici  dei 
suoi  angoli. 

Def,  —  Chiameremo  quadrato  d'un  segmtrìito  AB,  il  quadrato 
che  ha  per  lato  questo  segmento.  Lo  indicheremo  con  AB*. 

Se  il  segmento  6  nullo,  diremo  che  il  quadrato  è  nullo. 

IlL 
Circoli  e  retto. 

195.  Teor.  —  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro  di 
un  circolo  è  maggiore  del  raggio, 
la  retta  non  ha  punti  comuni  coi 
circolo. 

Sia  C  il  centro  d' un  circolo , 
(flg.  116)  AB  una  retta ,  "CÀ  la 
sua  distanza  dal  centro.  Se  GÀ  è 
maggiore  del  raggio ,  è  a  fortiorì 
CE  maggiore  del  raggio,  essendo 
B  un  punto  qualunque  della  retta 
data  (§  126).  Ogni  punto  di  questa 
retta  ha  dunque  dal  centro  distanza 
è  esterno  al  circolo:  cioè  la  retta 
col  circolo. 

196.  Teor.  —  Se  la  distanza  di  una  retta  dal   centro  di 
circolo  é  uguale  al    raggio,  la  retta  ha  un  punto ,  ed 


mi^giore  del  raggio, 
non  ha  punti 


solo,  comune  col  circolo. 

Sia  C  il  centro  d'un  circolo,  (%.  117)  AB  una  retta,  CA 
la  sua  distanza  dal  centro.  Se  CA  è 
^uale  al  rag^o,  tuo!  dire  che  il  punto 
A  della  retta  ha  dal  centro  distanza 
^uale  al  raggio;  quindi  esso  (§  80)  ap- 
partiene al  circolo,  ossia  ò  comune  alla 
retta  ed  al  circolo.  Non  ve  ne  sono  altri, 
jerehè  la  distanza  di  ogni  altro  punto 
della  retta  (§  126)  dal  centro  è  mag- 
giore della  distanza  del  punto  comune, 
ossia  del  raggio. 

197.  Teor.  —  Se  la  distanza  d'una 
retta  dal  centro  d'un  circolo  è  minore 
del  raggio,  la  retta  ha  due  punti  e  due  soli  a  comune  col 
circolo. 
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Sia  C  il  centro  dei  circolo,  AB  la  retta  data,  (fig.  118)  CA 
la  sua  distanza  dal  centro,  per  ipotesi  minore  del  ra^Lo.  La 
retta  ha  due  punti  a  comune 
■  col  circolo,  perchè  il  punto 
A  è  interno  ad  esso  l§  80) , 
e  le  due  semirette  uscenti  da 
A  incontrano  il  circolo  ognuna 
almeno  in  un  punto-  ig  77).  I 
punti  comuni  sono  due  soli, 
perchè  se  fosserii  più,  per  es. 
B,  D,  H,  si  potrebbero  con- 
dui're  tre  segmenti  eguali  CB, 
CD,  OH  da  un  punto  ad  una  retta,  il  che  è  impossibile  (§  130, 
Cor.  1). 

I  teoremi  inversi  (e  perciò  anche  i  contrari)  dei  precedenti 
ono  veri. 

198.  Def.  —  Se  si  costruisce  la  mrda  che  ha  per  estremi 
gli  estremi  di  un  arco,  si  dice  che  la  corda  sottende  l'arco 
e  l'arco  è  sotteno  dalla  corda. 

Nel  circolo,  ogni  eorda  sottende  evidentemente  due  ai-chi 
la  cui  somma  è  U  circolo. 

199.  Teor.  —  In  uno  stesso  circolo  o  in  eircoìi  egvuii , 
archi  eijuaìi  sono  sottesi  da  corde  eguali. 

Sovrapponendo  i   due  circoli  eguali,  o  facendo   scorrere  il 


Fi/  US 


circolo  su  aè  stesso,  in  modo  che  gli  estremi  degli  archi  eguali 
vengano  a  coincidere,  le  due  corde  evidentemente  coinci- 
dono (flg.  119). 

200.  Teor.  —  ideilo  stesso  circolo  o  in  circoli  eguali,  corde 
eguali  sottendono  avchi  eguali. 

r>ati  i  circoli  di  centri  C  e  V'.  e  le  corde  eguali  AB  ed 
A'B',  costruiti  i  raggi  dei  cii-coli  OA,  CB,  C'A',  O'B'  {ttg.   120), 
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si  hanno  due  triangoli  eguali  perctiò  hanno  rispettivamente  t 
lati  eguali. 

Qli  angoli  al   centro  sono   dunque   eguali    e  pel   teor.   1.^, 
§  96   è  A'B'  =  AB,  e  cosi  pure  è   B'A'=  BA. 

201,  Teor,  —  Nello  stesso   circolo  od  in  circoli  eguali, 
archi  diseguali  (purché  la  loro  somma  non  sia  un  circolo) 
sono  sottesi  da  corde  diseguali;  e  all'arco  maggiore  corri- 
sponde    la    corda 
maggiore,  se  gli  ar- 
chi sono  tninori  di 
un  semicircolo; 
all'arco  maggiore 
ispondc  la  cor- 


sia. A'B'  >  AB  e 
sieno  questi  archi 
minori  di  un  semicircolo  {&%.  121).  Costruiti  i  ra^i  CA,  CB, 
CA',  C'B'  e  le  corde  AB,  A'B',  si  hanno  due  triangoli  che  hanno 
due  lati  eguali,  ma  l'angolo  compreso  è  disegnale  (§  123);  il 
terzo  lato  è  maggiore  nel  triangolo  che  ha  l'angolo  maniere: 
è  dunque  AB' > AB. 

Se  gli  archi  fossero  BA  e  B'A'  maggiori  di  un  semicircolo  e 
fosse  BA  >  B'A'  si  osservi  che  essi  hanno  la  corda  comune 
cogli  archi  AB  e  A'B'  ed  è  evidentemente  AB  <  A'B'.  Ed  è 
pel  caso  precedente  AB  <  AB'. 

Sono  veri  i  teoremi  inversi. 

202.  Teor.  —  In  un  circolo  il  diametro  perpendicolare  a 
una  corda  passa  pel  punto  medio  della 
eorda  e  pei  punti  medi  degli  archi 
sottesi. 

Sia  DF  il  diametro  perpendicolare 
alla  eorda  AB  nel  punto  E  (fig.  122). 
Costruiti  i  r^gi  CA,  CB,  essi  sono  egua- 
li; quindi  il  punto  C  appartiene  alla 
mediatrice  del  segmento  AB:  e  poiché, 
dì  perpendicolari  da  un  punto  a  un» 
retta  se  ne  pu^  costruire  una  sola,  la 
i-etta  CE  è  appunto  la  mediatrice  della 
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Essendo  inoltre  ACB  ^  D(^è  pure  AD  =  DB. 
Si  noti  che  è  pure  AF  =  FB. 

203.  Teor.  —  /«  uh  circolo  il  raggio  che  passa  pel 
punto  medio  di  una  corda  e  dell'  arco  sotteso,  é  perpen- 
dicolare alla  corda. 

Se  il  raggio  CD  passa  dal  punto  medio  E  della  corda  AB 
(flg.  122},  i  due  triangoli  AEC,  ECB  sono  eguali,  perchè  hanno 
i  tre  lati  eguali;  ed  esaendo  AEC  ^=CEB,  è  CD  perpendicolare 
ad   AB. 

Se  è  dato  che  il  raggio  passa  pel  punto  medio  D  dell'arco, 
sono  eguali  gli  angoli  ACD,  BCD,  e  perciò  anche  i  triangoli 
BEC  e  CEA  ;  è  dunque  BE  ^=  EA,  e,  pel  caso  precedente ,  è 
CD  perpendicolare  ad  AB. 

Cor.  —  1."  Il  luogo  dei  punti  medi  di  piti  eorde  paral- 
lele è  il  diametro  ad  esse  po'pendicclare. 

2."  Esiste  una  retta  che  soddisfa  alle  seguenti  condi- 
zioni: a)  passa  pel  centro  di  un  circolo  ;  b)  passa  pel  punto 
medio  d'una  corda:  e)  passa  pel  punto  medio  dell'arco  sot- 
teso; d)  è  perpendicolare  all.ì  corda.  E  basta  che  soddisfi  a 
due  di  queste  condizioni  per  soddisfare  anche  alle  altre  due, 

204.  Teor.  —  In  uno  stesso  circolo  o  in  circoli  eguali  le 
corde  eguali  sono  egualmente  distanti  dal  centro:  e  di  due 
corde  disuguali  ha  minor  distanza  dal  centro  la  maggiore. 


Date  nel  circolo  di  centro  C{fig.  123)  le  corde  AB,  A'B',  se 
CD  e  CD'  son  le  loro  distanze  dal  centro,  dico  che,  se  è  AB  ^= 
=  A'B',  è  pure  CD  ^  CD'.  Ciò  sì  deduce  subito  dall'egua- 
glianza dei  triangoli  rettangoli  ACD  e  A'CD'  che  hanno  le  ipo- 
tenuse eguali  perchè  ra^gi  dello  stesso  circolo  o  di  circoli 
^uali,  e  un  cateto  eguale  come  metà  di  sementi  eguali. 

Se  è  (fig.  124)  AB'>  A^  dico  cheT  CD  <  O)'. 
rj;,-.^M>,Goi)^lc 
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Infatti,  avendo  i  due  triaogoli  rettangoli  CAD  e  CA'D'  l'ipo- 
tenusa eguale,  e  un  cateto  AD  del  primo  essendo  m^giore 
di  un  cateto  AD'  del  secondo ,  è  (§  124)  l'altro  cateto  CD 
del  primo  minore  dell'altro  cateto  CD'  del  secondo. 

205.  E  pure  vero  l'inverso: 

Teor.  —  Nello  stesso  circolo  o  in  circoli  eguali ,  corde 
egualmente  distanti  dal  centro  sono  eguali,  e  di  due  corde 
disugualmente  distanti,  quella  che  ha  maggior  distanza  é 


Si  dimostra  come  il  precedente. 

206  Teor.  —  In  ogni  circolo  o  in  circoli  eguali  il  dia- 
metro è  maggiore  di  ogni  altra  corda. 
Data  la  corda  AB  (fig.  125)  nel  circolo  di  centro  C,  si  co- 
truiscano  i  raggi  CA  e  CB.  Nel  triangolo 
ACB,  è  AB  <  AC  +CB;  ma  la  somma 
di  due  ra^  è  eguale  al  diametro,  quindi 
j  è  provato  che  la  corda  è  minore  del  dia- 
metro. 

207.  Def.  —  Diremo  secanti  di  un  cir- 
colo tutte  le  rette  che  lo  incontrano  in 

due  punti. 

r  fZS  Diremo  tangenti  di  un  circolo  le  rette 

che  hanno  con  esso  un  solo  punto  comune, 
che  si  chiamerà  punto  di  contatto.  Si  osservi  che  un  circolo 
e  una  tangente  son  due  linee  che  s'incontrano  senza  tagliarsi: 


208.  Teor.  —  Ogni  tangente  a  un  circolo  é  perpendicolare 
al  raggio  che  termina   nel  punto   di 
contatto. 

Sia  C  il  centro  del  circolo,  A  il  punto 
di  contatto  della  tangente.  Per  la  defi- 
nizione di  tangente,  CA  è  11  minor  seg- 
mento (flg.  120)  fra  tutti  quelli  che  hanno 
un  estremo  in  C  e  l'altro  sulla  tangente; 
è  dunque  perpendicolare  alla  tangente. 

209  Teor.  —  La  perpendicolare  a  un  /. 
raggio  di  un  circolo  nel  suo  termine 
è  tangente  al  circolo. 

Abbiamo  già  dimostrato  che,  ogni  retta,  che  ha  dal  centro 
distanza  eguale  al  raggio,  ha  un  sol  punto  comune  col  cir- 
colo (§  196). 
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210.  Cor.  —  1".  In  ogni  punto  d'ìtn  circolo  o'è  ttna  tan- 
gente ed  una  sola. 

2."  La  perpendicolare  alla  tangente  nel  punto  di  con- 
tatto passa  per  il  centro. 

3."  Due    tangenti  agli  estremi  d'un  diametro  son  pa- 
rallele. 

4."  Due  tangenti  parallele  toccano  il  circolo  agli  estremi 
ài  un  diametro,  e  quindi: 

o.°  Due  tangenti  agli  estremi  d'un  arco  minore  o  mag- 
giore d'ìin  semicircolo  son  concorrenti,  o  anche: 

"  ^  Dati  due  punti  non  opposti  d'un  circolo,  se  da  uno 
si  costruisce  la  parallela  alla  tangente    nell'altro, 
i  secante  del  circolo. 

,r  211.  Dof.  —  Diremo  che  un  circolo  è 

inviluppato  dalle  sue  tangenti. 

212.  Teor. —  Le  corde  eguati  da  uno 
stesso  circolo  inmluppano  un  altro  cir- 
colo concentrico  al  primo. 

Se   nel   circolo  di  centro  C  le  eorde 
(flg.  127)  AB,  A'B;  A"B"  sono  eguali,  le 
loro  distanze  dal  centro  CD,  CD',  CD"  sono 
-r^  ^„     pure  eguali,  e  ad  esse  perpendicolari  ;  tali 
"'  corde  sono  dunque  tangenti  ad  un  circolo 

che  ha  per  centro  C  e  per  raggio  CD, 

Viceversa:  le  tangenti  a  questo  circolo  determinano  altret- 
tante corde  del  primo,  le  quali  hanno  egual  distanza  dal 
centro  e  perciò  sono  eguali. 

213.  Toor.  —  Oli  archi  di  un  circolo  oompresi  fra  rette 
piirallele' sono  eguali. 

Se  le  rette   parallele    mno   ambedue  secanti   del  circolo    e 


sieno  AB  e  CD  costruiamo  dal  centro  il  ra^o  OM  perpen- 
dicolare comune  o  il  diametro  MN,  secondo  che  il  centro  del 


D,™-,7Pril>,G0l)'^le 


niRCOU    E   RETTE.  Jw 

circolo  è  interno  o  anche  su  uno  dei  lati  della  striscia  delle 
due  parallele,  oppure  esterno  ad  essa  (fig.  128, 129).  In  tutti 
i  casi  si  ha,  pel  teoremajle]  §  201  :  AM  =  MB  e  CM  =  MD; 
quindi  AM  —  CM  =  MB  —  MD;   ossia  AC  =  BD. 

Se  una  delle  rette  per  es.  CD  è  tangente  (%.  130),  è  M  li 
suo  punto  di  contatto:  e  evidentemente   AM  =:  MB. 


Fff  730 


r(f.  i3i 


Se  ambedue  sono  tangenti  (flg.  131)  pel  coro».  4."  del  §  211, 
la  distanza  dei  loro  punti  di  contatto  è  un  diametro,  e  quindi 
i  due  archi,  essendo  i  due  semtcircoli  d'uno  stesso  circolo  sono 
eguali. 

214.  Teor.  —  BnP  tangenti  ad  un  circolo  fanno  angoH 
pguaìi  colla  corda  ehn  ha  ptr  estremi  i  punti  di  contatto. 

Se  la  corda  dei  punti  di  contatto  è  un  diametro,  le  tangenti 
sono  a  questo  perpen- 
dicolari 6  formano  con 
esso  angoli  retti  e  per- 
ciò eguali. 

Se  poi  la  corda  AB 
(fig,  132)  avente  per 
estremi  i  punti  di  con- 
tatto A  e  B  delle  due  ^  \Jj  jy  Fij- 1 
tangenti  al  circolo,  noi 
è  un  diametro,  le  tan 
genti  non  possono  essere  parallele  (§  210)  e  perciò  son  con- 
correnti in  un  punto  D.  Costruito  DC,  essendo  C  il  centro,  e 
i  raggi  CA,  CB,  sì  hanno  i  triangoli  ACD,  CDB,  rettangoli  ed 
eguali  per  aver  comune  l'ipotenusa  CD  e  eguali  i  cateti  CA, 
OB.  Ossia  sono  eguali  le  distanze  DA,  DB  e  perciò  sono  eguali 
gli  angoli  DAB  e  DBA  /§  72). 

Cor.  —  Se  due  tangenti  son  concorrenti ,  le  diìtanze 
dal  punto  comune  ai  punti  di  contatto  sono  eguali. 
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215,  Def.  —  Diremo  angoli  di  una  retta  con  un  circolo , 
gli  angoli  che  questa  ret^  fa  colle  tangenti  al  circolo  nei 
punti  di  contatto. 

Il  teorema  precedente  può  enunciarsi: 
Oli  angoli  che  fa  una  eorda  eoi  suo  circolo  sono  eguali. 
E  più  in  generale: 

Oli  angoli  che  fa  -una  secante  di  un  circolo  col  circolo 
stesso  sono  eguali.  ' 

216.  Def.  —  Diremo  che  una  retta  è  normale  o  perpendi- 
colare a  un  circolo,  quando  è  perpendicolare  alla  tangente 
nel  punto  d'incontro. 

Diremo  che  un  segmento  è  normale  al  circolo,  quando  la 
sua  retta  è  normale  al  circolo. 

Diremo  che  un  segmento  è  condotto  da  un  punto  ad  un 
circolo,  quando  ha  un  estremo  in  quel  punto  e  l'altro  estremo 
sul  circolo. 

Cor.  —  Ogni  retta  che  passa  pel  centro  d'  un  circolo  è 
normale  al  circolo  ;  i  raggi  dunque  sono  normali  al  circolo. 
817.  Teor.  —  Dei  segmenti  che  hanno  un  estremo  in  un 
punto  e  l'altro  estremo 
su  un  circolo,  quello 
perpendicolare  al  cir- 
colo e  che  comprende 
il  centro  éil  maggiore: 
q-uello  che  è  perpendi- 
colare al  circolo  e  non 
comprende  il  centro  è 


^'f  /S3  D  punto  dato  sia  P, 
interno  o  estemo  al  cir- 
colo (flg.  133)  di  centro  C.  Sia  PA  un  segmento  qualunque  con- 
dotto da  P  al  circolo,  PN  il  segmento  normale  che  contiene  il 
centro,  PM  quello  che  non  lo  contiene.  Dico  che  è  PN  >  PA 
e  PM  <  PA.  _      _      _  

Dal  triangolo  PCA  si  deduce_PC +CA  >  PA;  ma  è  CA  = 
^  CN,  quindi  è  pure  PC  +  CN  >  PA,  ossia  PN  >  pX 

Dallo  stesso  triangolo  si  ha:  PC  —  CA  <  PA,  oppure  CA  

—  PC  <  PA  secondo  che  il  punto  P  è  esterno  od  interno  :  ma 
è  CA_=  CM,  quindi  è  VC-~  CM<  PA;  oppure  CM  —  PC  < 
<  PA.  In  ogni  caso  è  PM  <  PA. 
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218.  Def.  —  n  segmento  minimo  che  si  può  condurre  da 
un  ponto  a  un  circolo  sì  chiama  distanza  del  punto  dal  cir- 
colo, 

Teor.  —  Dei  segmenti  condotti  da  un  punto  a  mm 
circolo  due  non  normali  (obliqui)  sono  eguali,  se  hanno 
i  termini  equidistanti  dal  termine  del  segmento  normale 
tiuusimo  o  minimo;  altrimenti  é  maggiore  quello  di  cui  il 
termine  ha  minor  distanza  dal  termine  del  segmento  mas- 
simo, e  peì-ciò  maggior  distanza  dal  termine  del  segmento 
minimo. 

Sia   C   il   centro   del   circolo   (flg.    134),  PN  il    segmento 


normale  massimo  condotto  da  un  punto  P  ai  circolo.  Se  è 
ÀN  =  NB,  è  pure  ACN  =  NCB  e  anche  Scp  =  PGBj_perci6 
i  due  triangoli  ACP  e  BOP  sono  eguali  ed  è  PA  ==  PR 

Se  è  jfig.  135)  AN  >  NB,  è  AGN  >  NCB  e  perciò  AOP< 
<PCB;  i  due  triangoli  ACP  e  BCP,  avendo  due  tati  eguali 
e  l'angolo  compreso  dis^uale ,  hanno  il  terzo  lato  diseguale 
e  precisamente  PB  >  PA. 

n  teorema  inverso  è  vero. 

É  &cile  anche  dimostrare  il  seguente: 

Teor,  —  Se  da  un  punto  esterno  ad  un  circolo  si  co- 
struiscono le  tangenti,  tutti  i  segtnenti  che  hanno  un  estremo 
in  quel  punto  e  l  altro  esterno  sul  circolo  sono  maggiori  o  mi- 
fiori  dei  segmenti  delle  tangenti  compresi  fra  il  punto  dato  e 
i  punti  di  contatto;  e  precisamente  son  maggiori  i  segmenti 
che  hanno  l'altro  estremo  da  banda  opposta  del  punto  dato 
rispetto  alla  retta  dei  punti  di  contatto,  e  son  ìninori  quelli 
che-  hanno  l'altro  estremo  dalla  medesima  banda. 
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Intersezione  e  contatto  di  r.iRroLi. 

219.  Teor.  —  Dtie  circoli  complani  non  hanno  punti  co- 
nuni,  e  sono  uno  estemo  all'altro,  se  la  disianza  dei  cen- 
ri  è  maggiore  della  somma  dei  raggi. 

Indichiamo  con  R  ed  R'  i  raggi  dei  due  circoli  e  e  e',  i  cui 
centri  son  rispettivamente  C  e  C 
(fig.  136).  _ 

^  Essendo  per  ipotesi  CG'  >R  +  R', 

■     e-    è  CO'  >  R;  e  quindi,  se  CA.  è  un 
Fi»  ISS    J  segmento  eguale  al  rt^gio  R  preso 

STiUa  semiretta  CC',  è  CC  >  CA;  ossia 
A  è  un  punto  intemo  del  segmento  CC.  Avremo  cioè  CC  ^ 
=  CA  +  AC:  e  perciò  CA  +  AC  >  R  +  R'  e  anche,  per 
essere  CA  ==  R,  (§  IS,  5.")  AC'  >  R'.  Se  ora  si  prende  sulla  se- 
miretta CA  un  segmento  CA'  eguale  ad  R',  il  punto  A  è 
esterno  al  segmento  CA'  e  dal  circolo  C 

E  poiché  qualunque  altro  punto  B  del  circolo  e  ha  da  C 
distanza  maggiore  di  CA  (§  217)  tutto  il  circolo  e  è  esterno 
al  circolo  e'. 

Analogamente  si  dimostrereblie  che  questo  è  esterno  al 
primo:  e  perciò  i  due  circoli  non  hanno  nessun  puntoc  omune 
e  sono  uno  esterno  all'altro. 

220.  Toor.  —  Due  circoli  complani  non  egnaìi  non  han 
punti  comuni  e.  uno  di  essi  è  inte>-no 

all'altro,  se  la  disianza  dei  centri  è 
minore  della  diffeì-enza  dei  raggi. 

Sia  ce  la  distanza  dei  centri  dei  due   -  > 
circoli  e  e  e*  di  cui  sieno  R  e  R'  i  ra^i 
(flg.  137).  Ji^  137 

Se  è  R  il  maggiore  dei  due  rag^,  è 
ce  <  R  —  R'  ed  anche  CC  <  R  :  e  perciò ,  se  CA  è  un  seg- 
mento eguale  al  n^gio  R  preso  sulla  semiretta  CC  a  pai-tire 
da  C,à  ce  <  CA:  ossia  A  è  un  punto  esterno  al  segmento"cC'. 
__Avremo  cioè  (§  8,  (tor.  3.";  CC  =  CA  —  'TÀ  ;  e  perciò 
CA  —  CA  <  R  —  R';  e  anche  per  essere  CA  =  R  ò  tl'A  >  R'. 

Se  si  prende  sulla  semiretta  CA  il  segmento  C'A'  eguale  a 
R',  il  punto  A'  i-  interno  al  segmento  CA,  e  perciò  anche  al 
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segmento  CA:  ossia  il  punto  A'  è  interno  al  circolo  e;  e\to- 
ehè  qualunque  punto  B'  di  e'  ha  da  G  distanza  minoi-e  di 
CA'  (§  217),  tutti  i  punti  di  e'  sono  interni  a  e. 

221  Teor.  —  Due  circoìi  compienti  hanno  un  sol  punto  co- 
mune e  sono  uno  esterno  all'altro,  ne  la  disianza  dei  cen- 
tri è  eguale  alla  somma  dei  raggi. 
Sia  la  distanza  dei  centri  CC'  eguale  alia  somma  dei  raggi 
R  +  R',  e  sulla  semiretta  CC  (fig.  138) 
si  prenda  il  segmento  CA  ^  R.   Per  la 
.  ipotesi  del  teorema  è  CA  eguale  al  rag- 
gio R'  dell'altro  circolo r  il  punto  A  è 
^(fi3f  J  ^       dunque  anche  del  circolo  e',  ossia  è  co- 
mune ai  due  circoli;  ed  è  il  solo  punto 
comune,  perchè  tutti  gli  altri  punti  del  circolo  e'  sono  da  C  a 
distanza  maggiore  di  CA  ;  cioè  esterni  al  circolo  e.  Così  pure 
i  punti  del  circolo  e  son  tutti  esterni  al  circolo  e'. 

222.  Teor-  —  Bue  circoli  complani  non  eguali  hanno  un 
sol  punto  comune,  e  uno  di  essi  è  interno  all'altro,  se  la 
distanza  dei  centri  è  eguale  alla  differenza  dei  raggi. 

ffla  la  distanza  dei  centri  CC  {flg.  139)  eguale  alla  diffe- 
renza dei  raggi  R  —  R'  e  sulla  sem' 
retta  CC  si  prenda  il  segmento  CA  = 
=  R.  Essendo_CC'  =  R  —  R'  è  CC  < 
<  R,o  ce  <  CA,  ossia  A  è  esterno  al 
segmento  CC,  e  poiché  è  :  CC  =  R  — 
—  R'  ="CA  —  "CA  ed  è  CA  =  R,  è 
CA,  ^  R';  ossia  A  6  un  punto  comune  ai  due  circoli;  ed  è  il 
solo  comune,  perchè  tutti  gli  altri  punti  del  circolo  e'  sono  da 
Ca  distanza  minore  di  CA,  ossia  del  n^iotsono  quindi  in- 
terni al  circolo  e. 

223.  Def.  —  Due  circoli  che  hanno  un  sol  punto  comune  si 
dicono  tangenti  in  quel  punto ,  che  chiamasi  punto  di  con- 
tatto. 

224.  Teor.  —  Due  circoli  complani  hanno  due  punti  (e 
due  soli)  comìini,  se  la  distanza  dei  centri  é  insieme  minore 
/iella  somma  dei  raggi,  e  maggiore  della  loro  differenza. 

Siene  (fl^.  140,  141,  142)  C  e  C  i  centri  dei  due  circoli 
e  e  e",  R  ed  R'  i  loro  raggi  (R  ^  R'),  A  e  B  i  punti  comuni 
del  circolo  e  e  della    retta  CC  e   precisamente  A  quello  che 
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è  dalla  stessa  banda  di  C  rispetto  a  C,  e  B  il  punto  dalla 
banda  opposta.  Analogamente  sieno  A',  B'  i  punti  comuni  di 
&  colla  retta  CC,  e  precisamente  A'  sia  dalla  stessa  banda  di 
C  rispetto  a  C,  e  B'  da  banda  opposta. 


F/f.  Uà  Fij.  W 


fig.   *kl 

Dimostreremo  che  il  punto  A'  del  circolo  e'  è  interno  al 
circolo  e.  Distingueremo  tre  casi ,  secondo  che  R'  è  minore , 
^uale  0  ms^giore   di  OC. 

Nel  1."  caso  (fig.  140)  è  C'A'  <  CC,  ossia  A'  è  intemo  al 
segmento  OC,  e  perciò  OC  =  OA'  +  C'A'  ^  CA'  +  R'.  Al> 
biamo  dunque  OA' +  R' <  R  +  R',  ossia  CA'<R,il  che  prova 
che  A'  è  intemo  al  circolo  e. 

Nel  2."  caso  A'  coincide  con  C  {%.  141)  ed  è  perno  interno 
al  circolo  e. 

Nel  3."  caso  A'  e  B  son  dalla  stessa  banda  di  C,  e  si  ha  : 
C'A'  =  CC  +  CA'  (fig.  142)  e  siccome  per  ipotesi  il  raggio 
R'  non  è  maggiore  di  R ,  è  CA'  ^  R:  ossia  CC  +  CA"  ^  R 
e  certamente  GA'  <.  R;  e  anche  in  questo  caso  è  provato 
che   il  punto  A'  del  circolo  e'  è  interno  a  C. 

Ma  in  ogni  caso  il  punto  B'  dello  stesso  circolo  e'  è  esterno 
a  C;  perchè  io  ogni  caso,  essendo  per  ipotesi  OC'>R — R', 
ossia  (T'  +  R':;  R(§  15,  4"),  si  deduce  GC'  +  CB^>R os- 
sia GB'  "•  R,  il  che  prova  che  il  jjunto  B'  è  estèrno  al  circolo  e. 

Si  ha  dunque  che  ciaùcuno  dei  due  semicircoli  in  cui  è  di- 
vi'io  il  circolo  e  dalla  retta  dei  centri,  ha  un  estremo  interno 
e  i  altio  estiemo  e^teioo  al  circolo  e.  Per  il  Post,  del  §  49  Pr. 
ciascuno  di  tali  semicircoli  deve  avere  un  punto  comune  col 
circolo  e  E  di  pnnti  comuni  non  ve  ne  sono  altri,  perchè  se 
ve  ne  fo^iaero  tre  o  più  di  tre,  ognuno  dei  centri,  sarebbe 
egualmente  distante  da  tre  punti,  e  noi  sappiamo  che  v'è  un  sol 
punto  equidistante  da  tre  punti  dati  (§  140). 

2.r>  Cor  —  Pei  1 1  veeonda  legge  delle  inverse ,  sono 
\eii  i  teoremi  inveiM  dei  precedenti: 
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1."  Se  due  eireoH  non  han  punti  comuni  e  sono  esterni 
l'uno  all'altro,  la  distansa  dei  centri  è  maggiore  della  somma 
dei  raggi. 

2."  Se  due  circoli  non  han  punti  comuni  e  sono  uno  in- 
terno all'altro,  la  distanza  dei  centi-i  è  minore  della  diffe- 
renza dei  raggi. 

3.°  Se  due  circoli  hanno  un  punto  comune  e  sono  esterni 
l'uno  all'altro,  la  distansa  dei  centri  è  eguale  alla  somma 
dei  raggi. 

4."  Se  due  eireoli  hanno  un  punto  comune  e  sono  uno 
interno  all'altro,  la  distanza  dei  centri  è  eguale  alla  diffe- 
renza dei  raggi. 

5."  Se  due  circoli  hanno  due  punti  comuni,  la  distanza 
dei  eentri  é  minore  della  somma  dei  raggi  e  maggiore  della 
loro  differenza. 

Si  ha  pure  :  La  retta  dei  centri  passa  pel  punto  di  con- 
tatto di  due  circoli  tangenti. 

226.  Teor.  —  La  corda  comune  a  due  cìrcoli  che  s'incon- 
trano é  perpendicolare  alla  retta  dei  centì-i,  e  gli  angoli  dei 
raggi  nei  punti  comuni  sonoeguali. 

Sieno  C  e  C  i  centri  dei  due  circoli,  M  e  N  i  punti  comuni.  Il 
quadrangolo  CMC'N  è  uno  pseudorombo  e  perciò  le  diagonali 
son  perpendicolari  e  gli  angoli  CMC,  CNC  aono  eguali  (fig.  143). 


ni  US 
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227.  Def.  —  Si  chiama  angolo  di  dne  cìrcoli  che  s' incontrano, 
l'angolo  delle  tangenti  ai  due  circoli  nel  punto  d'incontro.  Se 
quest'angolo  è  retto,  i  circoli  si  dicono  ortogonali. 

Teor.  —  Gli  angoli  di  due  circoli  nei  due  punti  d'incon- 
tro sono  eguali. 

Gli  angoli  delle  tangenti  nei  punti  comuni,  hanno  i  lati  per- 
[lendieolari  e  in  direzioni  opposte  agli  angoli  dei  raggi ,  che 
sono  eguali  pel  teor.  precedente,  quindi  sono  eguali  (fìg.  144). 
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Altri  teoremi  sui  circoli, 

228.  Teor.  —  Per  tin  punto  dtito  passano  innumeì-evoii 
circoli. 

(^ni  altro  punto  dei  piano  può  esser  preso  come  centro  e  la 
distanza  fra  questo  e  il  punto  dato  come  raggio. 

229.  Teor.  —  Pei-  due  punti  dati  passano  innumerevoli 
circoli  comptani  e  il  luogo  dei  loro  cen- 
tri è  la  mediatrice  del  segmento  dei  due 
punii  dati. 

Infatti  ogni  punto  C  della  mediatrice  e 
'   del  semento  AB  è  equidistante  dai  punti 
A  e  B  (fig.  145)  e  può  esser  eentro  di  un 
yS  circolo  che  passa  per  A  e  per  B. 

Viceversa  ogni  circolo,  che  passi  per  A 
e  per  B,  deve  avere  il  centro  equidistante 
da  A  e  B  ossia  sulla  retta  e, 

230.  Teor.  —  /Vr  tre  punti  non  ap- 
partenenti a  una  stessa  retta  passa  un  circolo  ed  uno  solo. 
I  tre  punti  dati  possono  considerarsi  come  i  vertici  di  un 
triangolo:  e  noi  sappiamo  che  vi  è  sempre  un  punto  equidi- 
stante dai  vertici  di  un  triangolo  e  che  ve  n'è  uno  solo  (§  140). 
Questo  punto  è  evidentemente  centro  d'un  circolo  che  passa 
pei  tre  punti  dati. 

Def.  —  Questo  circolo   dicesi  circoscritto  al   triangolo.   11 
triangolo  diceai  inscritto  nel  circolo.  Il  suo  centro  è  il  circ- 
centro  del  triangolo. 

Cor.  —  Due  archi  eguali  ap- 
partengono necessariamente  a  cir- 
coli eguali. 

Difatti,  facendo  coincidere  i  due 
archi,  i  loro  circoli,  avendo  più  di 
due  punti  comuni,  coincidono. 

231.  Teor.  —  Vi  sono  innume-   , 
revoli  circoli  complaniche  toccano 
nna  retta  data  in  un  punto  dato 
e  il  luogo  dei  loro  centri  è  la  retta  ad  essa  pm-pendicolare 
nel  punto  dato. 

Data  la  retta  r  (fig.  146)  e  il  punto  A,  si  costruisca  la  retta  e 
perpendicolai-e  a  r  nel  punto  A:  qualunque  punto  C  delia  retta  e 
si  prenda  come  centro,  e  0.\  come  raj^o,  la  retta  r  risulta 
jierpendìcolare  all'estremo  del  raggio  ed  ò  perciò  taiigent*  al 
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fircolo.  Viceversa  <^dì  oii-colo  tangente  a  fin  A  deve  avei-e  il 
eentro  sopra  la  perpendicolare  in  A  alla  retta  i: 

"?.  Tflor.  —  Vi  sono  innumerevoli  cìrcoli  tangenti  a  dw: 
vette  concon-enti,  e  il  liiof/o  dei  loro  centri  è  costitnifo  dalle 
bisettrici  dei  loro  angoli. 
Sieno  rt  e  ft  le   rette  date.  Ogni  punto  C  o  ("  delle  biset- 
trici dei  loro  angoli  {Q§.  147) 
|iu(i  esser  eentro  di  un  circolo 
che  ha  per  raggio  la  distanza 
di  questo  punto  dalle  rett«, 
le  quali  son  tangenti  al  cir- 
colo per  esaere  perpendicolari 
all'estremo  del  raggio. 

Viceversa,  il  centro  d'ogni 
circolo  tangente  alle  due  rette 
Ftj^./i?  dev'essere  equidistante  dalle 

due  rette,  e  deve  jierciò  tro- 
varsi su  una  delle  bisettrici  dei  loro  angoli. 

233,  È  facile  dimostrare  il  seguente: 

Teor.  —  Vi  sono  innumerevoli  circoli  chp.  toccano  due 
date  rette  parallele  e  il  luogo  geometrico  dei  loro  centri  è 
la  bisettrice  della  loro  striscia. 

Teor.  —  Vi  sono  due  circoli  tangenti  n  dite  rette  paral- 
lele e  a  una  toro  trasversale. 

Date  le  rette  parallele  a  e  fi  e  la  loro  trasversale  AB 
Ifig.  148),  si  costruiscano  le  bisettrici 
di  due  angoli  coniugati  interni  e  sia 
C  il  loro  punto  comune.  Esso  è  sulla 
bisettrice  della  striscia,  ed  è  equidi- 
stante dalle  tre  rette  date  e  quindi 
È  centro  d'uQ  circolo  tangente  ad 
esse.  Siccome  di  angoli  coniugati  in- 
terni ve  ne  son  due  coppie,  così  ab- 
biamo due  cìrcoli,  che  soddisfano  alle 
eoodizioni  richieste. 

E  facile  vedere  che  i  due  cii-coli 
sono  eguali  (difatti  per  ambedue  è  un  diametro  la  larghezza  della 
striscia)  E  non  vi  sono  altri  circoli  tangenti  alle  ti'e  rette,  poiché 
il  centro  di  ogni  circolo  tangente  alle  tre  rette ,  deve  esser 
equidistante  da  esse:  ossia  deve  trovarsi  sulle  bisettrici  degli 
angoli  coniugati  interni  che  la  trasversale  forma  colle  paral- 
lele: e  di  coppie  di  coniugati  interni  non  ve  ne  sono  che  due. 

234.  Teor.  —  Vi  sono  quattro  eirf'oli  che  toccnno  le  in- 
''ette  dei  lati  di  un  triangolo. 
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Se  un  eipcolo  tocca  le  tre  rette  dei  lati  di  un  triangolo,  il 
suo  centro  deve  essere  equidistante  da  queate  rette.  Ora  non 
vi  sono  che  quattro  punti  equidistanti  da  tali  retta  (§  141); 
dunque  solo  questi  quattro  sono  centri  dei  circoli  richiesti. 

Def.  —  Il  circolo  che  ha  per  centro  l'incentro  del  triangolo 
dicesi  circolo  inscritto  nel  triangolo,  il  quale  chiamasi  circo- 
scritto  al   circolo.  Gli   altri   circoli   diconsi   ex-inscritti   al 


-  Dato  u 


.  circolo,  1 


innumerevoli  rette 


tangenti. 
Infatti,  in  ogni  suo  punto  si  può  costruirne  una. 
.  Teor. —  Daton        ■--•-    - - 


1  circolo  e  un  punto  esterno,  si  può 
sempre  per  questo  punto  co- 
struire due  rette  tangenti  al 
circolo. 

Sia  e  il  circolo  dato  (fig.  149) 
e  C  il  suo  centro:  A  il  punto 
dato.  Si  costruisca  un  altro  eir— 
0  di  centro  C  e  di  ra^o  dop- 
pio del  primo  e  sìa  e':  quindi  si 
costruisca  il  circolo  di  centro  A 
e  di  raggio  AC,  il  quale  ha  cer- 
tamente comuni  col  primo  i  due 
punti  M  ed  N.  Si  eostruiscano  i  ra^i  CM  e  CN,  che  dal  circolo 
dato  e  sono  incontrati  nei  punti  R  ed  S,  loro  punti  medi.  Al- 
lora OM  e  ON  sono  eorde  del  circolo  di 
centro  A,  e  i  segmenti  AR,  AS,  che  pas- 
sano pel  centro  e  pei  punti  medi  di  queste 
corde  sono  ad  esse  perpendicolari,  quindi 
AR  e  AS  sono  tangenti  al  circolo  e  nei 
punti  R  e  S. 

E  facile  vedere  che  non  vi  sono  altre 
rette,  che  passino  per  A  e  sieno  tangenti 
al  circolo. 
237.  E  evidente  il: 
Teor.  —  Due  circoli  interni,  chi-  non 
hanno  nessun  punto  comune,  non  hanm. 
comune. 
Si  ha  pure  : 

Teor.  —    Due  circoli  langcnti  internamente  kanni 
xola  tangente  covnnie. 

Già  sappiamo  che  la  retta  dei  centri  passa  pel  punto  A  di 
contatto.  La  perpendicolare  in  A  alla  retta  dei  centri  (fig.  150), 


I  nessuna  tangente 
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essendo  allora  perpendicolare  ai  ragf^  dei  circoli  è  a  questi 
Due  circoli    secanti    hanno   due  tangenti 


151),  costruiti  i  raggi  CA, 
C'A'  perpendicolari  alla 
retta  dei  centri  CO',  dsi 
una  banda  di  questa,  e  i 
raggi  GB,  C'B'  dalla  banda 
opposta,  le  rette  AA',  BB' 
sono  tangenti  ad  ambe- 
due i  circoli,  perchè  i  qua- 
drilateri CCAA',  CC3B', 
sono  rettangoli,  e  perciò 
le  rette  AA',BB'  sono  per- 
pendicolari ai  raggi  dei 


i  ò  facile  vedere  che  t 
n  sono  eguali  (fig.  152),  si  costruisca, 


Jìf.  JS2 


due  circoli  nei  loro  estremi, 
sono  altre. 

Se  i  due  circoli  e 
concentrico  al  circolo  di 
ra^io  maggiore  e,  un  cir- 
colo e",  avente  per  raggio 
la  differenza  dei  raggi.  Es- 
sendo, per  ipotesi,  i  circoli 
secanti,  la  distanza  CC  dei 
centri  è  madore  della 
difierenza  dei  raggi  ;  e  per- 
ciò C  è  esterno  al  drcolo 
e"  e  si  può  da  C  eostruire 
due  tangenti  e  due  sole 
C'A,C'iì  ad  esso.  Se  ora  sì  costruisce  OA  e  GB  che  incontrano 
il  circolo  e  nei  punti  M,  N  e  le  rette  C'P,  C'Q  ad  esse  parallele,  i 
quadrilateri  AG PM,  BG'QN  sono  rettangoli;  giacché  ognuno  di 
essi  ha  due  lati  opposti  (MA  e  PC  oppure  BN  e  C'Q)  eguali  e 
paralleli  e  un  angolo  retto.  Le  rette  PM  e  QN  sono  dunque  tan- 
genti ai  due  circoli. 

È  facile  vedere  che  i  due  cìrcoli  non  hanno  altre  tangenti 
comuni  e  che  il  punto  comune  dì  queste  è  sulla  retta  dei  centri, 

Teor.  —  Due  circoli  tangenti  esternamente  hanno  tre  tan- 
genti comuni. 

Difattì,  oltre  le  due  tangenti  che  si  ottengono  con  costru- 
zione identica  alla  precedente,,  si  ha  ia  tangente  comune,  per- 
pendicolare alla  retta  dei  centri  nel  punto  comune  ai  due 
circoli. 
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Def.  —  Quando  due  circoli  soa  da  una  stessa  banda,  del 
piano  rispetto  a  una  tangente  comune,  la  tangente  dicesi  esterna; 
se  sono  da  bande  opposte  la  tangente  dicesi  interna. 

Due  circoli  tangenti  esternamente  tanno  comuni  due  tan- 
genti esterna  e  una  interna. 

239.  Teor.  —  Ihie  circoli  ettteì-ni  hanno  quattro  tangenti 
comuni. 

Due  tangenti ,  ambedue  esterne,  si  hanno  colla  costruzione 
'  '  "j  precedente,  sia  che  i  circoli  sieno  eguali  o  disuguali.  Di 
più,  si  può  sempre  costruire 
un  altro  circolo  col  centro  in 
uno  dei  centri  dei  circoli  dati, 
per  6S.  C  e  col  raggio  eguale 
alla  somma  dei  raggi.  Il  cen- 
tro C  dell'altro  circolo  dato 
è  esterno  al  circolo  ora  co- 
struito, e  perciò  da  C  si  pos- 
F'^  IS3  sono  costruire  due  tangenti 

"'V,  C'B  al  circolo  stesso 
(flg.  153).  SienoC'A'e  C'B'i  raggi  del  circolo  e' paralleli  e  in 
direzione  opposta  ai  raggi  CM,  CN  del  circolo  e,  che  prolun- 
gati passano  pei  punti  di  contatto  delle  due  tangenti.  È  C'A'  = 
=  MA,  C3  ^  NB.  I  quadrilateri  AMC/A'  e  BNB'C  sono  ret- 
tangoli ,  e  perciò  le  rette  MA'  e  NB'  sono  perpendicolari  ai 
rag^  dei  circoli  dati:  quindi  sono  a  questi  tangenti. 

I  due  circoli  han  dunque  due  tangenti  comuni,  due  esterne 
e  due  interne. 

Si  può  dimostrare  che  anche  il  punto  d'incontro  di  due  tan- 
genti interne  si  troTa  sulla  retta  dei  centri. 

240.  Teor.  —  Vi  sono  innumerevoli  circoìi  complani  che  toc- 
cano un  circolo  dato,  internamente  o  esternamente,  in  un 
punto  dato. 

Sono  quelli  che  passano  pel  punto  dato  e  hanno  i  centri 
sulla  retta  che  passa  per  quel  punto  e  pel  centro  del  circolo  dato. 

Sono  facili  a  dimostrarsi  i  seguenti  teoremi: 

1."  L'inviluppo  delie  rette  che  hanno  da  unpunto  una 
data  distanza  è  il  circolo  che  ha  per  centro  il  punto  dato 
e  per  raggio  la  distanza  data. 

2."  Se  una  figura  rota  in  nn  piano  intorno  a  unpunto, 
il  luogo  di  ciascun  punto  di  essa  e  l'inviluppo  di  ciascuna 
una.  retta  sono  altrettanti  circoli  che  hanno  pei-  centro 
i/uel  punto. 


D,™-,7Prii>,' Google 


ANGOLI   INSCRITTI   NEL  CIRCOLO. 


Angou  inscritti  nel  circolo. 

241.  Def.  —  Un  angolo  dieesi  inscritto  in  un  circolo,  pp 
ha  il  vertice  sul  circolo  e  i  lati  secanti  di  questo. 

Un  angolo  dicesi  inserillo  in  mm  arco,  se  ha  il  vertice  sul- 
l'arco, e  i  lati  passanti  per  gli  estremi  di  questo. 

Teor.  —  (M  angolo  al  centro  d'un  circolo  é  doppio  di 
qualunque  angolo,  che  comprende  lo  stesso  arco  ed  è  in- 
scritto nell'arco  rimanente. 

Possono  darsi  tre  casi: 

1."  Il  centro  C  del  circolo  sìa  sopra  uno  dei  lati  AM  del- 
l'angolo inscritto  MAN  (flg.  154).  L' angolo  al  centro  MCN, 
come  esterno  al  triangolo  MAC,  è  la  somma  dei  due  angoli 
interni  non  adiacenti.  Ma  questi  sono  eguali  perchè  il  trìan- 
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golo  è  isoscele:  è  dunque  l'angolo  MCN   doppio   di  ciascuno 
di  essi  e  perciò  dell'angolo  MAN. 

2."  Il  centro  C  sia  interno  all'angolo  iscritto  MAN  (flg.  155). 
Costruendo  dal  vertice  A  il  diametro  AB,  si  ha,  [wl  caso  pre- 
cedente, che  l'angolo  MCB  è  doppio  dell'  angolo  MAC ,  l'an- 
golo BCN  doppio  dell'angolo  CAN;  è  quindi  (§105)  MCN" 
doppio  dell'angolo  MAN, 

3."  Il  centro  C  sia  esterno  all'  angolo  inscritto  MAN 
(fig.  156).  Costruito  il  diametro  AB,  si  ha  pel  primo  caso'MCB 
doppio  di  MAE,  e  NCB  doppio  di  NAB:  la  differenza  MCB — 
—  f?CB  =  MCN"  è  dunque  (§  106)  doppia  della  differenza 
MAB—  NAB  ossia  di  MAPT. 

Cor.  —  1."  Tutti  gli  angoli  inscritti  in  tino  stesso  arco 
o  in  archi  eguali  sono  eguali;  ossia  gli  angoli  inscritti. 
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che  comprendono  archi  eguali,  sono  eguali.  Infatti  ognuno 
di  essi  è  la  metà  di  uno  stesso  angolo  al  centro. 

2."  Un  angolo  inscritto  in  un  semicircolo  è  retto  (1). 
Un  angolo  inscritto  in  un  arco  maggiore  di  un  semicircolo 
è  acuto.  Un  angolo  inscritto  in  un  arco  minore  di  un  se- 
micircolo è  ottuso  (2). 

3.°  Il  circumcentro  d'un  triangolo  è  esterno  al  trian- 
golo, o  è  nel  punto  medio  dell'ipotenusa  o  é  interno  al  trian- 
golo secondo  che  il  triangolo  é  ottusangolo ,  rettangolo,  o 
acutangolo.  E  viceTersa. 

4."  Due  angoli  inscritti,  i  cui  lati  passano  per  due  me- 
desimi punti  del  circolo,  sono  eguali  o  supplementari. 

Sia  CD  la  corda  dei  punti  comuni,  che  divide  il  circolo  in 
due  archi.  Se  i  vertici  A  e  B,  dei  due  angoli,  son  dalla  mede- 
sima banda  del  piano  rispetto  a  CD,  appartengono  al  mede- 
simo arco ,  i  due  àngoli  sono  eguali  pel  teorema  precedente. 
Se  sono  da  bande  opposte ,  appartengono  ad  archi  diversi ,  e 
sono  supplementari,  perehè  essendo  ognuno  di  essi  la  metà  dei 
rispettivi  angoli  al  centro,  la  loro  somma  è  la  metà  di  un  giro: 
ossia  è  un  angolo  piatto. 

5."  In  un  triangolo  rettangolo  la  mediana  corrispon- 
dente all'ipotenusa  è  la  metà  dell'ipotenusa.  E  : 

6."  Se  in  un  triangolo  la  mediana  corrispondente  a  un 
lato  è  la  metà  del  lato,  il  triangolo  è  rettangolo. 

242.  Def.  —  Un  arco  si  dice  capace  di  un  angolo  dato, 
quando  gli  angoli  che  vi  ai  possono  inscrivere  sono  eguali 
all'angolo  dato. 

243.  Teop.  —  Ognuno  degli  angoli  formati  da  una  tan- 

gente e  da  una  corda,  che  ha  un 
estremo  nel  punto  di  contatto,  è 
uguale  all'angolo  inscritto  che  com- 
prende lo  stesso  arco. 

Sia  AB  la  corda,  DE  la  tangente 
(fig,.    157);  essendo   A  estremo  della 
corda  e  punto  di  confatto  della  .tan- 
gente. 
Se  AB  passa  pel  centro,  ossia  è 
■%. .  ^Tn^^p      ""  diametro,  (^nuno  de^li  angoli  che 
-^      '  esso  forma  colla  tangente   è  retto. 

(1)  Attribuito  a  Talela  :  secondo  altri  a  Pitiigora,  che  in  ringrazia-  ' 
mento  agli  Dei,  aacriflcò  un  toro. 

\;ì)  Attribuita  ad  Ippocrate  di  Chi». 


ALTRI    TEOREMI   SUI   OIROOI.I. 

Gli  angoli  al  centro  che  compre ntloiio  L  medesimi  arci 
piatti:  quindi  il  teorema  è  vero. 

Se  AB  non  [lassa  pel  oenti'o,  dall' alti-o  estremo  li 
striiisca  la  parallela  atta  tangente,  e  sia  BH,  che  ò  i 
cante  det  circolo  (§  210,  *!.")  e  ha  col  circolo  comune  i 
punto  H.  Essendo  BAE  ^^  ABH  come  alterni  interni 
alle  parallele  ED  e  BH  e  alla  trasversale  BA,  ó  BAE 
a  un  angolo  inscritto  che  con 
l'arco  AH,  o  anche  ^uale  a  un 
inscritto  che  comprende  l'arco  . 
è  eguale  a  AH  (Sì  213}.  Inoltre, 
l'angolo  BAD  C  supplementare  < 
e  ogni  angolo  inscritto  nell'ari 
supplementare  di  BHA  (§  241,  ( 
e  perciò  di  BAE,  è  l'angolo  BAI 
ad  ogni  angolo  inscritto  nell'a: 
Cor.  —  L'  angolo  di  ima  tangente  e  di  una  con 
metà  dell'angolo  al  centro  che  comprende  i!  medesÌT, 

244.  Teor.  —  Se  dite  rette  s'incontrano  in  un  pv. 
terno  ad  un  circolo,  ognuno  di  due  angoli  opposti 
tiee  è  la  somma  di  due  angoli  inscritti  che  eompt 
gli  stessi  archi. 

Si  vuol  provare  per  es.  che  ognuno  d^li  angoli  AO 
(fig.  158)  formati  dalle  rette  delle 
corde  AB,  ED,  che  s'incontrano  nel 
punto  O,  è  la  somma  di  due  angoli 
inscrìtti  che  comprendono  i  mede- 
simi archi  AE,  BD.  Si  costruisca 
EB  :   r  angolo  AOE  è  estemo   al 
triangolo  AOB  perciò  è  eguale  alla 
somma  OBÈ  +  BEO;  ossia  AOE'  è 
la  somma   di  due   angoli  inscritti    _        x, 
che  comprendono  gli  archi  AE,BD,   -^'Z  "■* 
come  si  voleva  dimostrare. 

245.  Teor.  —  L'angolo  di  due  secanti,  che  s'  ine 
fuori  del  circolo  è  la  dijferensa  di  due  angoli  inscr 
pomprendonc  gli  stessi  archi. 

Si  vuol  provare  (fig.  159)  che  l'angolo  0,  formato  < 
canti  OB ,  OE  uscenti  dal  punto  0 ,  esterno  al  circe 
metà  della  difierenza  di  due  angoli  insci-itti,  che  com|i 

Nanhbi.  —  Etemenli  di  Oeonilria. 
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gli  archi  BE,  DA.  Si  costruisca  il  segmento  AE  (oppure  BD), 
cioè  la  corda  che  abbia  per  estremi  due  punti  d'incontro  delle 
secanti ,  col  circolo  ma  lasci  le  loro  parti  interne  da  bande 
opposte.  L'angolo  Oè(§  113,  Cor.  l.")la  differenza  fra  l'angolo 
BAE  esterno  al  triangolo  OAE  e  l'altro  intemo  AEO;  i  quali 
sono  appunto  due  angoli  inscritti  che  comprendono  nno  l'arco 
BE  e  l'altro  l'arco  DA. 

Cor.  —  Se  un  angolo  ha  il  vertice  in  un  punto  esterno 
del  circolo,  e  i  suoi  lati  sono  secanti,  esso  é  la  semidiffe- 
rensa  dei  due  angoli  ni  centro  che  comprendono  i    tnede- 

24(>.  Teor.  —  L'angolo  d'una  tangente  e  di  una  secante, 
che  non  passa  pel  punto  di  contatto, 
é  In  differenza  di  due  angoli  iiiseritti 
■f^  che  comprendono  i  medesimi  archi. 
Se  0  è  il  punto,  certamente  esterno, 
comune  alla  tangente  OB  e  alla  se- 
cante OD  (flg.  IGO)  si  costruisca  AB, 
cioè  la  corda  che  ha  per  estremi  il 
punto  di  contatto  della  tangente  e  uno 
dei  punti  d'incontro  della  secante,  quello 
fhe  ha  minor  distanza  da  O.  Essendo 
BAD  l'angolo  esterno  del  triangolo 
AOB  si  ha  che  l'angolo  0  è  la  diffe- 
renza degli  angoli  BAD  e  ABO,  dei  quali  il  primo  è  un  angolo 
inscritto,  che  comprende  l'arco  BD  e 
l'altro  (§  243)  è  eguale  a  un  angolo 
inscritto  ohe  comprende  l'arco  AB. 
Cor.  —  L'angolo  d'una  tan- 
gente e  d'  una  secante  che  non 
passa  pel  punto  di  contatto  è  la 
metà  della  di/ferenia  di  due  angoli 
fil  centro,  che  comprendono  i  me- 
desimi archi. 

247.  Teor.  —   L'angolo  di  due 
tangenti  a  nn  circolo  è  la  diffe- 
renza di  due  angoli  inscritti  chi-  j-^--- 
romjn'endono    i    medesimi   archi. 

Se  OA  e  OBson  le  due  tangenti,  si  costruisca  una  secante  qua- 
lunque OP  {fig.  161)  che  abbia  comune  col  circolo  i  punti  P  e  E 
in  modo  che  le  due  parti  in  cui  resta  diviso  l'arco  minore  AB 
sieno  rispettivamente  minori  delle  due  parti  in  cui  resta  di- 
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!0  maggiore  BA,  il  che  si  ottiene,  per  esempio,  quando  la 
secante  passa  pei  centro.  Pel  teorema  jìreceriente  è  AOÈ  eguale 
aUa  differenza  d^li  angoli  inscritti  clie  comprendono  i  mede- 
i  archi;  per  es.  è:AOE^APE  —  AEP;  e  analogamente 
BOÈ=  BPE  — BEP.  Sommando  (§  30,  12.°)  si  ha:  A<^  + 
+  BOE=(APÈ  +  BPE)  —  (AE?  +  BEPJ  ossia  AOE"=  APB  — 
—  AES  come  si  voleva   dimostrare. 

Cor.  —  L'angolo  di  due  tangenti  é  la  tnetà  della  diffe- 
renza di  dite  angoli  al  centro,  che  comprendono  i  mede- 
simi archi. 

Scolio.  —  lUa^umendo  si  ha  dunque: 

Dato  un  circolo  e  due  punti  stt  di  esso,  di  tutti  gli  an- 
goli che  hanno  il  vertice  dalla  medesima  banda  rispetto  alla 
retta  dei  due  punti,  quelli  insaritti  sono  tutti  eguali  •  quelli 
eoi  vertice  inferno  ni  cìrcolo  sono  maggiot  t  di  essi  qui  Ih 
col  vertice  estemo  sono  minori  rft  esn 

E  viceversa   Sicché  può  dirsi 

Dati  due  punti,  ti  luogo  geometrico  det  vet  tici  degli  an 
goh  1  CUI  lati  passano  per  quisti  punti  e  sono  equali  ad 
in  angolo  dato  è  costitiiito  da  due  ai  ehi  capaci  di  que 
st  angolo  aventi  pei  eorda  comune  la  distanza  dei  punti 
dati  ed  essendo  rispetto  ad  issa  situati  da  bande  opposte 
(Grii  estremi  conmni  dei  due  archi  vanno  esclusi  dal  luc^l 

Il  luogo  det  vei  tici  degh  angoli  t  cut  lati  passano  pe> 
t/h  ^tesst  punti  e  son  maggtct  i  dell  angolo  dato,  e  la  parte 
di  piano  limitata  dai  du  ai  chi  II  luogo  dei  verttct  deqh 
angoli  t  cut  lati  passano  pei  qh  stessi  punti  e  son  minoì  t 
dell  angolo  dato    e  la  pai  te  t  imanente  del  piano 

Poligoni  inscritti  e  circoscritti. 

248,  Teor,  —  1.°  Esistono  poligoni  che  hanno  tutti  i  loro 
vertici  sopra  un  circolo. 

2."  Esistono  poligoni  di  cui  le  rette  dei  lati  son  tutte  tan- 
genti ad  un  circolo. 

Def.  —  Un  poligono  dicesl  inscritto  in  un  circolo  se  tutti 
i  suoi  vertici  sono  su  questo  circolo;  e  il  circolo  che  passa  per 
tutti  i  vertici  del  poligono ,  dicesi  ad  esso  circoscritto. 

Un  poligono  dicesi  circoscritto  ad  un  circolo,  se  te  rette  dei 
suoi  lati  sono  tutte  tangenti  al  circolo  dato.  E  se  i  punti  di 
contatto  sono  tutti  appartenenti  ai  lati  del  poligono,  il  circolo 
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diceai  )  !»  I  lito     se  ijiialche   puntxi  di  contatto  e  sul  proliui- 
^inento  dei  lati  il  circolo  dicesi  *  v  uìsn  itto  al  poligono 
Le  stesse  lefinizioni  valgono  per  le  linee  poligonali  n  spezzata 
T«or    —  Si  puij  \  mpte  ins/iiwn  i    mio-,  m        ii  ì  cu 
rolo  ad  un  dato  triangolo    Vedi  ^§  2.10,  ZòA 

E  evidente  che  non  sempre  si  può  inscrivere  o  cu  coscrive i  e 
un  circolo  ad  un  quadrangolo  convesso  qualunque,  in  quanto 
che  un  cucolo  o  già  deteiminato  da  tie  punti  o  da  tie  tan- 
genti   Ma  -i  hanno  i  -eguenti  teoremi 

Teor    —  La  londjsion    •nirn'.aria  <    vifflftinti     affinrhe 
un  tjitad  a/ìf/olo  ronvtiio  un  insoittibil     in  iin   iifo/o,  e 
l'Ile  (  siioi  (iHjjoh  opposti  sifiio  suppìementan. 
Osservo  che  se  una  coppia  di  angoli  opposti  sono  supplemen- 
tari, anche  l'altra  coppia  sono  supple- 
mentari perchè  la  somma  di  tutti  gli 
angoli  del  quadrangolo  è  quattro  an- 
goli l'etti. 

Sia  ABCD-  il  quadi-angolo  (flg.  162). 
Se  esso  è  inscritto  in  un  circolo,  gli 
angoli  BAI)  e  BGD  sono  inscritti  nel 
circolo ,  hanno  i  lati  che  passano  per 
(lue  punti  comuni  B  e  D,  e  i  loro  ver- 
tici sono  da  bande  opposte  rimpetto 
alla  retta  di  questi  due  punti.  Pel  corollario  4."  del  §  241  essi 
sono  supplementari. 

La  condizione  enunciata  dal  teorema  e  dunque  necessaria, 
poiché  ò  verificata  per  ogni  quadrangolo  inscritto.  È  anche 
sutBciente,  perchè  ogni  quadrangolo  che  le  soddisfi  è  inscritti- 
bile :  così,  nel  nostro  caso,  se  la  somma  HAD  +  BCD  è  due 
retti,  il  circolo  che  passa  pei  tre  vertici  D,A,B,  passa  anche 
per  C. 

Infatti,  ogni  angolo  inscritto  nell'arco  B  1>  è  supplementare 
di  BAD  (§  !241),  ed  ogni  angolo  i  cui  lati  passano  per  B  e  D, 
e  non  ha  il  vertice  sull'arco  BD  non  è  supplementare  di  BAD 
(§  247  Scolio).  Il  vertice  0  dev'essere  dunque  sull'arco  BD. 
'  li  teorema  precedente  può  anche  enunciarsi  cosi: 
La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinché  un  quadran- 
golo sia  inscritlibile  in  un  circolo  è  che  le  somme  degli  an- 
ffoli  opposti  sieno  eguali. 

Cor.  —  1."  Gli  angoli  BAC,  EDO,  essendo  inscritti  nello 
stesso  ai'co,  sono  eguali.  Se  jier  indicare  l'angolo  che  ha  il 
vertice  in  un  punto  e  di  cui  i  hiti  i)assann  per  gli  estremi  di 
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un  segmento,  diciamo  Vangoln  sotto  il  quale  dai  Vfrtice  si 
rede  il  seymenlo,  il  teorema  pi-ecedente  può  enunciarsi: 

Affinché  un  quadrangolo  già  insa-it libili-  è  condizione 
necessaria  e  stiffìciente  che  un  fato  qualunque  sia  veduto 
fiotto  angoli  eguali  dai  due  vertici  opposti. 

2.°  Affinchè  uno  pseudorombo  si  possa  inscrivere  in  un 
nii'colo.  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  che  due  an- 
goli opposti  sieno  retti:  e  precisamente  quelli  che  hanno  i/ 
vertice  sulla  diagonale  che  vien  divisa  per  metà  dall'altra, 
tfi  quale  é  un  diametro. 

3°  Affinchè  un  parallelogramma  si  possa  insci-ivere  in 
un  circolo  è  condizione  necessaria  e  sufficiente  che  esso  sia 
un  rettangolo. 

Cosicché;  Se  nn  rombo  è  inscrittibile  esso  è  un  quadrato. 
4."  Le  perpendicolari  nei  punti  medi  dei  lati  {media- 
trici) di  un  quadrangolo  inscrittibile  passano  tutte  per  un 
punto  che  è  il  centro  del  circolo  circoscritto.  Q\i%sio  punto  di- 
cesi  il  circumcentì'O  del  quadrangolo. 

249.  Teor.  —  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affin- 
ché un  quadrangolo  convesso  sia 
circoscrittibile  a  un  circolo  è  che 
la  somma  di  due  lati  opposti 
sia  eguale  alla  somma  degli  al: 
tri  due. 

La  condizione  è  necessaria;  jjer- 
chè  se  i  lati  del  quadrangolo  ÀBCD 
sono  tangenti  al  circolo  (flg.  WJ). 
e  M,  N,  0,  P,  aìeno  -i  punti  di  con-  c^'S^^  ^>  /^j 

tatto  dei  lati  AB,  BC,  CD,  DA,  i>el  

corollario  del  §  214  è  ÀM  =  AP  e  cosi  MB  =  BN,  Cd  -=  N(^;', 
OD  =^  DP.  E  siccome  le  somme  di  segmenti  eguali  sono  uguali, 
avremo  ; 

AM  +  I^  +  00  +  OD  =  AP  +  BN  +  CN  +  Ì)P 


AB  +    OD  =  AD  +  BC' 

La  condizione  è  anche  sufHciente. 

Supponiamo  che  sia  soddisfatta  e  che  considerando  il  circolo 
tangente  a  tre  lati  (  .§  234}  esso  non  tocchi  il  quarto  OD,  il  quale 
quindro  è  esterno,  o  è  secante  (figg.  164,  165);  da  un  estremo  D 
si  costruisca  l'altra  tangente  DC  al  circolo,  il  quale  incontri  il 
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lato  BC  in  C.  Essendo  il  quadi'ungolo  ABC'D  circoscritto  al 
circolo,  avremo  in  ambedue  ì  casi: 

AB  +  iTC'  =  AB  +  BC 

mentre  è,  pei"  ipotesi, 

AB  +  DC  =  AD  +  BC 

Nel  primo  caso,  essendo  BC  >  BC,  sottraendo  dalle  somme 
eguali  delia  seconda  ^uaglianza,  le  somme  eguali  della  prima 
{§  15,8")  si  ha: 

DG  —  DC'  =  BC  —  BC 

-  ce,  che  è  impossibile,  perchè  un  lato  di 


ossia  DC  —  DC 


e.'isere  eguale   alla  diffei'enza  d^li  al- 


Nel  secondo  caso,  essendo  BC  >  BC,  sotti'aendo  invece  delle 
lomme  eguali  della  prima  eguaglianza  le   somme  eguali  della 


DC 


-  DC  =  BC  —  BC 


ossia  DC  —  DC  =:^  CC  che  è  pure  impossibile.  Bisogna  dun- 
que che  il  circolo  tocchi  il  quanto  lato,  ossia  che  il  quadran- 
golo sia  circoscritto. 

Cor,  —  1.°    Uno  pseudorombo  può   sempre  cnrcoseriversi 
ad  un  circolo. 

2."  La  condizione  necesiarià  e  sufficiente  affinchè  un 
}jarallelofframma  si  possa  circoscrivere  ad  un  circolo,  é  che 
esso  sia  un  rombo. 

3.°  Le  bisettrici  interne  degli  angoli  d'un  quadrangolo 
circoscrittihile  passano  tutte  per  un  punto  che  è  il  centro 
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def  ch-eo/o  inscritlo.  Questo  punto  dicesi  Vincentro  del  qua- 
drangolo. Sono  evidenti  i  seguenti  toorenii: 

250.  Teor.  —  Un  poligono  convesso  (o  una  Hnea  jiol'go- 
nale  convessa)  è  inscrittibile  in  un  circolo,  quando,  pren- 
dendo per  vertici  comuni  in  un  certo  ordine  tre  dei  ver- 
tici  del  poligone  e  per  quarto  vertice  uno  qualunque  dei 
rimanenti,  si  posson  formare  altrettanti  quadrangoli  con- 
vessi con  angoli  opposti  supplementari. 

Teor.  —  Un  poligono  (oppure  una  linea  poligonale)  con- 
vesso è  circoserittùfile  a  un  circolo  quando,  prendendo  per 
iati  comuni  in  un  certo  ordine  tre  dei  lati  dati,  e  per  quarto 
lato  ciascuno  dei  rimanenti  (prolungandoli  ove  occorra),  si 
possono  formare  altrettanti  quadrangoli  convessi,  dove  la 
somma  di  due  lati  opposti  sia  eguale  alla  somma  (Irgli  al- 
tri due. 

251.  Def.  —  Chiameremo  regolare  ogni  poligono  convesso 
ed  ogni  linea  poligonale  convessa  che  abbia  i  lati  eguali  e  gli 
angoli  eguali.  11  triangolo  equilatero  ed  il  quadrato  sono  poli- 
goni regolari.  Dimostreremo  poi  coll'effettiva  costruzione  resi- 
stenza di  altri  poligoni  regolari.  Ammettiamo  tuttavia  il  se- 
guente : 

Post.  —  Esistono  poligoni  regolari^  di  qualunque  nu- 
mero di  lati. 

252.  Teor.  —  Si  può  affermare  che  un  poligono  di  n  lati 
è  regolare  quando  si  sappia  <jAe  sano  eguali  n-2  dei  stioi 
lati  e  gli  n-1  angoli  ad  essi  adiacenti. 

o  quando  sono  eguali  n-1  dei  suoi  lati  e  gli  n-2  an- 
goli  da  essi  compresi 

e  quando  sono  eguali  i  stioi  lati  e  n-3  dei  suoi  angoli 
consecutivi 

Difatti  questo  poligono  è  uguale  al  poligono  regolare  d'egual 
numero  di  lati. 

253.  Teor.  —  Un  poligono  regolare  è 
individuato  quando  è  dato  il  suo  lato 
ed  il  numero  dei  lati.  Difatti  tutti  i  lati 
sono  eguali  a  quello  dato,  ed  ogni  angolo 
fe  il  sottomultiplo  della  somma  di  tutti  <*[ 
gli  angoli  secondo  il  numero  dei  lati. 

254.  Teor.  —  Se  piii  archi  consecu- 
tivi di  uno  stesso    circolo  sono    eguali 
e  la  loro  somma  minore  del  circolo  stesso,  T/y.  jse 
la  linea  poligonale  che  ha  i  vertici  negli 
estreìni  di  tali  aivki,  è  regolare.  Difatti  (flg.  160)  ha  i 
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^uali  perchè  sono  coi-de  di  aichi  eguali  I  suoi  angoli  sono 
eguaJi   imrcbè  inscritti  in  aichi  eguali  di  un  medesimo  ciioolo. 

Analogamente  sì  dimostra 

255.  Teor.  —  Se  più  di  due  archt  con^tcutn  >  di  uno  itesso 
circolo  sono  egvali  e  la  loro  lonima  é  ti  circolo  (osaia  se  ii 
circolo  ò  diviso  in  più  di  due  parti  ^uali)  il  poligono  in- 
scritto che  ha  i  vertici  negli  estremi  dt  tati  ai  chi  è  regolare. 

25fi.  Teor.  —  Se  più  archi  consecutivi  dt  uno  slesso  eit  colo 
sono  eguali  e  (a  /oro  sotuina  e  minore  del  circolo,  la  linea 
poligonale  che  ha  i  lati  tangenti  al  circolo  negli  esfremi  rii 
tali  archi  è  regolare. 

Queste  tanj^entì  sono  intanto  concorrenti  {§211,5.°).  Sieno 


AB,BC,CD 


hi  consecutivi  eguali  (flg.  167).  Si 
costruiscano  le  tangenti  nei  punti 
A,  B,  C,  D,  E,  e  àeno  rispettiva- 
mente M,  N,  P,  Q,  i  punti  comuni 
di  due  tangenti  successive.  Sulle 
tangenti  nei  punti  estremi  A  ed  E 
si  prendano  ÀU=MA  ed  EV  =  ÈQ. 
Dico  che  la  spezzata  UMNPQV  è 
regolare.  Intanto  gli  angoli  'M^  N, 
P,  Q,  sono  eguali,  pei'chè  compren- 
dono ai-chi  eguali  :  di  più  se  si  co- 
struisce la  linea  poligonale  inscritta 
ABCDR  essa  è  regolare  per  il  teorema  del  §  254.  E  perciò 
j  triangoli  isosceli  (§  214,  Cor.),  ABM,  BCN,  CDP,  DEQ  hanno 
eguali  le  basi  e  gli  angoli  opposti  M,  N,  P,  Q,  e  perciò  hanno 
eguali  gli  angoli  alte  basi  e  sono  eguali,  ossia  è  AM  ^  MB  = 
^  NB  =  NC  ="CP  =  PD=  DQ  =  QE;  e  poiché  questi  seg- 
menti sono  pure  eguali  agU  altri  due  UÀ  e  EV,  si  ha:  AU  -f- 
+  AM  ^  MB  +  NB_=  N0_+  CP  =  PD  +  DQ  =  QE  +  ÈV 
ossia  UM  ^  MN  =  NP  =  PQ  =  QV. 

257.  Teor.  —  Ad  un  poligono  regolare,  e  ad  una  spessata 
regolare,  si  può  sempre  inscrivere  o  circoscrivere  un  cii— 
eòlo  (Ippocrate  di  Chic). 

Sia  il  polìgono  o  la  spezzata  regolare  ABCDE  . . .  (flg.  168). 
Per  tre  vertici  consecutivi,  per  esempio  B,  C,  D,  faccio  passai'e  un 
circolo.  Sia  0  il  suo  centro.  Sarà:  ÒB  ^  C  =  OD.  Se  prove- 
remo che  anche  i  seguenti  OE,  OF  . . .  sono  eguali  ad  uno  dei 
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segmenti  OB,  OC,  OD;  è  provato  che  il  puligoiio  è  inscrittibile 
nel  circolo  di  centro  O.  Il  trianijulo  UOD  ò  isoscele,  è  dunque 
ODC  =  (JCDT  Ma  poiché  è  anche  (;Ì»È  =  IÌSb,  e  differenze 
di  angoli  ^uali  sono  eguali,  si  ha  che  ODE  —  OIK!  ^^  DCB  — 
—  065  ossia  o5e  =  oca  E  i  triangoli  OCB,  <  >nE  hanno 
un  angolo  eguale  compreso  fra  lati  eguali, 
quindi  sono  eguali  ed  e  OE  ^  OB. 

Cosi  si  dimostt-erebbe  iier  OF,  ecc.  Il 
circolo  che  passa  per  tre  vertici,  [jassa 
dunque  per  tutti  gli  altri  e  il  poligono  è 
inscrittibile. 

È  anche  circoserittibile,  perchè  i  suoi   ' 
lati  possono  ora  considerarsi  come  corde 
eguali  di  lin  circolo  e  noi  sappiamo  (§  212) 
che  esse  inviluppano  un  cii-colo  concentrico  al  primo. 

258.  Def.  —  Il  centro  comune  dei  circoli  inscritto  e  circo- 
scritto a  un  poligono  regolare  si  chiama  centro  del  poligono, 
n  raggio  del  circolo  inscritto  perpendicolare  ad  un  lato  dieesi 
apotema  (1)  del  poligono,  e  il  raggio  del  circolo  circoscritto, 
terminato  a  un  vertice,  raggio  del  poligono. 

259.  Cor.  —  1."  Le  rette  dei  raggi  d'un  poligono  rego- 
lare san  bisettrici  degli  angoH  del  poligono. 

2."  Le  rette  degli  apotemi  d'un  poligono  regolare  son 
le  mediatrici  dei  lati. 

PROBLEMI 

Cenni  sulla  risoluzione  dei  probleml 

260.  Def.  —  Abbiamo  già  detto  che  cosa  s'intende  [ler  pi'o- 
blema  (§  13  Pr.);  risolvere  un  problema  significa  trovare  le 
sue  soluzioni. 

Problemi  equivalenti  sono  quelli  che  hanno  le  medesime  so- 
luzioni, cioè  tali,  che  ogni  soluzione  del  primo  sia  soluzione 
del  secondo  e  viceversa.  Un  problema  si  dice  ^iibotd inaio  ai 
un  altro,  quando  le  sue  solnzioni  son  soluzioni  del  secondo , 
ma  quelle  del  secondo  non  son  tutte  soluzioni  del  pi  imo 

(1)  Da  iitOTiO-i.ii  =  i-ipongo  0  ponyo  /ontano  da  <forae  peii,lie  il 
pasto  entro  il  poligono  0  perctit;  uonilotto  d.il  1  en't  ),  ai  -illonttna  da 
questo), 
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Noi  ummetterenio  di  aaper  già  risolvere  alcuni  pi'oblenii , 

che  diremo  fondamentuìi:  e  preci sameDte. 
1."  Prendere  un  punto  del  piano. 
2."  Costruire  una  retta,  che  passi  per  dm    punti 
3."  Costruire  un  circolo,  datone  il  eentto  e  ti  xiffffto 
4,"  Prendere  ì'interserzione  di  due  rette  date  nel  piano 
5."  Prender  ì'interserzione  di  due  circoli  del  piano 
6."  Prender  ì'interserzione  d'una  retta  e  d  un  circolo 

del  piano. 
Di  eolito  si  ammette  anche  di  saper  risolvere  i  pioblemi  che 

8i  trovano  in  tutti  i  Trattati  di  treometria,  come  p   es  quelli 

riportati  in  questo  capitolo.  Tali  problemi  «i  dicono  semifon 

damentali. 

E  i  problemi  fondamentali  e  i  semi  fon  damentali  si  dicono 

problemi  noti. 

I  metodi  fondamentali  per  la  risoluzione  dei  problemi  sono 
due:  metodo  analitico  (1)  e  metodo  sintetito  (2)  Il  primo  con 
siste  nel  passare  da  un  problema  dato  ad  un  altro  equivalente, 
da  questo  ad  un  altro  equivalente  e  cosi  di  «eguito  ùnchè  si 
arrivi  ad  un  problema  noto  che  sarà  equivalente  al  dato  e 
perciò  le  sue  soluzioni  saranno  quelle  del  pioblema  dato  E 
chiaro  che  quanti  più  problemi  noi  sappiamo  iisolvere  tanto 
più  facilmente  potremo  risolverne  dei  nuovi,  perchè  nel  pas 
saggio  dal  problema  dato  ai  problemi  equivalenti ,  più  facil- 
mente incontreremo  un  problema  la  cui  soluzione  ci  sia  nota 

II  passaggio  di  un  problema  dato  ad  un  altto  equiva- 
lente e  quindi  ai  successivi ,  vien  suggerito  dalla  conoscenza 
delle  proprietà  geometriche  degli  enti  dati  da  op[iortune  co- 
struzioni ed  anche  da  una  certa  naturale  intuizione  che  può 
essere  di  diverso  grado  nei  vari  individui. 

261.  Il  metodo  sintetico  consiste  nel  passare  da  un  problema 
noto  ad  un  altro  equivalente  e  cosi  di  seguito  fino  a  giungere 
al  problema  dato:  è  in  sostanza  il  cammino  inverno  dei  metodo 
analitico. 

Per  lo  studio  di  un  problema  che  si  debba  iisolveie  e  na- 
turale seguire  il  metodo  analitico:  cioè  suppoire  il  pioblema 
risoluto  e  fare  i  passaggi  da  esso  i^li  equivalenti  sino  a  giun- 
gere ad  un  problema  noto.  Per  esporre  invece  la  risoluzione 
di  un  problema  si  preferisce  il  metodo  sintetico:  cioè  partire 
dal  problema  noto  e  fare  i  [lassaggi  invei'.si  ai  precedenti  per 
arrivare  al  problema  dat-o. 
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Bisogna  poi  noiure  che  in  iiratica  nel  passare  da  un  problema 
al  successivo ,  dopo  aver  visto  che  ogni  soluzione  de!  primo 
è  soluzione  del  secondo ,  non  ci  si  ferma  ad  assicurarci  se 
tigni  soluzione  del  secondo  sia  soluzione  del  primo,  contentan- 
doci di  vedere  quali  soluzioni  dell'  ultimo  sono  soluzioni  del 
primo,  e  scartando  quelle  che  non  lo  sono. 

262.  Studiamo  ora,  coll'uno  o  coU'altro  metodo,  qualche  pro- 
blema; avvertendo  che  in  seguito  e3|)orremo  sempre  la  solu- 
zione dei  problemi  col  metodo  sintetico. 

Frobl.  —  Sopra  una  retta  data ,  costruire  un  segmento 
che  abbia  un  esfremo  in  un  punto  dato  e  sia  eguale  ad  un 
segmenta'  dato. 

Metodo  analitico.  Supponiamo  il  problema  l'isoluto  e  sia 
AB  {è%.  169)  il  segmento  richiesto,  che  è  sulla  retta  data  r, 
ed  ha  un  estremo  nel  punto  dato  A.  Siccome  il  segmento  AB 
e  uguale  al  segmento  dato,  il  problema  è  equivalente  a  questo; 

Trovare  nella  retta    AB   uh  punto  che     , ^ 

abbia  distanza  data  dal  punto  A.  Ma  i     '  -^  ^ 

punti  che  hanno  dal  punto  A  una  distanza  f»^  iSÌ 

data  sono  solamente  sul  circolo  di  centro 
A,  che  ha  per  raggio  questa  distanza:  quindi  il  problema 
precedente  è  equivalente  a  questo:  Trc/eare  i  punti  comuni 
della  retta  data  e  di  un  circolo  che  ha  pi'r  centro  A  e 
per  raggio  il  segmento  dato.  Per  fare  ciò  basta  coatruii'e  il 
circolo,  e  noi  lo  sappiamo  costruire  {§  260,  6  ")  e  si  hanno  due 
soluzioni. 

È  facile  vedere  che  queste  due  soluzioni  dell'ultimo  problema 
sono  ambedue  soluzioni  di  quello  dato. 

Metodo  sintetico.  Col  centro  nel  punto  dato  e  con  raggio 
eguale  al  semento  dato  si  costruisca  un  circolo  (e  ciò  sappiamo 
fai«).  Si  determinano  i  suoi  punti  comuni  colla  retta  (problema 
nol;o}.  Questi  punti  B  e  B'  hanno  da  A  una  distanza  eguale  a! 
segmento  dato:  i  segmenti  AB,  AB'  sono  quindi  le  soluzioni 
del  problema. 

263.  Probi  —  Per  un  punto  dato  su  una  retta  costruire 
la  perpendicolare  alla  retta. . 

La  dimostrazione  data  (§  39)  dell'esistenza  delle  perpendico- 
lari, ci  ha  fornito  il  mezzo  dì  costruirle  o  di  immaginarle  co- 
struite quando  ne  abbiamo  bisogno.  Risolviamo  ora  il  problema 
per  trovare  un'altra  soluzione  più  conveniente  E^li  usi  pratici, 
che  non  sia  quella  già  trovata,  la  quale,  per  fare  un'opei-azione 
corrispondente  alla  coincidenza  dei  due  semipiani  obbligherebl>e 
a  picare  il  foglio,  ecc.  ecc. 
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Metodo  anfilitico:  Sia  r  la  retta  data  (fig.  170),  A  il  punto 
dato  su  di  essa.  Supponiamo  il  problema  risoluto  e  sia  p  la 
pei'pendicolare  richiesta.  Ora  se  da  ambo  le  parti  del  punto  A 
sulla  retta  r  sì  prendono,  ad  arbitrio,  due  segmenti  eguali  AM 
pd  AN  {ecco  unit  costruzione  ausiliaria 
che  é  necessaria,  pel  pass^gio  del 
problema  dato  ad  un  altro  equiva- 
lente) la  perpendicolare  richiesta  è  la 
mediatrice  del  segmento  MN  ;  cioè 
dal  problema  dato  si  passa  al  seguente  : 
Costruire  ìli  mediatrice  di  nn  seg- 
mento. 
Poiché  di  questa  mediatrice  si  co- 
nosce un  punto,  bastii  determinarne  un  altro  qualunque  che 
(iev'essei'e  equidistante  dagli  estremi  M  ed  N  del  segmento. 
Siamo  passati,  quindi,  al  problema:  Trovni-e  un  punto  equi- 
distante da  due    punti  dati. 

Ma  i  punti  che  hanno  una  data  distanza  da  uu  punto  dato 
sono  tutti  i  punti  d'un  circolo  che  ha  per  centro  il  punto  dato 
e  per  ra^o  la  distanza  data,  quindi  il  punto  richiesto  deve 
trovarsi  su  due  circoli  che  hanno  i  centri  in  M  ed  in  N  ed 
egual  ra^io.  Il  problema  è  quindi  ridotto  al  problema  noto: 
Trovare  l'intersezione  di  due  circoli.  , 

Metodo  analitico  (altra  costruzione). 

Supponiamo  il  problema  risoluto  e  sia  AC  (Ilg.  171)  la  pei*- 
pendicolare,  richiesta,  alla  retta  AB  ;  os- 
servo che  l'angolo  CAB  e  i-etto  e  che  co- 
struendo il  segmento  arbitrario  CB,  con 
un  estremo  su  ciascuno  dei  lati  dell'an- 
golo, ho  un  triangolo  rettangolo;  cosicché 
il  problema  e  di  coitrutre  ti  triangolo 
rettangolo  che  ha  il  vertice  dell'angolo 
retto  nel  punto  dato,  ed  un  cateto  sulla 
retta  data 

Ora  se  0  è  il  punto  medio  dell'ipote- 
nusa e  SI  costruisce  OA  (altra  eostruzione  ausiliaria)  dev'essere: 
OA  =  OB  =  OC  (§  241,  5"),  cioè    iii    punti  B,   A,   C,   sono 
su  un  ciraolo  di  cui  0  è  il  centro.  Il  problema  passa  dunque 
a  quest'altro  che  ci  è  noto: 

Costruire  nn  circolo  che  passi  per  un  punto  dato. 
264.  Probi.  —  Per  un  punto  date,  esteimo  ad  una  retta, 
costruire  la  perpendicolare  alla  retta. 
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Metodo  fiiìalitifo:  Wupiionianni  il  pioblenia  risaluto  e  sia 
C  il  punto  dato  (tìg.  172),  »■  lit  retta  data,  OA  la  ijeriiendicti- 
lare  alla  retta.  Re  co!  eentro  nel  ininto  C  e  con  l'aj^io  mag- 
giore dì  CA  costruisco  un  cii'colo  (costi'uzione  ausiliftpia), 
esso  avrà  due  punti  M  e  N  comuni 
colla  retta  >■,  è  CA  è  la  mediatrice  del 
aegmentn  MN;  quindi  dal  problema 
dato  si  passa  all'altro: 

Coulrinre  In  tìicdiati-icc  di  un  seg- 
nto;  di  qui  »  continua  come  nel 
problema  precedente,  {«rchè  anche  di 
questa  mediatrice  si  conosce  unpunto  C. 
Metodo  sintetico;  (.'ol  centro  nel 
punto  dato  e  con  raggio  maniere  della 
distanza  del  punt<  alla  retta'  (siccome  i^uesta  distanza  non  è 
nota  basta  piendeie  perraggio  la  distanza  da  I'  ad  un  punto 
qualunque  del  semipiino  opposto)  si  eostruisce  il  circolo  che 
ha  comuni  colla  retta  i  i  punti  M  ed  N. 

Coi  centri  nei  junti  N  ed  M  e  con  raggi  eguali,  purché 
marioli  di  MN  m  costruiscano  due  circoli,  di  cui  sia  P  un 
punto  comune   La   ietta  CP-6   la  perpendicolare  richiesta. 

2ò5    Probi    (di  Otnipide  di  Chio) —   Costruire  un  angolo 
che  *)«  egvaìe  a  un  angolo  dato,  e 
ne  sfn  dati  un  lato  pd  if  vertice  sm 
(Mrt  retta  data  i 

Metodo  st  iteiico  —  Sia  (flg.  173) 
A  1  angolo  dato  n  la  retta,  V  il  ver- 
tice Col  centro  in  Aei^gioarbitrario 
AB  costruiamo  un  areo  BC,  che  in- 
contra l'altro  laio  dell'angolo  in  un 
punto  C. 

Col  medesimo  raggio  e  con  centro 
in  V,  si  costruisca  un  circolo  che  in-  ' 

contpa  la  retta  tìi  in  due  punti.  Sia  M  uno  di  questi  punti. 
Col  centro  M  e  rs^io  uguale  alla  corda  BC  si  costruisca  un 
circolo,  che  incontra  il  precedente  nei  punti  N  e  P.  Gli  angoli 
NVM,  MVP  e  i  loro  opposti  al  vertice  son  le  soluzioni  del 
problema  ;  giacché  sono  eguati  le  corde  CB,  NM  e  MP;  sono 
dunque  eguali  gli  archi  da  esse  sottesi,  e  i  corrispondenti  an- 
goli al  centro  dei  circoli  eguali. 

266.  Probi.  —  Pet-  nnpnnto  date,  eostrim-e  una  retta  pa- 
rallela ad  ima  retta  data. 
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Sia  (&g.  174  AB  la  retta,  C  il  punto  data 
Da  C  si  costruisca  una  retta   CD  che   incontri   AB  in    un 
punto  D.  Si  costruisca  un  angolo  col 
•._  vertice  in  0,  che  abbia  per  lato  CI> 

-i4- ~      e    sia    uguale  all'angolo  CDA   e  con 

■~.^  ,  questo  da  bande  opposte  rispetto  a  CD. 

'-.  La  retta  CH  è  la  parallela  richiesta. 

À.  5n^      5  267.  Probi.  —  Costruire  una  stri' 

f^a.  1 7(1      *-^  «ci»  eguale  ad  una  striscia  finta  e 

iìhe  abbia  un  lato  dato. 

Sia  X  la  striscia  data,  m  la  retta  data. 

Preso  un  punto  0  (flg.  175)  sul  lato  dato  m,   si  costruisca 

[ler  0  la  perpendicolare  a  questo  lato,  e  sopra  questa  perpen- 


e ^ 
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dicolare  si  prendano  due  segmenti  OP,  OQ  eguali  alla  distanza 
dei  lati  della  striscia  data.  Se  per  P  e  Q  si  tirano  due  paral- 
lele alla  retta  m,  si  hanno  due  striscio  eguali  a  quella  data. 

268.  Probi.  —  Datoun  arco  o  un  circolo  trovarne  il  centro. 
Presi  tre  punti  A,  B,  C   (flg.  176)  sull'arco  o  circolo  dato, 

questi  punti  possono  considerarsi  come  vertici  d'un  triangolo 

it  cui  il  circolo  È  circo-  . 

scritto.  Il  centro  dei  cir-         y*_ 

colo  è  il  punto  equidistan-       /  '■  '.^  Y** 

te  dai  vertici,che  sappiamo      /     ',     \ 

trovare,  perchè  è  il  punto 

d'incontro  delle  perpendi-     \     :    ,■' 

colari  nei  punti  medi  dei      \   '.  / 

lati.  Di  queste  perpendìco-        ^       ^'f^l^        ''" 

lari  basta  costruirne  due, 

per  esempio  quelle  sulle 

corde  AB  e  BC,  e  il  loro  punto  d'incontro  0  è  quello  cercato. 

269,  Probi. —  Costruire  un  ai-co  eguale  n  un   arco  dato 
e  avente  gli  estremi  su  una  retta  data. 
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Sia  AB  l'arco  dato  di  cui,  pel  problema  [ii'eced.  ai  può  tro- 
Tare  il  centro  0  (iig.  177).  Sia  m  la  retta;  su  questa  retta  si  prenda 
uà  segmento  eguale  ad  AB  e  sìa  A'B'.  Facendo  centit)  nei  punti 
A'eB'  e  con  ra^io  eguale  al  l'agio  OA  del  circolo  all'arco 
AB ,  si  costruiscano  due  circoli  che  hanno  due  punti  M,  N 
comuni.  Facendo  centro  in  questi  punti  M  ed  N  con  l'E^gio 
eguale  ad  OA  si  avranno  due  archi  cogli  estremi  in  A'  e  B', 
e  questi  archi  sono  due  soluzioni  eguali  del  problema. 

S70.  la  modo  analogo  sì  risolve  il 

Probi.  —  Costruire  tin  ftpttoì-i-  circalarr  eguale  n  un  set- 
tore circolare  dato. 

NoBionì  di  geometrografla. 

Def.  —  Delle  diverse  possìbili  costruzioni  di  uà  ente  geometrico,  si  dice 
di  soliti),  che  nna  é  più  semplice  di  un'altra,  quando  si  pnà  esprimerla 
con  minor  Dnmero  di  parole.  Ma  il  celebre  niaCetnatico  iraucese  E.  Le- 
moine  ba  indicato  da  qualche  tempo  un  metodo  per  riconoscere  la  eem- 
plicitù  di  uo  problema,  intendendo  che  una  coatrniione  di  Geometria  ele- 
mentare debba  dirsi  pili  semplice  di  an' altra,  solo  quando  é  minore  il 
0  di   operazioni  elementari  che  son  necessarie  per  la  costruzione. 


possa  ridursi 

netrica 

elem. 

tribù  ire  ad 

ognnna  di  ess 

au  simbolo.  Ogni  ce 

istruzione  viene  allora  ad 

esser  rap- 

presentata da 

un  insieme  di  questi 

simbol 

,  e  quella 

ii  numero 

dei  aimboli  é 

iiinoro  sì  dira  la  pin 

Le  operaiiooi  elementai-i  che  occ 

n  una  costr 

azione 

geometrica 

son  le  seguenti 

1.*  fi.^, 

pe, 

il  punto   b imbolo 

oorrispon- 

dente  :  R,  ; 

2.°  eo^trt 

ire  una  retta,  òimbolo  coi 

ispondente 

R,;' 

"  fitsaì-e  un  punto  di  un  cu  rolo    i 
dato.  Simbolo  corrispondente    C, 

4.°  costiiiii-e  un  circolo   bimbolo  corrjspondtnte    C,. 
Qualunque  costruzione  guometrica  vien   quindi  rappresentala  ila  un 
simbolo  m  R,  -J-  n  Rj  +  p  C|  +  5  C,  dove  n    n    p   q  sono  numeri  interi. 
Sì  chiama: 

Coefficiente  di  semplicità  ilelU   co^trufflone  il  nuni«i  i  S  =  »i-|-  n  -J- 
-i-p+g   e 

Coefflctentedi  esatlesjail  numero:  E^m  +  p. 
Avremo  dnnqne  : 
1.°  far  passare  ima  retta  per  un  punto,  simbolo  corrispondente: 
.>p.-(R,4-R,)i 

2.*  far  pattare  una  retta  per  due  punti.  Simbolo  oorriapondente: 
(Rj-|-R,  "t-Rj)  =  (2  R,-j-  R,)  (bisogna  prima  flasare  un  punto  poi  l'altro, 
poi  costruffe  la  retta); 

3.°  costruire  un  circolo  qualunque  dato  il  centro  (bisogna  fissare 
il  centro  nel  punto  dato  e  poi  costruire  il  circolo,  quindi  il  corrìspon- 
,  dente  simbolo  ó;  op:  (Ci-l-Cj); 
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4."  prcndeiv  un  segmemo  ihaofaa  tisaaxe  il  centro  di  un  rirci>)o  in 
un  esticino  ed  no  pnrno  ilei  circolo  i (l'ai Irò  ectreiiio)  Simbolo  oorriapon- 
■lente    op   UC,), 

5  aopia  una  tetlit  data  loitiuiii.  un  m-gmentu  che  abbia  u» 
i-slieino  in  un  punto  italo  i.  sin  egvale  ad  un  iegti'enco  dato 

iti  prenda  il  semento  dato  i2  C,) 

e  con  onesto  raggio  '»  rostinisce  un  circolo  che  lia  per  centro  il  punto 
dato  *C, -t-C,> 

Ossia  op     nC,-i-Cj),  b=^4,  E-3 

b."  pei  1111  punto  dato  ati  una  ietta  coattiiiie  la  perpendicoìai'c 
alla  ietta 

1  '  Ijoluzioni,  (flp    170) 

Col  centro  in  A  e  con  rapKio  ailiitrario  cnstrni-ico  un  circolo  che  mi 
da  1  punti  M  ed  N  (C,  +  C,) 

Col  1  (.ntro  nel  punto  M  e  col  niLdeaitno  rancio  coati  ui<ico  un  altro  cìr- 
colo (C,4-Ci> 

Col  centro  nel  punto  \  e  col  iiiLilesimo  raspio  costruisco  an  altro  «ir- 
coln  (C,  +  C,) 

OttenBO  cosi  i!  punto  P    Costi  umo  la  retta  PM  (iR|+  R») 

Totale    op    (2 R,  +  R,-l- 3 r,  + IT,)    t>  =  9    F  =  5 

2  '  Colazione  (fi%   171) 

Faccio  passare  un  circolo  di  centro  ai  bitrai  io  0  pel  punto  dito  (C,  +  C,) 
e  Eia  B  11  punto  in  cui  esso  incontra  la  retta  data 

Costruisca  la  re'.ta  B  0  di  questo  punto  e  del  centi-o.  .  <2  R,  -}-  Rj) 
e  sia  C  l'altro  punto  in  cui  essa  incontra  il  circolo. 

Costruisco  la  retta  CA (2R,-1-R,) 

Totale:  op  :  (4R,  +  2Rs+C,  +  Cj):  S  =  8rE  =  5. 
7,"  Per  un  punto  dato  eatei-no  ad  xtna  retta ,   costruire  la  per- 
pendicolare alla  retta. 

Si  ha:  op;(2R,  +  Ri  +  3C,4-3Cs);  quindi  S  =  9;  E^a, 
8."  Costruire   un   angolo   che  aia   eguale  ad   un   angolo  dato  ed 
abbia   il   vertice  ed   un  lato  &u  una   retta  data.  Per   una  soluzione  : 
op;(2R,  +  R,-l-aC,-)-3C,);  S  =  H;  E  =  7. 
9."  Rr  un  punto  dato  costruire  una  retta  parallela  ad  una  retta 
data.  La  costruzione  indicata  nel  testo.   sempliDcata  qaanto  é  possibile, 
tralasciando  cioè  la  costruzione  di  quegli  elementi  che  non  sono  indispen- 
sabili, dà  : 

op:(2R,-l-Rs  +  5C,  +  3Cj>  e  perciò  3  =  11;  E  =  7. 
La  aeRuente  costruzione  piìc  semplice  è  del  Tari-y. 

Si  faccia  passare  un  circolo  pel  punto  Jato 

t  e  sieno  A  e  B  i  punti  che  esso  ha  comune 

colla  retta  data  (flg.  178).     .     ,    <C,-l-C,) 

Si  prenda  la  distanza  GA,     ,  (2C,> 

Si  costruisca  il  circolo  di  centro 

B  0  ra^io  CA    .     .     .     .      (C,  +  C,) 

e  se  D  é  il  suo  punto  comune  col  primo 

circolo  della  stessa  banda  di  0,  si  costruisce 

DC  che  èia  retta  richiesta:  (2R,-i-R,). 

10.*  Dato  un  arco  o  ìcn  circolo  trovare  il  centro  :  Si  ha  r  op  4)R,+ 
+  2Rj  +  3C,  +  3C,)!  S  =  12;  E^7. 


D,™-,7Pril>,G0t)^le 


op  {4  R,  +2  R,  + 11  e,  +  7  e,)  ;  S  =  24;  E  =  15, 
Da  qui  avanti  iiulichereniu  spesso  a  jiii^  di  pa|;tRa,  il  simbolo  K^oiiietru- 
grallco  delle  coitm^ioni  elle  dovrtifni  tare. 

ALTRI    PROBLEMI. 

271,  Probi.  —  Costruire  un  triangolo,  i  cui  luti  sifiio 
eguali  a  tre  segmenti  dati. 

Sieno  dati  (fìg.  176)  i  tre  segmenti  AB .  CI) .  KF,  Sopra 
ima  retta  arbitraria,  si  prenda  un  segmento  eguale  a  un'> 
dei  segmenti  dati,  p.  es:  A'B'=i  AB.  Costruiamu  il  circolo 
che  ha  il  centro  in  A  e  il  raggio  ep-uale  a  un  altro  dei  segmenti 
dati  per  es.  CD  e  il  circolo  che  ha  il  centro  in  B'  e  il  raggio 
^uale  all'  altro  segmento 
EF.  Se  questi  circoli  s'in- 
contrano in  due  punti  M  e 
N  (il  che -succede  quando  la 
distanza  dei  centri, ossìa  uno 
dei  segmenti  dati,  è  minore 
della  somma  degli  altri  due 
e  ma^iore  della  loro  diffe- 
renza) vi  sono  due  trian-  Fij/^'^S 
goli  A'B'M,  A'B'N  che  sono 
soluzioni  eguali  del  problema 

Se  i  due  circoli  hanno  un  sol  punto  i  comune  (quando  uno 
dei  segmenti  è  la  somma  o  la  diffeienza  degli  altii  due)  la 
soluzione  del  problema  e  un  tri  ingoio  nullo 

Se  i  due  circoli  non  h^nno  punti  a  comune  (quindo  uno  dei 
segmenti  è  maggiore  della  '<omnia  o  minoie  delK  differenza. 
degli  altri  due)  non  ti  e  soluzione  del  pioblema. 

È  sempre  possibile  il  problema,  quando  i  tre  segmenti  ^ono 
eguali  (1). 

272.  Probi.  —  tostiittìe  un  tiianyolo  che  alMa  dm  l/tli 
eguafi  a  due  segmenti  dati  e  ì  angolo  opposto  a  uno  (fi  (s'-i 
eguali  a  un  angolo  dato. 

Sieno  (fig.  180)  AB,  CD  i  segmenti  dati  e  È  l'angolo  dato, 
che  debba,  per  es.  essere  opposto  a  CD.  Sopra  una  retta  a  si 
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prenda  un  segmento  A'B'  e<^ale  ad  AB;  si  costruisca,  l'angolo 
B'A'C  eguale  all'angolo  E.  Poi  con  centro  in  B'  e  con  ra^io 
S'È'  ^  CD  si  costruisca  un  circolo.  A  seconda  che  questo  cir- 
colo incontra  in  due  punti,   o 
y  in  un  punto  o  in  nessun  punto 

^ S       py^  il   raggio  A'C   si  hanno  due 

soluzioni,  una  soluzione  o  nes— 

, ^    ,,        sunasoluzione  del  problema  (1), 

Probi.    —     Costruire     un 

^       triangolo  che  abbia  due  lati 

eguali  a  due  segmenti  dati  e 

l'angolo  compreso   eguale  a 

-  ^   un  angolo  dato. 

\    ■*'  *  Basta  costruire  un  angolo  P 

eguale  all'  angolo  dato  e  sui 

lati  costruire  i  segmenti  KG,  FH  ì-ispettivamente  eguali  ai  due 

segmenti  dati.  11  triangolo  FGH  è  il  triangolo  cercato. 

273.  Probi.  — Costruireuntriangolocheahijiauniatoeguale 
ad  un  segmento  dato  e  due  angoli  eguali  a  due  angoli  dati. 
Affinchè  il  problema  sia  possibile,  è  necessario  che  la  somma 
dei  due  angoli  dati  sia  minore  di  due  angoli  retti.  Potremo 
supporre  che  i  due  angoli  dati  debbano  esaere  adiacenti  al  lato 
dato:  sia  AB  il  segmento  e  C  e  I>  gli  angoli  dati  {Ùg.  181);  sopra 
una  retta  a  costruiamo  il  segmento  A'B'  tale  che  sia  A'B'  =  AB  : 
e  col  lato  A'B'  e  col  vertice  in  A' 
ai  costruisca  un  angolo  eguale  a 
C:  e  sull'altro  estremo  come  ver- 
tice e  B'A'  come  lato  e  dalla  mede- 
sima banda  ai  costruisca  un  an- 


golo eguale  a  D.  Poichò  Ò  +  D  è     JJ>— ^^    jgt 

minore  di  due  retti,  i  lati  non  so- 
vrapposti  di  questi  due  angoli  s'in- 
contreranno in  un  punto  C  e  il  triangolo  A'B'(;'  è  il  triangol 
cercato  (2), 

274.  Probi.  —  Costruire  un  poligono  eguale  a  un  poli- 
gono dato. 

Si  scomponga  il  poligono  dato  io  triangoli  per  mezzo  delle 
(lia^jonali  uscenti  da  un  vertice,  e  poi  si  costruiscano  altrettanti 

(1)  0;):(^ Hi -i-:^H5-f-8(.',-|-4Cj);S-^  13,10=  12. 

(2)  So  li  costi" aziom;  si  fa  su  uno  ilepli  anooli  dati,  si  ha:  op;(2R,  J- 
4.R,  +  gC,-f  4C,l:S-a5,E  =10.  .C    .       i  ■^ 
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triangoli  eguali  a  quelli  dn\  poligono  dato  e  nellu  stesso  ordine. 
Pel  teorema  del  §  166  si  ottiene  un  poligono  eguale  a  quello  dato. 

275.  Probi.  —  Condurre  da  un  punto  dato  una  tangente 
a  un  nircoìo. 

fl  punto  dato  non  può  essere  interno  al  circolo.  Si  hanno 
quindi  due  casi,  secondo  che  il  punto  è  aut  circolo  o  esterno 
al  circolo. 

1."  Se  il  punto  dato  è  sul  circolo  e  sia  A  (fig.  182),  basta 
costruire  in  A  la  perpendicolare  al  ra^io  CA.  Questa  perpendico- 
lare è  la  tangente  e  vi  è  una  sola  soluzione  del  problema  {1). 
2."  Se  il  punto  dato  A  è  esterno  al  circolo  si  può  ripe- 
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ì  la  costruzione  indicata  al  §  23(j  ^ler  dimostrare  l'esistenzit 
delle  due  tangenti  al  circolo. 

Ecco  uo'altra  costruzione.  Se  A  è  il  punto  dato  e  C  il  cen- 
tro del  circolo  (flg.  183)  ai  costruisca  AC,  quindi  un  circolo 
che  abbia  per  diametro  AC;  cioò  che  abbia  il  centro  0  nel 
punto  medio  di  AC  e  per  raggio  W!.  Questo  circolo  ha  due 
punti  comuni  col  circolo  dato  M,  N;  gli  angoli  AMC,  ANC 
perchè  inaci'itti  in  semicircoli  sono  retti  e  quindi  ANeAM 
i»no  tangenti  al  cii'colo  (2). 


tro.  La  seguente  cosli'azione  di 


(1)  Questa  <h 

=       od  esige  la  a 

set  a  a  olto  più  seuipiicu. 

^a  A  il  punto  dato  sol  circolo,  B  un  altro  ponto  oaalunqae  della 
to  r  olo.  CoHlrnisco  il  circolo  di  centro  B  e  raRgio  BA,  cliu  lia  oo- 
1  col  cìrcolo  dato  ì  ponti  A  e  A'.  Costruisco  un  nuovo  cìrcolo  di  cen- 
A  e    aggio  AA',  e  questo  ha  couiune  col  circolo  precedente  on  altro 

ponto  C    la  retta  A  C  é  la  tangente  rieliiesta.  Questa  costruzione  richisde  : 

op   (ZR  +R,4-ac,-|-2C,)  :  S=7,  E  =  4. 

(2   Questa  costruzione  rìcliìede:  opliìl,  +  i  H.-|- 4  C, -|- ^  C,):S  = 

=  i9,  E  =  12.  QueUa  indicata  al  S  23ti  invece  op;  (3  It,  + 5  R,  +  ti  C,  + 

-t-3C,):S  =  23,E  =  15. 

Pili  semplicemente,  dato  uncìrmìo  di  centro  0,  si  mstrnìsce  un  diametro 

<|aiilunilueCL)  i  e  cui  centri  nei  punti  C  e  l>  due  circuii  di  raggio  OA,d<;ì  quali 
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276.  Probi.  —  Costruir 
complani. 

Si  possono  ripetei*  le  costi-urioni  indicate  ai  §  237 ,  238 , 
239,  secondo  che  i  circoli  sono  tangenti  internamente,  o  se- 
canti, o  tangenti  esternamente,  o  estemi. 

„  277.  Probi.  —  Costruire  in  un 

circolo  dato  un  angolo  capace 

ìi  un  angolo  dato. 

Dato    r  angolo    A  ,    costruisco 

I  (Ar.  184)  al  centro  0  un  angolo 

I  MON  doppio  di  A.  I/arco  MBN 

;  l"arco  richiesto  (1). 

278.  Probi.  —  Coslrniiv  un 
irco  che  sia  capace  di  un  angolo 
dato  ed  fibbia  una  corda  data. 
1."  Solmione.  L'angolo  dato  sia  ABC  {fig.  185).  Sia  ABB 
il  suo  supplementare ,  e  una  retta  BE  divida  questo  in  due 
parti  qualunf|UB  mÈ ,  ÈBA.  Costruiamo  un  triangolo  MON  che 
abbia  un  lato  eguale  alla  corda  data  MN,  e  gli  angoli  adia- 
centi a  questo  lato  eguali  agli  angoli  DEE,  EEA;  sarà  MON  = 
=  ÀBC.  Se  circoscriviamo  un  circolo 
ai-triangolo  NOM,  sarà  NM  l'arco 
richiesto  (2). 
Se  l'angolo  dato  è  retto,  ognuno  dei 
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semieircoli  in  cui  è  diviso  dalla  corda  il  cii-colo  che  ha  questa 
corda  come  diametro  risolve  il  problema. 

s\a.  E  un  punto  comune.  l'C  allora  EC  =  ED  =  ÒA.  Quindi  col  centro  in  A 
;olo  chi:  ha  comune  con  quello 
le  tanfranti  richieste,  perché  i 
"■ — 1, 1  lati  eguali,  quindi  sono 
p:(5R,-|-3R,-|-5C,-f- 


e  con  roggio  EO,  si  costruisce  un  nuor 
dato  i  pnnti  M,  N.  Le  rette  AM,  AN 
triangoli  AOM,AON,EOC  hanno,  per  i 
eguah,  e  perciò  gli  angoli  AMO,  DNA  s( 
-I-3C,):  S  =  16,  E  =  10. 


=  12,  E  =  7. 
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2.»  Sofusione.  Dato  l'angolo  ABG  (flg.  186)  e  la  corda  MN, 
si  prendano  sui  due  lati  dell'angolo  due  segmenti  eguali  coli' ori- 
gine nel  vertice.  Sia  cioè  AB  =  BO.  Sulla  retta  del  semento 
AC,  prendendo  per  origine  un  estremo  di  questo,  per  es.  :  A,  e 
dalla  sfessa  parte  del  segmento  AC  si  prenda  AD  =  MN;  da  D 
si  conduca  la  parallela  ad  AB  fino  all'  incontro  in  E  di  BC; 
da  E  una  parallela  ad  AC  che  incontri  in'F  il  lato  BA..Sarà 
FÉ  =  AD  =  MN.  Se  al  triangolo  FBE  si  circoscrive  un  cir- 
colo, sarà  EBF  l'arco  richiesto  (1). 

3.'  So/tjcione.  Sia  MN  la  corda  data-  Si  costruisca  un  an- 
golo NMP  (^.  187)  eguale  all'angolo  dato.  Il  punto  d'incon- 
tro C  della  perpendicolare  alla  i-etta  MP 
nel  punto  M  colla  mediatrice  del  segmento 
MN,  sia  centro  d'un  circolo  di  raggio  CM. 
Questo  circolo  passerà  per  N,  L'arco  NM 
è  l'arco  cercato.  Infatti,  ogni  angolo  in 
esso  inscritto  è  eguale  all'angolo  NMP  for- 
mato da  una  corda  e  da  una  tangente  ed  ' 
eguale  per  ipotesi  a  quello  dato  ^). 

279.  Probi.  —  Dato  im  poligono  re- 
golari-   ìiìxcritto  Q  circoscritto,  inscri- 
verne o  circoscriverne  un  altro  che  abbia  « 
fii  lati. 

Basta  nel  primo  caso  trovare  i  punti  medi  degli  arabi  mi- 
nori sottesi  dai  lati  del  poligono  dato,  e  costruire  le  corde  che 
hanno  per  estremi  questi  punti  medi  e  i  vertici  consecutivi 
del  poligono  dato;  nel  secondo,  trovare  i  punti  medi  degli  archi 
minori  che  hanno  per  estremi  i  punti  di  contatto  di  due  lati 
consecutivi  del  poligono  dato  col  circolo,  e  costruire  in  questi 
punti  le  tangenti. 

(D  Op  (8R, -|- 4  R,  +  15  C, -1- 9  C J  ;  S  =  36,  E  =  23. 

(2)  Quest'attinia   costruzione   é  (funqne  più  semplice  perchè  dù: 
0]>:(tiR,4-3R,-!-10C, -|-7Cs),  S  =  26,E=  IG. 

Questa  del  Tarry  è  anche  più  semplice.  Si  prenda  su  un  lato  dell'an- 
o;oli>  un  segmento  eguale  alla  coi'da  data  MN  e  sìa  AB,  quindi  col  centro 
in  B  e  colto  stesso  ra^io  si  determini  salta  retta  dell'altro  lato  dell'angolo 
un  ponto  C  in  modo  clie  BC  =  MN.  Si  costruisce  il  circolo  circoscritto  al 
triangolo  ABC  eitprohleiiiaé  risoluto.  Op  :(4  R, -|- 2Rs 4-  10C,4-eCj): 
S  =  22,  E  =  I4. 
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280.  Un  impoi'tante  classe  di  pi'oblemi  è  costituita  dalla  ri- 
cerea  di  luoghi  geometrici. 

Abbiamo  ^ià  definito  (§  131)  che  cosa  s'intende  per  luogo 
geom,  dei  punti  che  soddisfano  a  una  data  le^>:e.  Si  potrebbero 
analogamente  definire  luoghi  geom.  di  linee  e  di  superficie. 

Nella  Planimetria  ci  occuperemo  solamente  di  luoghi  geome- 
trici di  punti  e  ricorderemo  che  la  dimostrazione  di  un  luogo 
geometrico  dev'essere  composta  di  due  parti,  cioè  del  teorema 
dìrettOi  ili  cui  si  mostra  che  ogni  punto  della  figura  F  gode  la 
proprietà  P:  e  poi,  a  piacere,  o  del  teorema  inverso  in  cui  si  dimo- 
stra che  ogni  punto,  il  quale  gode  la  proprietà  P,  appai'tiene  alla 
figura  F;  oppure  de!  teoi-ema  contrario  in  cui  si  prova  che  ogni 
punto,  che  non  appai'tiene  alla  figura  F,  non  gode  la  proprietà  P. 

È  bene  ricordare  che  sarebbe  inutile  dimostrare  il  teo- 
rema inverso  del  contrario  (cioè  che  ogni  pimto  che  non  gode 
la  proprietà  P  non  appartiene  alla  figura  F),  perchè,  per  la 
legge  delle  inverse,  è  conseguenza  del  teorema  dii'etto.  Anche 
nella  ricerca  di  luoghi  geometrici  è  naturale  seguire  il  metodo 
analitico.  Per  altro  si  avverta  che  non  si  può  supporre  il  prfi- 
blema  risoluto  e  quindi  immaginare  di  aver  trovato  il  luogo 
,  richiesto:  perchè  non  conoscendosi  la  natura  di  questo,  il  con- 
siderare un  ente  invece  di  un  altra  porterebbe  a  inevitabili  er- 
rori. Si  può  invece  (sempre  supponendo  di  trovare  il  luogo 
geometrico  di  un  punto)  immaginare  di  aver  trovato  un  punto 
del  luogo  0  trovarlo  eifettivamente  quando  nel  prabìema  sieno 
indicate  le  costruzioni  a  ciò  necessarie.  E  quindi  cercai'e  di 
scoprire  se  qiiel  punto,  oltre  ad  avere  la  proprietà  richiesta, 
anzi  sol  perchè  ha  la  proprietà  richiesta,  ne  abbia  anche  un'altra, 
per  la  quale  il  luogo  geometrico  sia  conosciuto. 

I  luoghi  geometrici  che  si  ritengono  conosciuti  sono  (\'. 
§S  130,  e  seguenti): 

1."  1!  luogo  geometrico  dei  punti  che  hanno  una  data  di- 
stanza da  un  punto  dato  (il  circolo  che  ha  per  centro  quel  punto 
e  jier  raggio  la  distanza  data). 

2."  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidistanti  da  due  punti 
dati  (la  mediatrice  del  segmento  che  ha  per  estremi  i  due  punti). 
3."  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidistanti  da  due  rette 
dat«.  (Se  le  rette  son  ^Kirallele ,  il  1.  g.  è  la  bisettrice  della 
striscia.  Se  son  roncorrenti,  il  1.  g.  è  costituito  dalle  bisettrici 
della  striscia). 
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4."  n  luogo  geometrico  del  vertice  dì  un  angolo  costante, 
i  cui  lati  passano  per  due  punti  fissi  {gli  archi  capaci  di  que- 
sto angolo,  che  hanno  per  corda  comune  la  distanza  dei  punti 
dati,  questi  esclusi).  (§  246).  Come  caso  jiarticolare  : 

5."  Il  luogo  geometrico  del  vertice  di  un  angolo  retto  i 
cui   lati  passano  per  due  punti  dati.  (È  il 
cìrcolo  che  ha  per  diametro  questi  punti,  essi 
esclusi). 

Esempio  —  Trovare  il  ì.  g.  dei  punti 
medi  delle  corde  d'un  circoìo  vscenti  da 
un  punto  dato  s^il  circolo.  i 

Sia  A  il  punto  dato,  AB  una  delle  corde 
date,  M  il  suo  punto  medio  e  quindi  uno  dei 
punti  de!  luogo  (fig.  188).  Si  costruisce  OM  '-^  ''■''' 

e  si  ha  un  angolo  OMA  che  ó  retti)  perchè 
M  è  punto  m^io  della  corda.  Quindi  il  punto  M  l'itre  ad  aveie 
la  proprietà  richiesta,  è  vertice  di  im  angolo  ietto  i  cui  lati 
passano  per-  due  punti  fissi  U  e  A.  Viceversa  ogni  punto  che 
sia  vertice  di  un  angolo  retto  i  cui  lati  paesano  per  0  A  ò 
punto  medio  dì  una  corda  uscente  da  A  Quindi  siamo  giunti 
al  pi-obl.  5."  (V.  sopra);  il  1.  g.  richiesto  è  il  t-ircolo  che  ha 
per  diametro  AO  escluso  i^erò  il  solo  punto  A 

Altro  esempio.  —  Trocan-  i/  Inogo  i/eoMcfrico  dei  bari- 
centri dei  triangoli  rettangoli  che  hanno  comune  l'ipotemim. 
Sia  ABC  uno  dei  triangoli  rettangoli  che  hanno  comune  l'i- 
potenusa CU;  AM  la  sua  mediana  sull'ipotenusa,  (>  il  liaricenti'o 
(fig.  189).  Il  punto  0  divide  la  mediana 
AM  in  due  parti,  una  doppia  dell'altm  : 
sicchò  il  segmento  MG  è  la  terza  pai-te 
della  mediana.  E  poiché  questa  è  la  metà 
dell'ipotenusa,  il  segmento  MG,  qualunque 
o  at  'sia  ÌL  triangolo,  è  un  sesto  dell'ipotenusa. 

'■'/■  '''■*  Viceversa  è  facile  vedere  che  ogni  punto 
esterno  al  segmento  BC,  che  abbia  dal 
punto  medio  M  una  distanza  eguale  a  un  sesto  di  BC,  è  bari- 
centro d'un  triangolo  rettangolo  di  cut  B(!  è  l'ipotenusa.  Quindi 
il  punto  G  oltre  la  proprietà  di  essere  il  baricentro,  ha  la  pro- 
prietà di  essere  a  distanza  costante  del  punto  medio  dell'ipote- 
nusa. Pel  problema  2  (V.  sopra)  il  luogo  geometrico  richiesto 
ò  il  circolo,  che  ha  per  centro  il  punto  medio  dell'  ipotenusa 
e  per  raggio  un  sesto  di  questa:  esclusi  ì  punti  in  cui  tale 
circolo  taglia  l'ipotenusa. 
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Figure  equivalenti.  Grandezze  di  secondo  genere. 
Figure  equivalenti. 


281.  Sia  dato  un  segmento  AB.  Se  lo  dividiamo  in  partì,  e 
poi  sopra  una  retta  costruiamo  dei  segmenti  consecutivi  eguali 
a  queste  parti  in  un  oi'dine  qualunque,  si  ottiene  un  segmento, 
che  è  somma  di  queste  parti,  ed  è  eguale  al  segmento  dato. 

Cosi,  se  dividiamo  un  angolo  dato  in  parti,  mediante  semi- 
rette uscenti  dal  vertice,  e  poi  costruiamo  degli  angoli  eguali 


ScflSo 


a  queste  partì,  in  un  ordine  qualunque,  si  ottiene  un  angolo 
che  6  somma  di  ijueste  parti  ed  è  eguale  all'angolo  dato. 

Si  consideri  ora  un  poligono  convesso  qualunque  ABCDEFG 
(fig.  190)  e  liei"  mezzo  di  corde,  per  esempio  di  diagonali  uscenti 
da  im  vertice,  dividiamo  la  sua  superficie  in  parti,  che  nel 
nostro  caso  sarebhero  i  triangoli  ABC,  ACD,  ADE,  AEF,  AFG. 

Potremo  costruire  un  triangolo  A'B'C  eguale  al  trian- 
golo ABC:  poi  un  altro  triangolo  A'D'E'  eguale  a  un  altro 
triangolo  ADE  del  primo,  iti  modo  che  A'D'E'  e  A'B'C  ab- 
biano comune  la  retta  d'un, lato  e  sieno  rispetto  ad  essa  da 
bande  opposte:  e  poi  nello  stesso  modo  si  costruisca  il  trian- 
golo A'F'G'  eguale  a  AFG:  e  poi  A'M'N'  eguale  a  ACD  e  final- 
mente  A'P'Q    eguale   ad  AEF.   Si. ottiene  cosi   un  poligono 
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(concavo  o  convesso)  A'B'C'D'E'F'G'M'N'P'Q',  le  cui  parti  sono 
eguali  a  quelle  del  poligono  datu,  ma  non  egualmente  disposte. 
Anche  il  triangolo  e  il  quadrato  della  fig.  191   sono  divisi 
in  parti  (che  sono  triangoli   e  qua- 
drati) rispettivamente  ^uali,  ma  non  "  " 
egualmente  disposte. 

282.  Dof.  —  Chiameremo  cquirn- 
lenti  due  figure  che  si  possono  divi- 
dere in  parti  rispettivamente  eguali. 

Per  indicare  l'equivalenza  adope- 
reremo il  simbolo  =. 

Cor.  —  1."  Due  figure  eguali  wno 
equivalenti. 

La  proposizione  inversa  non  è  sem- 
pre vera. 

2."  Due  flffvre  dirise  in  parti 
rispettivamente    equiraffitti    sono  -^V  ^^ 

equivalenti. 

283.  Toor.  —  Due  figure  equivalenti  ad  una  tersa  xono 
equivalenti  fra  loro. 

Sieno  A,B,C  figure  tali  che  sia  A  =  0  e  B  =  C;  dico  che 


è  A  -- 


B,  Per  definizione  A  e  0  ai  possono  acomporre  in  uno 
stesso  numero  di  parti  uguali;  e  cosi  B  e  (X  Le  due  divisioni 
avvenute  in  C  suddividono  le  parti  dì  A  e  quelle  di  B,  Ora, 
se  noi  immaginiamo  le  medesime  suddivisioni  eseguite  in  A 
ed  in  B,  è  evidente  che  A  e  B  risultano  composte  di  parti 
uguali  e  perciò  sono  equivalenti,  ('osi  nella  figura  192. 

284.  Def.  —  TJna  figura  comunque  divisa,  si  dice  soninm 
di  altre  ^ure  comunque  divise,  quando  ogni  suo.  jarte  è  eguale 
ad  una  parte  di  queste  e  vicevei-sa. 

Per  indicare  che  una  figura  M  è  la  somma  delle  figure 
A,  B,  C,  D  scriveremo 


M  -- 


A    r  I 


■C  -f-D 
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Si  capisce  che  la  somma  di  più  figure  può  essere  differente, 
a  seconda  del  modo  come  son  divise  le  figure  date  e  dell'or- 
dine in  cui  le  parti  delle  %ure  date  vengono  considerate.  Ma 
si  ha  il  seguente  teorema: 

Teor.  —  Tutte  te  somme  delie  medesime  figure  sono  eqni- 
r alenti. 

Bifatti  tutte  queste  somme  risultano  formate  da  parti  eguali. 

285.  Dal  teorema  precedente  e  dalla  definizione  di  ligure 
equivalenti,  risiilta  subito  che  la  somma  di  più  figure  gode  la 
proprietà  commutativa,  nel  senso  che  le  somme  che  si  otten- 
gono mutando  l'ordine  degli  addendi,  non  sono  in  generale 
eguali,  ma  sono  equivalenti. 

Nello  stesso  senso  s'intende  il  seguente  teorema  che  dimo- 
stra la  proprietà  associativa. 

Teor.  —  Sono  equivalenti  due  figure,  somme  di  figure 
rispettivamente  equivalenti. 

Dico  che  se  A  ^  M,  +  Mj  +  M3  e  B  ^  Ni  +  N,  -r 
+  N3  ed  M,  -  N„  M2  ^  Nj,  Mg  =  N3  è  pure   A  -  B. 

Pel  dato  del  teorema,  M,  ed'N,  si  possono  dividere  nello 
stesso  numero  di  parti  eguali,  così  Mg  ed  N„  così  M3  ed  N3. 
Ne  risulta  che  A  e  B  sono  composte  dello  stesso  numero  di 
parti  uguali,  e  perciò  sono  equivalenti. 

28tì.  Post.  (Del  prof.  De-Zolt).  Ammetteremo  che:  *  Se  una 
figura  finita  è  comunque  divisa  in  parti,  non  è  possibile, 
trascurandone  alcune,  disporre  le  altre  in  modo  da  formare 
■ima  figura  equivalente  alla  data  (1). 

Se  ne  deduce  subito  il  seguente: 

Teor.  —  Se  è  possibile  dividere  due  figure  finite  in  modo 

che  nella  prima  vi  siano,  insieme  con  altre,  tutte  le  parti 

della  seconda,  le  due  figure  non  possono  essere  equivalenti, 

e  nemmeno  è  possibile  dividerle  in  modo  che  nella  seconda 

vi  sieno,  insieme  con  altre,  tutte  le 

I  parti  della  prima. 

Def.  —  Date  due  figure  finito,  se  è 
])Ossibi!e  dividerle   in   modo  che  nella 

(1)  >Si  e  posto  la  condizione  che  la  flicnra 
irata  aia  Anita,  pei'clié,  pei'  es.  data  l'aneolo 
ABC  (flp,  193)  e  costruendo  da  un  punto  D  di 
un  lato  BA  la  parallela  DE  all'allro  lato,  l'an- 
)rolo  é  diviso  in  due  parti,  l'angolo  ADE  e  la 
strìscia  BCDE;  e  trascurando  qnesta  si  taa 
ran|:olo  ADE  eguale  quello  dato.  Però  il 
anaoli,  se  l'aneobi   <■  diviso   in  parti  con  sp- 
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|)rimu  insieme  ad  altre,  sieno  tutte  le  parti  della  seconda,  la 
prima  si  dice  preralenfr  alla  seconda;  la  seconda  surraìcnfr 
alla  pi'ima. 

Scrivendo  A  ^^  B  s'intende  A  prevalente  a  B;  scrivendo  B  ■< 
<■  A  s'intende  B  siivvalente  ad  A.  Talvolta  ne!  lingua^io 
ordinario  si  dice  maggiore  invece  di  prevalente,  minore  in- 
vece di  suvvalente,  ed  anche  egttnìe  invece  di  equivalente.  K 
bene  peraltro  non  confondere  le  diverse  parole  che  hanno  si- 
gnificato differente.  Talvolta  anche  invece  dei  segni  ;>,  =-,  <: 
.si  usano  gli  altri  >,  ^,  <. 

L'equivalenza  gode  di  pi-oprietà  analoghe  a  lineile  dell'egiia- 
glianza.  Cioè: 

1."  A   -•-  A  (proprietà  rìHessiva). 

2."  Se  è  A  -'-■    H  ò  B  =   A  (proprietà  simmetrica), 

il."  Se  è  A  =-  lì,  e  li  =  C,  è  A  =  C  (proprietà  relativa}. 

287.  Def.  —  Se  una  figura  è  somma  Ui  altre  due,  ciascuna, 
di  rt<'^ste  due  dicesi  differenza  tra  (juella  e  la  rimanente. 

r^te  due  ligure  comunque,  non  può  asserirsi  che  sieno  ne- 
cessariamente o  equivalenti  0  una  jjrevalente  all'altra.  N(ni 
può  dunque  sempre  stabilirsi  la  loro  differenza.  La  difl'ei'enza 
sì  indica  col  segno  — . 

288.  Teor.  —  Sono  equirahnti  !<•  differenae  fra  rìve  gran- 
dezze equivalenti. 

Sia  C  la  differenza  fra  A  e  U;  (.''  la  differenza  fra  A'  e  B' , 
e  sia  A  :=  A',  B  =   B';  dico  che  è  (.'  =  (.■'. 

Per  definizione  è  A  -^  B  +  C,  A  =  B'  +  C.  Se  C  e  0' 
non  fossero  equivalenti,  nna  sarebbe  prevalente  all'altra  per 
e.sempio:  C  :>  C.  Allora  le  somme  B  -f-  C  e  B'  -i-  ("ni  po- 
trebbero dividere  in  modo  che  la  prima  contenesse  tutte  le 
parti  in  cui  può  dividersi  la  seconda,  più  altre;  cioè  non  sa- 
rebbero equivalenti,  e  non  sarebbe  k  ^  .K'  contro  rijiotesi. 
Dev'essere  dunque  C  ^   C". 

<IRANDE7-ZE   di    SEa>Nl)0    r.ENKRE, 

289.  Def.  —  Data  una  serie  dì  innumeie\oli  enti  gfometnci 
omogenei  non  tutti  eguali  uè  equivalenti,  li  chiamei'emo  gran 
dezze  di  secondo  genere,  se  soddisfano  alle  seguenti  condi- 
zioni {§  96): 

a)  Datine  due,  o  più,  se  ne  possano  definiie  altri  della 
medesima  serie  ed  equivalenti  fra  loro,  che  duerno  lomiiii 
di    essi. 

b)  Datine  due  non  equivalenti,  uno  sia  pie^olente  ali  al- 
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tro  secondo  la.  deflniziooe  del  §  28t),   ed  esista  pei-ciò  la  loro 
differenza. 

Vedremo  che  le  superficie  dei  poligoni  sono  grandezze  di 
secondo  genere. 

Grandezze  di  secondo  genere  multipi.k 
e  summultiple. 

290.  Valgono  le  definizioni  date  per  le  grandezze  di  primo 
genere,  quando  alle  parole  maggiore,  eguale  e  minore  si  so- 
stituiscono le  altre;  prevalente,  equivalente  e  suvvalente.  Così 
una  grandezza  si  dirà  multipla  di  un'  altra  secondo  il  nu- 
mero 1,  2,  3  .  .  .  .  quando  sia  la  ■somma  di  1,  2,  3  ...  .  gran- 
dezze equivalenti  a  quella.  E  s'indicherà  scrivendo,  per  es. 
A  =  3B 

Una  grandezza  si  dirà  srmmìdtipla  di  un'altra  secondo  il 
numero  1,  2,  3 .  ...  quando  questa  sia  la  somma  di  1,  2,  3 

grandezze  equivalenti  alla  prima  E  si 'scriverà  ad  es,:  A  ^  —  B. 

Anche  qui  e  evidente  che  dat*  una  grandezza,  esiste  sempre 
una  «uà  multipla  «econdo  un  numeio  qualunque.  L'esistenza 
di  una  summultipla  secondo  un  dato  numero  deve  essere  di- 
mostrata 0  ammessa  con  po<itulato 

E  COSI  sono  pure  evidenti  anche  ota  i  teoremi  del  %  103, 

291  Si  dimostrano  facilmente  i  ^^uenti  teoremi  analoghi 
a  quelli  delle  grandezze  di  primo  genere 

Tflor  —  Date  dve  grandezze  di  secondo  genere,  se  la  prima 
é  preealente  equivalente  o  sumahntc  della  seconda,  ogni 
multipla  o  svì  nnultipla  della  prima  e  pure  prevalente,  eqvi- 
raìente  o  svwvalente  dt  una  gt andesza  equimiiltipta  o  equi- 
lummitlttpla  della  seconda 

Teor  —  Se  ima  giandes  a  dt  secondo  genere  viene  di- 
»  tsa  in  pnt  modi  in  vno  stesso  numero  di  parti  equivalenti, 
te  parti  ottenute  net  dtvetsi  modi  devono  essere  equivalenti. 

Teor  —  Se  due  grandezze  di  secondo  genere  sono  multi- 
ple (o  s^nnmultiple)  di  due  altre  secondo  imo  stesso  numero, 
la  differenza  delle  pi-ime  è  multipla  (o  summitltipta)  della 
differenza  delle  altre,  secondo  lo  stesso  numero. 

Teor.  —  8e  più  grandezze  di  secondo  genere  sono  mul- 
tiple (o  summultiple)  di  altre  grandezze  secondo  uno  stesso 
numero,  la  somma  delle  prime  è  multipla  (o  summul/ipla) 
della  somme  delle  altre  secondo  lo  stesso  numero. 
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Di  alcuni  poligoni  equivalenti. 

292.  Nelle  considerazioni  che  seguono,  parlando  di  triangoli, 
IKirallelograriimi,  poligoni,  ecc.,  intenderemo  sempre  di  parlare 
della  superficie  ili  queste  ligure. 

293.  Teor,  —  Se  due  paraìlelogramuti  hanno  uguale  una 
l>ase  n  l'altezza  corrispondenh-j  sono  equivalenti. 

Disponiamo  i  due  parallelc^rammi  ABCD,  ABCD'  in  modo 
che  abbian  comune  la  base  eguale  e  sieno  da  una  stessa  banda 
del  piano  rispetto  ad  essa.  I-e  rett«  delle  altre  basi  coincidono, 
o  possono  darsi  quattro  casi: 

l."  I  lati  opposti  alle  basi  eguali  pure  coincidono.  Allora 

i  due  parallelogrammi  sono  ^uali  e  perciò  anche  equivalenti. 

2."  I  lati  opposti  alle  basi  eguali  sono  in  parte  sovrappo- 
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sti  (fig.  194).  Allora,  poiché  i  triangoli  ADIV  e  CBC'  sono  eguali 
e  il  trapezio  ABCI)'  è  eguale  a  sé  stesso,  i  due  parallelogrammi 
risultano  divisi  in  parti  eguali  e  sono  perciò  equivalenti. 

3."  1  lati  opposti  alle  basi  eguali  hanno  solo  un  estremo 
comune  (%.  195).  Anche  in  questo  caso  i  parallelogrammi  sono 
evidentemente  divisi  in  parti  eguali  e  sono  equivalenti. 

4.°  I  lati  opposti  alla  base  eguali  non  hanno  punti  comuni 
(flg.  196).  A  pEirtire  da  C  sulla  semiretta  CC'  si  riporti  succes- 
sivamente un  semento  eguale  a  DC  finché  si  abbia  un  segmento 
EF  che  termini  in  D'  od  in  un  punto  compreso  fra  D'  e  C  ;  uno 
dei  quali  casi  deve  certamente  accadere,  pei'chè  i«r  il  postulato 
d'Archimede  (g  107)  e  sempre  possibile  trovare  un  multiplo  di 
DC  che  sia  ma^iore  di  DD';  di  più  D'C  è  eguale  a  IX!. 

Ora  i  parallelogrammi  che  hanno  per  base  AB  e  per  lati 
opposti  ad  essa  questi  segmenti,  sono  ciascuno  e(|aivalente  al 
precedente  e  perciò  (§  283)  l'ultimo  al  primo:  ma  l'ultimo  e 
equivalente  al  parallelogrammo  ABCD';  è  dunque  ABCD'  ^ 
=  ABCD  e.  d.  d. 
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294.  Cor.  —  1."  Ogni  parallelogramma  è  equivalente  at 
rettangolo  di  una  sua  baie  e  deU'altessa  corrispondente. 

2."  Se  la  base  (o  altezza)  di  un  parallelogramma  è  sunf 
tnultipla  secondo  il  nutnero  n  della  baae  fo  dell'altezza)  di 
un  altro  parallelogramma,  e  le  allesse  (o  le  basi)  sono  eguali, 
il  primo  parallelogramma  é  summultiplo  secondo  il  nu- 
mero n  del  secondo. 

3."  Se  la  base  (od  altezza)  d'un  parallelogramma  é  sutn- 
multij^a  secondo  il  numero  n  della  base  (o  dell'altezza)  d'tiH 
altro  parallelograìiima  e  l'altezza  (o  la  base)  del  primo  è 
multipla  secondo  lo  stesso  numero  dell'altezza  (o  della  base) 
del  secondo,  i  due  parallelogrammi  sono  equivalenti. 

295.  Teor.  —  Un  triangolo  é  equivalente   ad  un  paral- 

lelogrammo che  ha  la  stessa  base  e 
A  l'altezza  metà  di  quella  del  triangolo. 

Ria  ABC  il  triangolo  (flg.  197).  Dal 
vertice  C  si  costruisca  1%  parallela  CH 
al  lato  AB,  e  dal  punto  1  "medio  di  AC 
la  parallela  alla  base  BC,  Sia  HK  que- 
sta parallela  che  incontra  in  K  il  lato 
AB  e  in  H  la  retta  CH,  I  triangoli.  AIK, 
B  percifi  il  (mrallelogrammo  CHKB  ed  il  trian- 
golo ABC  sono  equivalenti;  ed  è  l'altezza  BC  del  parailelo- 
-gramma,  metà  dell'altezza  AN  del  triangolo  (§139). 

296.  Cor.  1 ."  —  Con  identica  dimostrazione  o  pel  corollario  2." 
del  §  293  si  deduce   che: 

Un  triangolo  è  equivalente  ad  un  parallelogramma  che 
ha  la  stessa  altezza  e  la  base  metà  di  quella  del  trian- 
golo. Oppure:  Un  triangolo  è  la  metà  d'un  parallelogramma 
che  ha  la  slessa  base  e  la  stessa  altezza. 

2,"  Un  triangolo  è  la  metà  del  rettangolo  (§  294, 1.")  di 
un  lato  e  dell'altezza  corrispondente. 

3."  Se  due  triangoli  hanno  eguale  una  base  e  l'altezza 
corrispondente  sono  equivalenti. 

4,"'  Ciascuna  diagonale  d'un  parallelogramma  lo  di- 
vide in  due  triangoli  eguali  fra  foro  ed  equivalenti  a  quelli 
in  cui  è  diviso  dall'altra. 

5."  Ogni  triangolo  è  diviso  in  due  triangoli  equivalenti 
da  ogni  sua  mediana.  Infatti  i  due  triangoli  hanno  l>ase  eguale 
e  la  stessa  altezza. 

6."  Dividendo  uh  lato  d'un  triangolo  in  n  parti  uguali 
e  costruendo  le  rette  del  vertice  opposto  e  dei  punti  di  dt- 
visione,  il  triangolo  resta  diviso  in  n  triangoli  equivalenti, 
ognuno  dei  quali  i  t'n  esima  parte  del  triangolo  dato. 

D,™-,7Pril>,G0t)^le 


r 


POLIGOMI   BQt'IVAT.BNTI, 


143 

1  altro  trian- 


Fiy  IBS 


.-.:^. 


Si  può  dunque,  dato  un  triangolo,  costruir 
golo  che  sia  multiplo  o  summultiplo 
di  quello  dato  secondo  un  numero 
qualun(|ue.  Basta  saper  costruii'e  il 
multiplo  o  summultiplo  di  un  seg- 
mento. Cosi  il  triangolo  ABC"  è 
multiplo  secondo  il  numero  4  del 
triangolo  ABC  (flg.  198).  ; 

297.  Teor. —  Un  trapezio  è  equi- 
valente ad  un  triangolo  che  ha  la 
stessa  altezza  ed  ha  per  base  la  somma  delle  basì  del  trapezio. 

Sia  ABCD  il  trapezio  (tJg.  199),  I  il  ponto  medio  di  uno  dei 
lati  non  paralleli  e  BI  incontri  la  retta  CD  nei  punto  E.  I  due 
triangoli  BAI,  IDE  sono  eviden- 
temente eguali  avendo  un  lato 
eguale  adiacente  ad  angoli  eguali. 
1)  trapezio  ed  il  triangolo  BCE 
t'ormati  di  una  parte  comune  e 
Tia  t3s  ^^  "'"''  F?^**  eguale,  sono  dun- 

que equivalenti;  e  per  essere 
DE  =  BA  è  appunto  la  base  del  triangolo  la  somma  delle  basi 
del  trapezio. 

298.  Cor.  —  1."  Pel  teorema  del  f}  295,  il  teorema  prece- 
dente può  enunciam: 

Un,  trapezio  é  equivalente  ad  un  parai lelofframmo  che  ha 
per  base  la  semìsomnm  delle  basi  del 
trapezio  e  la  stessa  altezza. 

2."  Uri  trapezio  è  equivalente  al 
rettangolo  dell' altezza  e  della  nemisomma 
delle  basi. 

3."  Costruendo  da  I  la  parallela  alla 
base  è  (§  139)  ÌH  metà  di  CE;  ossia  IH  la 
semisomma  delle  basi.  Chiamando  IH  me: 
diana  del  trapezio  si  ha:  Il  trapezio  è 
equivalente  al  rettangolo  della  mediana 
e  dell'altezza. 

299.  Teor.  —  Dato  un  poligono,  si 
può  sempre  costruire  un  altro  equiva- 
lente che  abbia  tm  lato  di  meno  (1). 

Dato    il    poligono    ABCDE  (fig.  200)  si  < 
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(1)  Attribaitu  i.  Platone. 
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naie  CE  da  ud  vertice  qualunque  C  a  quello  che  vien  dopu 
il  consecutivo  I>;  da  questo  una  parallela  DH  alla  diagonale 
finché  incontri  in  H  la  retta  del  lato  seguente. 

Costruito  il  segmento  CH,  si  ha  un  poligono  AHCB  equi- 
valente a  quello  dato  e  con  un  lato  di  meno.  I  due  poligoni  sono 
equivaleutìi  pei'chè  formati  dalla  parte  comune  AECB  e  dai 
triangoli  EDC,  CHE  che  sono  equivalenti  per  avere  la  base 
comune  ('E  e  la  stessa  altez7.a,  avendo  i  vertici  su  di  una  pa- 
rallela alla  base.  Il  nuovo  poligono  ha  un  lato  di  meno,  perchtt 
due  lati  AE,  EH  sono  sopra  una  medeBÌma  retta.  Siccome  le  co- 
struzioni esq;uite  sono  sempre  |)0ssibili,  il  teoremaè  dimostrato. 

300.  Ripetendo  la  medesima  costruzione  sul  nuovo  poligono 
se  ne  ottiene  un  altro  equivalente  ad  esso  e  perciò  anche  al 
primo  e  che  ha  due  lati  meno  del  primo.  E  ripetendo  succes- 
sivamente la  medesima  costruzione  fin  che  occorra,  si  rende 
evidente  che: 

Dato  un  poligono  si  può  sempre  costruire  un.  triangolo 
equivalente. 

E  anche,  siccome  dato  un  triangolo,  esso  è  equivalente  al 
l'ettangolo  della  sua  base  e  della  metà  dell'altezza: 

Dato  un  poligono,  .ii  può  sempre  costruire  un  rettangolo 
ad  esso  equivalente. 

Cor.  —  Si  può  sempre  costruire  un  triangolo  multiplo  o 
summultiplo  di  un  dato  poligono  secondo  un  numero  qtia- 
lunque. 

301.  Teor.  —  Si  può  sempre,  dato  un  triangolo,  costruirne 
un  altro  equivalente  che  eMia  un  lato  eguale  ad  un  segm,ento 

dato,  ed  un  angolo  adiacente  eguale 
ad  un  angolo  dato. 

Dato  il  triangolo  ABG,  su  un  lato  BC 
si  prenda  un  segmento  OD  eguale  al 
segmento  dato  (fig.  201).  Si  costruisca 
AI);  poi  da  B  la  parallela  BF  fino  ad 
incontrare  la  retta  CA  e  da  F  la  paral- 
/"/■>  !t!/  lela  a  BO  fino  ad  incontrare  CE,  che 

forma  con  CB  un  angolo  eguale  all'an- 
golo dato.  È  ODE  il  triangolo  richiesto,  perché  ha  il  lato  CD 
e  l'angolo  DOE  dati  dal  teorema;  ed  è  equivalente  al  triangolo 
ABC  iierche  ambedue  equivalenti  al  triangolo  FCD;  infatti, 
ODE  e  FOD  hanno  la  stessa  base  e  la  medesima  altezza:  e  ABC 
e  PCD  hanno  comune  la  parte  CAD,  ed  equivalenti  le  parti 
ADF,  ADE  perchè  son  triangoli  che  han  la  stessa  base  AD  e 
la  stessa  altezza. 
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Se  fosse  CD  =  CB  o  CD  >  CB,  le  eostruzioni  sarebbero  state 
analoghe  a  quelle  considerate.  E  poiché  tali  costruzioni  son 
sempre  po^ibili,  il  teorema  è  vero. 

Cor.  —  Dato  un  poligono,  si  può  sempre  costruire  un 
triangolo  equivalente  che  abbia  un  lato  eguale  ad  un  seg- 
mento dato,  ed  un  angolo  adiacente  eguale  ad  un  angolo  dato. 

302.  Teor.  —  Si  può  sempre,  dato  un  triangolo,  costruirni- 
un  altro  equivalente,  che  abbia  un'altezza  eguale  ad  im  seg- 
mento dato  ed  un  angolo  adiacente  alla  base  eguale  ad  >in 
angolo  dato. 

Sia  ABC  il  triangolo.  Si  costruisca  la  semiretta  CE  in  modo 
che  sia  l'angolo  BCE  eguale  all'angolo  dato:  e  per  un  punto 
qualunque  NdiBC  si  costruisca  la  perpen- 
dicolare a  CB  e  su  di  essa  un  segmento 
NM  eguale  all'altezza  data  (fig.  202). 

Si  costruisca  pei  punto  M,  la  retta 
MP  parallela  alla  base,  che  incontri  in 
E  la  retta  CE,  ed  in  F  la  retta  CA.  Si 
costruisca  PB;  e  la  parallela  AD  del  ^  ^  k^^mì" 
punto  A  alla  retta  FB.  Il  triangolo  ECD 
e  il  triai^lo  richiesto,  perche  ha  l'altezza  e  l'angolo  dati  dal 
teorema,  ed  è  equivalente  al  triangolo  ABC,  giacché,  come  nel 
caso  precedente,  sono  i  triangoli  ABC  e-  E('D  ambedue  equiva- 
lenti al  triangolo  FCD. 

303.  Cor.  —  Dato  un  poligono  si  può  sempre  costruirif 
un  triangolo  equivalente,  che  abbia  una  data  altezza  ed  un 
angolo  adiacente  alla  base  eguale  ad  ìin  angolo  dato. 

304.  Def.  —  La  costruzione  necessaria  per  ottenere  un  po- 
ligono equivalente  ad  un  poligono  dato,  si  suol  chiamai'e  tra- 
sformazione di  questo  poligono  nell'altro. 

305.  I  teoremi  sopra  dimostrati  per  i  triangoli,  si  possono 
enunciare  anche  per  i  parallelogrammi. 

I  poligoni  convessi 
come  grandezze  di  secondo  genere. 

306.  Dati  due  poligoni  convessi,  è  loro  somma  il  poligono, 
convesso  o  no,  che  si  ottiene,  portandoli  ad  essere  adiacenti, 

"in  modo  che  abbiano  una  parte  qualunque  del  contorno  a  co- 
mune, e  nessuna  parte  della  superficie  di  uno  sia  sovrapposta 
alla  superficie  dell'altro;  e  sopprimendo  la  parte  di  contorno 

Ninna.  —  Elementi  di  aeomolria.  __    10 
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Difatti  la  figura  risultante  coDstepà    di    tutte  e  sole 

le  parti  dei  poligoni  dati.  Questa  detìntzione  può  esten  dei-si  ad 
un  numero  qualunque  di  poligoni  convessi. 

Si  capisce  che  così  si  hanno  innumerevoli  somme  di  più  po- 
ligoni, e  che  possono  esser  tutte  diseguali,  ma  son  tutte  equi- 
yalenti. 
307.  Possiamo,  peraltro,  disporre  o  trasformare  i  poligoni 
in  modi  speciali,  talché  le  somme 
sieno   poligoni   di  specie   nota . 
Così,  per  es.,  dati  più  rettan- 
goli che  abbiano  la   atessa  al- 
tezza, si  posson  disporre  in  modo 
(lig.  203)  che  la  loro  somma  sia 
pure   un   rettangolo  che    ha  la 
stessa  altezza  di   quelli   dati    e 
per  base  la  somma  delle  loro  basi. 

Cosi  pure,  dati  due  triangoli  qualunque,  come  ABC  e  A'B'C 
(flg,  204)  è  loro  somma  certamente  il  poligono  ABCA'B'C, 
Ma  si  poteva  trasformare  uno  dei  triangoli  in  modo  da  avere 
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la  stessa  altezza  dell'altro  ed  un  angolo  alla  base  supplemen- 
tare di  un  angolo  alla  base  dell'altro  (§  ^^02).  Sia  per  es  :  A"B"0" 
(flg.  205)  il  trasformato  di  A'B'C  in  modo  che  sia  B"  K  =  BH 
e  1Ì"A"C"  supplementare   di  BCA. 

Per  i  triangoli  rettangoli  eguali  BHC,  B"KA"  sarft  BC  = 
=  B"A"  ;  e  portando  i  due  triangoli  ad  essere  adiacenti,  coin- 
cidendo i  lati  eguali,  i  lati  CA  e  A"C"  saranno  semirette  op- 
poste di  una  medesima  retta  e  la  somma  dei  due  triangoli  sarà 
un  triangolo  che  avrà  per  altezza  la  stessa  altezza  e  per  base 
la  somma  delle  basi  AC  e  A"C". 

Siccome  poi  due  triangoli  che  hanno  uguale  la  base  e  i'al- 
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tezza  sono  equivalenti,  poti-emo  tralasciare  la  condizioDe  che 
un  angolo  del. triangolo  trasformato  sia  supplementare  dì  un 
angolo  deiraltro  triangolo  e  dire,  in  generale:  Per  sommare 
più  triangoli,  basta  trasformarli  in  altri  che  abbiano  la 
stessa  altesza,  e  costruirne  uno  che  abbia  la  medesima  al- 
ti-zza  e  per  base  la  somma  delle  basi  dei  triangoli  tra- 
sformati. 

Naturalmente  se  i  triangoli  hanno  già  la  medesima  altezza 
e  loro  somma  il  triangolo  che  ha  la  medesima  alt«zza  e  per 
base  la  somma  delle  basi. 

Si  può  anche  provare  che  per  sommare  più  triangoli  si 
posaon  trasformare  in  altri  ohe  alenano  la  stessa  base  e 
costruirne  un  alti-o  che  abbia  la  stessa  base  e  per  altezza 
la  somma  delle  altezze  dei  triangoli  trasforìnati. 

308.  Cor.  —  1.°  Si  piiù  sommare  più  poligoni  trasfor- 
mandoli  in  triangoli,  e  costruendo  la  somma  di  questi 
triangoli. 

2°  Un  poligono  convesso  circoscritto  ad  nn  circolo 
(e  perciò  ogni  poligono  regolare)  è  equivalente  ad  itn 
triangolo  che  ha  per  altezza  l'apotema  e  per  base  il  pei'i- 
metìv  del  poligono. 

Infatti,  dai  raggi  che  passano  pel  centro  e  pei  vertici,  il  po- 
ligono è  diviso  in  triangoli,  che  hanno  tutti  eguale  altezza, 
essendo  loro  altezza  l'apotema.  La  somma  di  questi  triangoli, 
pel  teorema  precedente,  è  un  triangolo  che  ha  la  stessa  al- 
tezza e  per  base  la  somma  delle  baai. 

30fl.  Teor,  —  Di  due  triangoli  qiralunque  non  equiva- 
lenti, uno  è  prevalente  all'altro. 

Trasformiamo  uno  dei  triangoli  dati   in  un   triangolo   che 


abbia  la  stessa  altezza  dell'altro  ed  un  angolo  dalla  base  uguale; 
e  sieno  A'B'C,  ABC  (flg.  206)  i  due  triangoli,  i  quali  abbiano 
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Per  l'eguaglianza  dei  triangoli  rettangoli  ACH,  A'CH'  sono 
uguali  i  Iati  AC,  A'C  e  perciò  facendo  coincidere  gli  angoli 
eguali  A  e  A',  coincidono  i  vertici  C  e  C',  e  la  semiretta  AB 
colla  semiretta  A'B'.  Non  potrà  però  coincidere  il  punto  B 
con  B',  perchè  in  questo  caso  i  due  triangoli  ABC,  A'B'C  sa- 
rebl>ero  eguali  e  i  triangoli  dati  equivalenti,  contro  l'ipotesi. 
Allora,  se  B  ò  interno  ad  A'B',  è  A'C'B'  prevalente  ad  ACB  ; 
se  è  B'  interno  ad  A'B  è  ACB  prevalente  ad  A'C'B'.  In  am- 
bedue i  casi  è  BCB'  la  loro  differenza. 

Cor.  —  Di  due  poligoni  non  equivalenti,  uno  è  preva- 
lente all'altro:  ed  esiste  la  loro  diiferenza  secondo  la  defini- 
zione del  §  286. 

I  poligoni  sono  dunque  grandezze  di  secondo  genere. 

310.  Riterremo;  1.°  che  la  somma  di  un  poligono  A  e  di  un 
poligono  nullo  sia  il  poligono  A. 

2."  Che  la  somma  dì  due  poligoni  nulli  sia    un    poligono 
nullo. 

3."  Che  la  differenza  di   due   poligoni  equivalenti  sia  un 
poligono  nullo. 

4."  Che  la  differenza  di  un  poligono  A  e  di  un  poligono 
nullo»  sia  il  poligono  A. 

5.°  Che  la  differenza  di  due  poligoni  nulli  sia   un  poli- 
gono nullo. 

Si  potranno  anche  enunciare  per  le  somme  e  differenze  di 
poligoni,  teoremi. analoghi  a  quelli  dei  §§  14  e  seguenti,  com- 
prese le  proprietà  associativa  e  commutativa  della  somma,  nel 
senso  che  le  somme  che  si  ottengono  sostituendo  ad  alcuni 
dei  poligoni  dati  la  loro  somma  effettuata  o  mutandone  l'or- 
dine, sono  tutte  equivalenti. 

Quadrati  b  rettangoli  ui  segmenti. 

311.  Teor,  —  Dati  piii  segmenti,  il  rettangolo  della  loro 

r    a  Ji     *''"""''   ^  ^^  **"  altro  segmento,   é 

* ^ — I la  somma  dei  rettangoli  di  ciascuno 

di  essi  e  dello  stesso  segmento. 

I Sia  AD  {flg.  207)  il  segmento  somma 

A  M     e  S    dei  segmenti  dati  AB.  BC,  CD;  e  AE 

'-^  l'altro  segmento.  Il  rettangolo  di  AD 

e  AE  ossia  ADHE  è  la  somma  (§  307)  dei  rettangoli  ABFE, 
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BCFCi,  CDGH,  che  sono  i  rettangoli  dei  segmenti  dati  AB, 
BC,  CD  e  del  segmeoto  AE. 

E  viceversa  (v.  §  307): 

La  somma  di  pia  rettangoli  che  hanno  eguale  l'altesta, 
è  il  rettangolo  che  ha  la  medesima  altezza  e  per  base  la 
lomtna  delle  btisi. 

Nel  teorema  precedente  sì  posson  scambiare  le  parole  base 
e  altezza,  cioè: 

La  somma  di  piìt  rettangoli  che  hanno  eguale  la  base  è 
Idi  rettangolo  che  ha  la  medesima  Imse  e  per  altezza  la 
somma  delle  altezze. 

Cor.  —  Se  due  rettangoli  hanno  eyitale  la  base  e  l'ai- 
taza  del  primo  è  doppia,  tripla....  dell'altezza  del  se- 
condo, il  primo  rettangolo  é  doppio,  triplo del  secondo. 

E  poiché  in  un  rettangolo  un  lato  qualunque  può  essere 
preso  per  base,  si  ha  pure: 

Se  due  rettangoli  hanno  eguale  l'altezsa  e  la  base  del 
primo  è  doppia,  tripla . . , .  della  base  del  secondo,  il  primo 
rettangolo  é  doppio,  triplo del  secondo. 

312.  Teor.  —  Dati  due  segmenti,  il  ì-ettangolo  della  loro 
differenza  e  ài  un  altro  segmento  qualunque,  'è  la  diffe- 
renza dei  rettangoli  di  ciascuno  dei  segmenti  dati  e  del  terso 
segmento. 

Si  dimostra  in  modo  analogo  al  teorema  precedente. 

E  eoa  pure  si  ha: 

La  differenza  di  due  rettangoli  che  hanno  eguale  l'altezza 
i  Kii  rettangolo  che  ha  la  medesima  altezza  e  per  base  la 
differenza  delle  basi. 

oppure: 

La  differenza  di  due  rettangoli  che  hanno  eg-uale  la  base 
è  un  rettangolo  che  ha  la  medesima  base 
e  per  altezza  la  differenza    delle   altezze.       '  »     ^ 

313.  Teor.  —  Il  quadrato  della  somma 
di  due  segmenti  è  la  somma  dei  qtuidrati 
di  questi  segmenti,  piìt  il  doppio  del  loro 
rettangolo. 

_Sieno  AB,  BG  (flg.  208)  ì  sementi  dati, 
AC  la  lora  somma.  Costruiamo  dalla  stessa  ^'f  2*/ 

tenda  di  AC  i  quadrati  ACDE ,  quadrato  di 

io  a  BCFH,  quadrato  di  CB,  e  prolunghiamo  i  lati  BH,  FH  di 
<]ue8t'ultiino  fino  ad  incontrare  in  I  e  U  i  lati  del  primo  qua- 
nto. É  chiaro  che  è  GH^HI:  e  siccome  l'angolo  GHI  è 
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retto,  è  (tHIE  il  quadrato  di  <i-H  ossia  dì  AB.  Inoltre,  per  avere 
i  lati  eguali,  sono  ^uali  i  rettangoli  ABHG  e  FHID:  e  poiché 
è  AB.BH  =  AB  .  BC,  «provato  che  il  quadrato  ACDE  è  la 
somma  del  quadrato  di  AB,  del  quadi-ato  di  BG  e  del  doppio 
rettangolo  di  AB  e  BC. 

Cor.  —  1."  //  quadrato  del  doppio  di    un  segmento   è  il 
quadruplo  del  quadrato  di  questo  segmento. 

2."  Il  quadrato  del  multiplo  di  un  segvnenio  secondo  i 
numeri  2,  3,  4  ....  é  multiplo  del  quadrato  del  segmento 
seconde  i  numeri  2*,  3*,  4*  ...  . 

314.  Teor.  —  Il  quadrato  della  differenza  di  due  segmenti 

è  la  differenza  fra  la  somma  dei  quadrati  di 
B  c    A  "Z*^***  segmenti  ed  il  doppio  del  loro  rei- 

tnngolo. 

s  Sieno  AB,  AC  i  due  segmenti  (fig.  209).  E 
CB  la  loro  differenza.  Costruiamo  il  quadrato 
di  AB  e  sia  ABIE,  e  dalia  stessa  banda  il  qua- 
drato di  AC  e  sia  ACMD.  Pi'olunghiamo  i  lati 
—  i  CM  e  DM  di  questo  quadrato  sino  a  incontrare 
n  L  e  H  i  lati  del  primo  quadrato:  e  su  EH  si 
costruisca  il  quadrato  EHGF  esterno  ai  quadrato  ABIE.  E  cer- 
tamente EF  ^^  HG-  =  AC,  ossia  EHGF  e  un  quadrato  eguale 
al  quadrato  di  AC.  Tutta  ia  figura  così  formata  è  la  somma  dei 
due  quadrati  ABEI,  EFGH  che  sono  i  quadrati  dei  due  seg- 
menti Se  da  tutta  la  figura  tc^iiarao  i  due  rettangoli  ADLB, 
DFGM,  pesta  il  quadrato  MLIH  che  è  il  quadrato  di  CB;  ma 
i  due  rettangoli  suddetti  sono  eguali  e 
sono  ognuno  il  rettangolo  di  AB  e  AC;        j-  fi    e 

è  dunque  provato  il  teorema. 

315.  Teor.  —  Il  rettangolo  della  som- 
ma e  della  differenza  di  due  segmenti 
è  la  differenza  dei  loro  quadrati. 

Sieno  AB,  BC  (fig.  210)  i  due  segmenti 

dati:  AC  la  loro  somma,  AD  la  loro  dif-  „ 

~ —      — ;  A/*  ^la 

ferenza.  Posto  AE  =  AD  sarà  AEMC  ii 
rettangolo  che  ha  per  lati  la  somma  e  la  diilerenza  dei  due 
segmenti.    Posto  AP  =^  AB,  sai'à  AF'GB  il    quadrato    di  AB 
e  HILG  il  quadrato  di  BC.  La  difi'ereaza  fra  questi  quadrati 
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è  il  poligono  AFHILB;  bisogna  provare  che  è  equivalente  a,l 
rettangolo  AEMC.  Ed  infatti,  essi  sono  formati  dal  rettan- 
golo ABLE  comune  ad  ambedue,  e  dai  rettangoli  EIHF  e  LBCM, 
che,  come  si  vede  facilmente,  sono  eguali. 

316.  Teor.  (di  Pitagora).  —  Il  quadrato  dell'ipotenusa  di 
un   triangolo  rettangolo  è  la  somma  dei  quadrati  dei  cateti. 

Delle  molte  dimostrazioni  che  si  danno  di  questo  teorema  ec- 
cone  una  assai  semplice. 

Dal  \ertice  dell'angolo  retto  A  (flg.  211)  si  costruisca  il  seg- 
mento AK  perpendicolare  all'  ipotenusa; 
e  si  prolunghi  da  una  banda  fino  ad  in-  " 

coDtrare  in  L  il  lato  opposto  del  quadrato 
BCDE  costruito  su  di  essa;  e  dall'altra 
fino  ad  incontrare  la  retta  del  lato  opposto 
del  quadrato  ACFG,  costruito  su  un  cateto. 
Inoltre  si  prolunghi  DC  fino  ad  incon-  ■ 
trare  FG. 

È  ACNM  un  parai  le  logicammo,  avendo 
i  Iati  opposti  paralleli;  ed  è  equivalente 
al  quadrato  ACFG,  avendo  con  esso  co- 
mune la  base  AC  ed  eguale  l'altezza  cor- 
rispondènte. 

I  due  triangoli  rettangoli  AGM,  ABC 
sono  eguali  avendo  un  cateto  eguale,  ed  ^uali  gli  angoli  acuti 
MAG,  ACB  che  hanno  i  lati  rispettivamente  perpendicolari.  E 
perciò  .4M  =  BC;  ma  è  BC  ^UÉ  =  KL;  è  dunque  AM  =  kE 

.\llora  e  provato  che  i  due  parallelogrammi  ACNM  e  KLDC 
hanno  le  basi  AM  e  KL  eguali;  ed  avendo  la  stessa  altezza, 
sono  equivalenti;  ma  e  ACNM  =  ACFG.  È  dunque  KLDt;  = 
-   ACFO 

Si  dimostrerebbe  nello  stesso  modo  che  è  BKLE  ^  ABIH; 
quindi  la  somma  dei  quadrati  dei  cateti  è  equivalente  alla 
somma  dei  vetfeingolì  KLDC  e  DKLE,  ossia  al  quadrato  del- 
rijfotenusa. 

Cor.  —  1."  //  quadrato  di  un  cateto  di  un  triangolo  ret- 
tangolo e  la  differenza  del  qnadì-ato  dell'ipotenusa  r  del 
quadralo  dell'atro  cateto. 

2."  Dalla  di  mosti-azione  data,  avendo  provato  che  il  qua- 
drato del  cateto  AC  e  equivalente  al  rettangolo  KLDC  (flg.  211) 
SI  deduce: 

//  quadrato  di  un  vateto  è  equivalente  al  rettuiujolo  del- 
l'ipotenusa e  della  sua  proiezione  su  questa. 


Fiy.  2it 
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"  Dal  corollario  precedente  sì  ha: 
AB»  =  BC  .  BK 


1 


ossia  è  AB2  =  (BK  +  KG) .  BK.     ' 

Ma   pel  triangolo  rettangolo  ABK  è  AB«=i=BK^  +  AK'  e 

pel  teorema  del  §311  è;  (BK  +  KG) .  BK  =  Bp  +  KG .  BK 
Avremo  dunque: 

Bp  +  AK»  ^  BK^  -t-  KG  .  BK 

E  ne  possiamo  dedurre; 

AK'  =  KC.  BK  cioè: 
Il  quadrato  deU'altesza  sull'ipotenusa   è   equivalente  al 
rettangolo  delle  proiezioni  dei  cateti  sull'ipotenusa  stessa. 
4."  Il  quadrato  della  diagonale  d'un  quadrato  è  dop- 
pio del  quadrato  stesso. 

317.  Dati  due  quadrati,  potremo  sempre  trovare  un  qua- 
drato che  sia  loro  somma.  Esso  è,  pel  teorema  precedente,  il 
quadrato  dell'ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo  clie  ha  per 
cateti  i  lati  dei  quadrati  dati. 

OFa  noi  sappiamo  che  i  quadrati,  come  tutti  i  poligoni,  sono 
grandezze  di  secondo  genere;  ma  se  stabiliamo  che  per  somma 
di  due  quadrati  s'intenda  soltanto  il  quadrato  che  si  ottiene 
applicando  il  teorema  di  Pitagora,  è  evidente  che,  dati  due 
quadrati,  ce  n'è  sempre  uno,  ed  uno  solo  che  è  loro  somma,  ohe 
dati  due  quadrati  non  eguali,  uno  di  essi  è  la  somma  dell'altro 
con  un  altro  quar- 
drato.  Ossia,  quando 
per  «  sommar  due 
quadrati  »  s'intenda 
solo  il  costruire  il 
quadrato  dell'  ipote- 
nusa di  un  triangolo 
l'ij'.  Ziz  che  abhìa  i   lati  di 

quei  quadrati  per  ca- 
teti, i  quadrati  possono  considerai-ai  come  grandezze  di  primo 
genere, 

318.  Teor.  —  Dato  un  rettangolo,  si  può  sempre  costruire 
un  quadrato  ad  esso  equivalente. 

Sia  ABCD  il  rettangolo  dato  (Sg.  212).  Sopra  una  retta  sì 
portino  consecutivamente  due  lati  diseguali  del  rettangolo; 
sia  MN  =  AB,  NP  =  Bg! 
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Costruito  un  semicircolo  di  diametro  MP,  e  la  perpendico- 
lare NQ  nel  punto  N  al  diametro,  la  quale  incontri  il  semi- 
circolo  nel  punto  Q,  è  NQ  il  lato  del  quadrato  richiesto.  In- 
fatti, essendo  rettangolo  il  triangolo  MQP  ed  essendo  QN  l'al- 
tezza, si  ha  dal  corollario  3.°  del  teorema  precedente: 

NQ-  ^  MN.NF  =  AB  .  BC. 

Cor.  —  Dato  un  polìgono  si  può  sempre  costruire  un 
quadrato  ad  esso  equivalente. 

319.  Teor.  —  Dato  un  triangolo  con 
un  angolo  ottuso,  il  quadrato  del  lato 
opposto  a  quest'angolo  é  la  somma  dpi 
quadrati  degli  altri  due  lati  e  del  doppio 
Jj  rettangolo  di  uno  di  essi  e  delia  proie- 
zione dell'altro  sulla  sua  retta, 
f'f  ^'^  Sia  ABC  il  triangolo  e  BC  il  lato  op- 

posto all'angolo  ottuso. 
Si  costruisca  l'altezza  dal  vertice  di  uno  d^li  angoli  acuti; 
e  sia  (f^.  213)  BD.  I!   punto  D  e  certamente  esterno  al  seg- 
mento GA.  E  pel  teorema  di  Pitagora  si  ha: 
BC^  =  BD^  -I-  do". 
Ma  poiché  e  DO  =  DA  -t-  ACJ  si  ha  (g  312)  DC*  ^  ÌÌa'  ■(- 
-H  ÀC*-h  2  DA  .  AC,  e  quindi  è: 

BC*  =  BD*  +  DA*  -I-  AC*  -1-  2  DA  .  AC. 

Ma   pel   teorema  di   Pitagora  è  K)* -f  DA*  ^  BA*  :  si  hii 

dunque: 

BC*  ^  BA"  -I-  AC^-1-  2  DA  .  AC. 

320.  Teor.  —  Dato  un  triangolo,  il  quadrato  di  un  lato 
opposto  ad  un  angolo  acuto  è  la  differenza  fra  la  somma 
dei  quadrati  degli  altri  due  lati  ed  il  doppio  rettangolo  di 
uno  di  essi  e  della  proiezione  dell'altro  sulla  sua  retta. 

Sia  ABC  il  triangolo  e  BC  il  lato  opposto  all'angolo  acuto. 
Distingueremo  tre  casi,  secondo  che  il  triangolo  è  acutangolo 
ottusangolo,  o  rettangolo,  ossia  secondo  che  l'altezza  BD  uscente 
dal  vertice  di  uno  degli  angoli  acuti  adiacenti  a  BC  d  interna  o 
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esterna  al  triangolo  o  coincìde  con  BC.  Nel  1."  caso  (%,  214)  è 
CD  =  CA  —  DAI  nel  2."  {fig.  215)  è  CD  =  DÀ  —  CT;  ed  in 
ambedue  i  casi,  pel  teorema  del  g  314  è 

CD*  ^-.  DA^  +  CA*  — 2  DATcX; 
Sarà  pure,  aggiungendo  DB"  : 

Cb^  +  DB*  -DA-  +  CA*  +  DB*  —  2  DA .  CA. 
ossia 

BC*  =  AB*  +  CA* ~ 2  DaTOA, 

come  si  voleva  dimostrare. 


Iif.lJ^  Try.StJ  FiaSiS 

Nel  terzo  caso  (fig.  216)  il  segmento   CD  è  duìIo.  Ma  pel 
teorema  di  Pitagora  si  ha 

BC-    -  AB*  — AC" 

ossia  BC*  =^  Ag*  -i-  AC'—  2    AC*  od    anche  BC'  =    AB*  + 

+  AC  —  2  AC.  AC,  quindi  il  teorema  ò  vero  in  tutti  i  casi. 

Per  la  seconda  legge  delle  inverse  (§   12  Pr,),   son   veri  i 

teoremi  inversi  dei  precedenti: 

1."  Se  il  quadrato  di  un  lato  di  un  triangolo  è  la 
somma  dei  quadrati  degli  altri  due.  Vangalo  opposto  al 
primo  è  retto. 

2."  Se  il  quadrato  d'un  lato  di  un  triangolo  è  prem- 
iente alla  somma  dei  quadrati  degli  altri  due,  l'angolo 
opposto  al  primo  è  ottuso. 

3."  Se  il  quadrato  d'un  lato  di  -un  triangolo  é  s'ueoa- 
lente  della  somma  dei  quadrati  degli   altri   due,   l'angolo 
opposto  al  primo  è  acuto. 
Si  ha  pure: 

4."  Il  luogo  geoiii.  dei  punti  tali  che  la  .somma  dei 
quadrati  delle  loro  distunse  da  due  punii  fissi  sia  equi- 
valente al  quadrato  della  distanza  di  questi  punti,  è  mi 
circolo ,  aeente  per  diametro  la  distanza  degli  stessi  punii. 
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321.  Teor,  —  /«  ogni  triangolo  la  differenza  dei  qua- 
drali di  due  lati  è  equivalente  alla  differenza  dei  quadrati 
delle    loro   proiezioni    sulla    retta    del 
A  terzo  lato. 

Sia  ABC  il  ti-iangolo  (flg.  217).  Da  _un 
vertice  A  si  costruisca  l'altezza  AH.  E  BH 
proiezione  di  AB  su  BC  e  CH  proiezione 
*         ■*  di  AC.  Supponiamo  che  non  sia  AB  ^  AC' 

e  che  sia  per  es:  AB  >  AC.  È  allora  anche 

BH>CH  (§  129). 
Pel  teorema  di  Pitagora  si  ha  dal  triangolo  ABH: 

_   AB^=  BH*  +  AH- 

e  dal  triangolo  ACH: 

AC*  i  CH^  +  AH* 

dalle  quali,  sottraendo,  si  deduce    AB'  —  AC*  =  BH*  —  GH* 

Se   fosse  AB  =  AC    è  anche  BH  =  CH  (§  129)  ed  essendo 

nulla  la  differenza  dei  quadrati  dei  lati  come  la  differenza  dei 

quadrati  delle  proiezioni,  è  vero  il  teorema. 

322,  Se  ne  deduce  facilmente.; 

Il  luogo  geom.  dei  punti  tali  che  la  differenza  dei  quadrati 
delle  loro  distanze  da  due  punti  fissi  sìa  equivalente  a  un  qua- 
drato dato,  é  una  retta  perpendicolare  allarettadei  due  punti. 

Per  costruire  questo  luogo  basta  quindi  determinarne  un 
punto.  Sieno  A,  B  i  punti  dati,  MN'  il  quadrato  dato.  Si  co- 
struisca BC  perpendicolare  ad  AB  e  tale  che  BC  =  MN.  Si  co- 
struisca AC,  e  la  perpendicolare  ad  AC  nel  punto  medio  D, 
e  sia  E  il  punto  in  cui  questa  perpendicolare  incontra  AB: 
dico  che  E  è  un  punto  del  luogo.  Difatti  è  ÈC  =  EA:ma  è  EC*  — 
-  Ètì'  ■-■--  BC*  =  MN*;  è  dunque  ÈA*— EB*  =^^N*. 

323.  Teor.  {di  Pappo),  —  In  ogni 

triangolo  la  somma  dei  quadrati  di  C 

drie  lati  è  doppia  della  somma  del 
ÌVadrato  della  metà  del  terzo  lato  e 
del  quadrato  della  mediana  corri- 


Sia  CD  mediana  rispetto  al  lato  AB 


spandente  a  questo  lato. 

Sia  CD  mediana  rispetto 
nel  triangolo   ABC  (tìg.  218),  e  CH  l'altezza  uscente  dal  me- 
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desimo  vertice  C.  Se  CI*  Don  coincide  con  GH,  dei  due  angoli 
formati  nel  punto  D,  «noè  ottuso,  l'altro  è  acuto.  Se  CDA  è 
l'angolo  acuto,  avremo  dai  triangolo  CDA  : 

CA*  -  CD%  DA*  —  2  AD.DH 
mentre  è  nel  triangolo  CDB: 

Cff  =i  CD*  +  BD^  +  2 BD.DH. 
E  siccome  è  AD  =  DB  avremo,  sommajido  : 

CA*  +  CB*  =  2CÌ>*+  2DA^ 
Se  poi  il  triangolo  è  isoscele,  ossia  se  CD  coincide  con  CH, 
H  haCA  =  CBeperciòCA*+  CB^=  2CA*=2  CD*+  2  DÀ*. 
:i24.  Teor.  (d'Eulero),  —  In  un  quadrangolo  qualunque 
la  somma  dei  quadrati  dei  quattro 
lati  è  equivalente  alla  somma  dei 
quadrati  delle  dioffonali  col  qua- 
druplo del  quadrato  della  distansa 
dei  punti  medi  delle  diagonali. 

Sia  ABCD  il  quadrangolo,  AC,  BD 
le  diagonali,  ed  N  e  M  i  loi-o  punti 
^y  ^'-^       medi  (flg.  219).  Nel  triangolo  BAD 
la  distanza  AM  è  la  mediana  corri- 
spondente a  BD.  Pel  teorema  precedente  è  : 

AB*  +  AD*^2BM"+  2  AM^ 

e  nel  triangolo  BCD,  di  cui  CM  è  la  mediana   corrispondente 

a  BD,  si  ha:  

W  +  CD*   -^  •>  BM^  +  2MC^ 
È  dunque: 

AB*  H    AD*  +  BC*   +  CD*  ^  4  BmN-  2  AM*  +  2  MG* 

Ma  nel  triangolo  AMC,  essendo  MN  una    mediana,  è; 

AM*  +  MC*  ~-  2  AN*  +  2  MN' 

E  poiché  il  doppio  della  prima  somma  è  equivalente  al  dop- 
pio della  seconda  avremo: 

2  AM*  +  2  MC*  --^.  4  AN*  +  4  MN* 
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E  perciò  ò: 

AB*  +  AD*  +  BC*  +  CD^=4  BM*  +  4  AN*  +  4  MN* 

Pel  corollario  del  §  313  si  hat 

4  BM*  ^W;       4  AN*  =  AC* 
È  dunque: 

AB^  +  Ab'  +    BC*  +  Cb"       ÌÌI?  +  AC*  +  4MN* 

come  si  voleva  dimostrare. 

Se  il  punto  comune  delle  diagonali  è  punto  medio  di  cia^- 
scuna  di  esaa,,  ossia  se  il  quadrilatero  è  parallelogrammo,  il 
segmento  MN  è  nullo:  e  si  ha: 

In  un  parali elogr animo  la  somma  dei  quadrati  dei  quat- 
tro lati  è  eqvira/cnte  alla  somma  dei  quadrali  delle  dia— 
ff  anali. 

Sezione  anrea  d'nn  segMent*. 

325.  Teor.  —  Bato  un  segmento  é  sempre  possibile  divi- 
derlo in  due  parti  diseguali,  tali  che 
il  quadrato  della  parte  maggiore  s\ 
equivalente  al  rettangolo  dell'intero   , 
segmento  e  della  parte  minore. 

Sia  il  segmento  dato  AB  (fig.  2S 
Da  un  estremo  A  eostruiamo  la  per-  ^ 
pendicolare  alla  sua  retta  e  su  di  essa 
prendiamo  un   segmento  AC  eguale 
alla  metà  di  AB. 

Col  eentro  C  ed  il  raggio  CA  si  costruisca  un  circolo  che 
è  certo  tangente  alla  retta  AB  nel  punto  A.  Poi  si  costrui- 
sca BC,  e  sia  D  il  punto  che  questo  segmento  ha  comune  col 
circolo.  Se  sul  segmento  AB  si  prende  BE  =  BD,  il  punto  E 
divide  il  segmento  AB  nel  modo  richiesto. 

Intanto  è  BD  <  AB^  perchè  nel  triangolo  ACB  è  AB  >  CB  — 
—  CA  ossia  AB  >  CB  —  CI>  od  anche  AB  >'Brx  Di  pi»  dallo 
stesso  triangolo  si  deduce  : 

BC'   •--  AB'  +  Atr 

è  ^  =^^^~Eb  +  DC  e  perciò  (g  313); 

Bc'  =^-  BD*  -f  bC'  4-  2  BD  ,  DC; 
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si  ha  pure: 

AB*  +  AG"  ==  Bd'+  DC"  +  2  BD  .  DG. 

E  poichò  è  AU  =  DC  è  anche: 

AB"  =-  BD'  +  2  BD.AC 

Ma  2  AC  =  AB  per  Ipotesi,  e  BI)  =  BE7  quindi: 

AB*       BR^  +  BETaB; 
sicché 


AB  ~  BE .  AB  --■-  BE  ;  ossia:  AB  (AB  —  BE)  v-  BE 
e  finalmente 

AB.AE  -=  BE*. 
cioè  il  punto  E  divide  il  segmento  AB  nel  modo  richiesto:  e 
poiché  le  costruzioni  fatte  sono  sempre  possibili,  è  dimostrato 
il  teorema. 

326.  Sì  può  osservare  che  se,  invecedi  costruire  il  circolo  tan- 
gente nell'estremo  A,  si  fosse  costruito  tangente  nell'estremo  B 
e  si  fosse  ripetuta  la  stessa  costruzione,  scambiando  A  con  B, 
si  sarebbe  ottenuto  un  altro  punto  E,,  tale  che  AE,  =  BE 
e   AE  =  BE,  e  perciò 

AE^-'- AB.BE, 
cioè  un  altro  punto  E,  divìde  il  segmento  in  due    parti  che 
soddisfano  alle  condizioni  proposte,  ma  le  partì  sono  ej^mli  a 
luelle  dì  prima. 

Né  c'è  altro  punto  interno  che  divida  il  segmento  in  tal 
modo.  Supponiamo  infatti  che  ci  sia  il  punto  Ej  diverso  da  E 
e  da  R|,  tale  che  fosse 

AB.AEj    -  BE^ 

come  è 

AB.AE  -Bfi^ 
Sì  osservi  che  se  è  AEj  >  AE  deve  essere  BEj  <  BE:  e 
perciò  essendo  AB  .  AE^  >  AB  .  AE  sarebbe  BE,*<BE*:os- 
sia  il  rettangolo  AB ,  AEg  e  il  quadrato  BEa  ^  che  per  ipotesi 
SQUo  equivalenti,  sarebbero  uno  prevalente  e  T'altro  suvvalente 
di  due  grandezze  equivalenti:  il  che  è  assurdo. 
Aualogamente  se  fosse  AEg  ■<  AE, 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


SEZIONE  AUREA  D  DN  SEOMENTO. 

327.  Il  teorema  precedente  ai  può  enunciare: 
Dato  un  segmento  é  sempre  possibi/e  trovare  m/i  aiit 
interno  a  disuguale  distanza  degli  estremi,  tale  che  i 
drato  della  distanza  maggiore  sin  equ  ira  lente  al  ref, 
del  segmento  dato  e  dell'altra  distanza. 
Si  può  anche  dimostrare  il  teorema  seguente: 
Dato  un  segmento  é  sempre  possibile  trovare  sulla  si 
un  punto  ad  esso  esterno  (e  perciò  a  diseguale  dista. 
gli  estremi)  tale  che   il  quadrato   delta    distanza 
sia  equivalente  al  rettangolo  del  segmento  dato  e  de 
distanza. 

Si  ripeta  la  costruzione  precedente  (fi};.  221).  Se  D' è 
in   cui  il  prolungamento   di  BC  incontra   il   circolo, 


ria.  221 
retta  AB  si  riporta  il  segmento  BE'  eguale  a  BD'  e  con! 
ad  AB,  il  puntò  E'  è  il  punto  richiesto. 
Si  ha  come  sopra 

BC*=  AB*+ A{? 
e  anche,  per  essere;  BO^BD'  —  CU',  ossia  (§  314): 

BC*  -■--  bTv^  +  "c!?*  —  2  BD' .  CD' 
è  pure: 

AB*  +  AC^  -■-  BD^  +  IÌD'*  —  2  BD' .  CD' 
e,  per  essere  AC  =  CD'  e  AB  =  2"CD'  e  BD^=^E^r 

AB*  -r  BR-*  —  AB  .  BE' 
e  perciò: 

AB*  -t-  AB  .  BE'  -•-■  BK* 

AB  (AB  -f  BE')  -•--  BK* 
e  Analmente: 

AB.AE'  =--=  BE'* 
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Si  può,  come  sopra,  osservare  che  se  avessimo  invece  co- 
struito il  circolo  tangente  in  B>  avremmo  avuto  un  altro  punto 

estemo  E",  tale  che  AB  .  BK"  =i  AE"*  ;  ma  è  AE"  =  BE^  e 
BE"  ^  AE';  e  analc^mente  si  può  dimostrare  che  non  vi  sono 
altri  punii  esterni  che  sodistìno  alla  condizione  richiesta. 

Def,  —  Quando  le  distanze  di  un  punto  della,  retta  di  un 
segmento  dagli  estremi  del  segmento  son  tali,  che  il  qua- 
drato di  una  delle  distanze  sìa  equivalente  al  rettangolo 
del  segmento  e  dell'altra  distanza,  si  dice  che  il  segmento 
6  diviso  in  media  ed  estrema  ragione  o  in  sezione  aurea  ; 
internamente  o  esternamente,  secondo  che  il  punto  è  in- 
temo od  estemo.  Se  il  punto  è  interno,  esso  divide  il  se- 
mento in  due  parti:  e  la  maj^giore  dicesi  la  parte  aurea 
del  segmento. 

Problemi. 

328.  Probi.  —  Inscrivere  e  circoscrivere  a  un  dato  cir^ 

colo   un  poligono  regolare  di  4,  8, 

'l      ,      16...  lati. 

vK^'VVVNS  Dato  il  circolo  di  centro  0  (fig.  222), 

/  /     ■    W      costruiamo  due  diametri  perpendicolari 
y        :^     V      AB  e  CD.  Gli  archi  AC,  OB,  BD,  DA, 

^  ^ ! "^  ^  sono  uguali,  e  pel  §  254  il  quadrilatero 

i^y      I       /y      ACBD  è  un  quadrato. 
^^y  ;  /   À  E  pure  un  quadrato  (§  280)  quello  che 

^---S^^-^ — I     si  ottiene  costruendo  le  tangenti  al  cir- 
-*  colo  nei  punti  A,  B,  C,  D.  11  primo  è  11 

/}y  221  quadrato  inscritto,  il  secondo  è  il  qua- 

drato circoscritto. 
Se  consideriamo  i  punti  medi  M,  N,  P,  Q,  degli  archi  AC  , 
CB,  BD,  AD,  il  poligono  che  ha  per  vertici  i  punti  A,  M,  C, 
N,  B,  P,  D,  Q,  è  l'ottagono  regolare  inscrìtto,  e  il  poligono  ebe 
ha  per  lati  le  tangenti  negli  stessi  punti  è  l'ottagono  ruotare 
circoscritto. 

Similmente  ai  costruirebbero  i  poligoni  di  16,  32 lati. 

Cor.  —  1."  Il  lato  del  quadrato  insanito  é  la  diagonale 
del  quadrato  del  raggio. 

2."  Il  lato  del  quadrato  circoscritto  è  doppio  del  raggio. 

329.  Probi.  —  Inscrìvere  e  circoscrivere  a  un  dato  circolo 
un  poligono  regolare  di  3,  6,  12,  24  . . .  lati. 

Dato  il  circolo  di  (.-entro  C,  costruiamo  una  corda  AB  uguale 
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*1  ra^io  (flg.  223).  Il  triangolo  ACB  è  equilatero,  e  l'angolo 
ACB  è  la  terza  parte  di  due  angoli  relti,  os.sia  la  sesta  parte 
_  di  un  giro.  Si  possono  dunque 
formare  attorno  al  punto  f,'  sei 
iingoli  eguali  all'angolo  AOlì; 
tali  angoli  dividono  il  cii-colo 
in  sei  archi  eguali,  le  corde  dei 
r|uali  formano  il  contorno  del- 
l'esagono regolare  ABDEFft. 

Le  tangenti  al  circolo  nei  ver- 
tici dell'  esagono  regolare  in- 
scritto formano  l'esagono  rego- 
lare circoscritto.  Evidentemente 
il  triangolo  AFD  che  ha  per  ver- 
tici tre  vertici  non  consecutivi  dell'esagono  inscritto  è  un 
triangolo  equilatero  inscritto  e  le  tangenti  nei  punti  A,  F,  D 
sono  lati  d'un  triangolo  equilatero  circoscritto.  Si  può  ora  fa- 
cilmente inscrivere  e  circoscrivere  un  poligono  regolare  di 
12,  24 , . .  lati  (§  279). 

Cor.  —  1."  Applicando  al  romlio  ABCD  il  teorema  d'Eulero 
(§  324)  si  ha: 

4  CA*  =  CB^  +  DA* 
e  poiché  è  CA  =  CE  si  deduce 

3  ci*  ^  DA- 

osaa  il  quadrato  del  trùingolo  equiìafcro  inscritto  è  il  triplo 
del  quadrato  del  raggio. 

2."  Essendo  MF  =  FN'  =  AD,  si  deduce: 

Il  lato  del  triangolo  equilatero  cìr- 
coacritto  è  doppio  del  lato  del  trian- 
golo  equilatero  inscritto. 

330.  Probi.  —  Inscrivere  e  circoscri- 
vere a  un  dato  circolo  ìtn  poligono  re- 
golare di  5,  10,  20,  40  . . .  Iati. 

Inscriviamo  prima  il  decagono  rego- 
lare (fig.  224).  Costruito  un  raggio  qua- 
lunque CB,  si  trovi  la  sua  parte  aurea     /;,;?; 
(§  325)  e  sia  CD.  Una  corda  del  circolo 
eguale  a  CD,  per  es.  BA,  è  il  lato  del  decf^rono  regolare  in- 
scritto. 

Niinm.  —  Bitmtnti  M  Otamttri».  11 
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Difatti,  costruendo  CA  e  AI),  e  il  segmento  AL  perpendi- 
colare a  CB  si  ba: 

AB*-  CB.BD 
e  anche ,  essendo  CB  ^  AG 

AB*  +  CB  *  =  AC-  +  CB.BD, 
ossia: 

AC*=AB*  +  CB*— CB.Bi». 
Ma  poiché  il  triangolo  ACB  è  isoscele,  l'angolo  B  ò  aciitu, 
E  perciò: 

AC*  -  AB^  +  CB-— 2CB7bL      ■ 
Dunque  è: 

Hb'  +  BC*  —  CB.BD  =  AB-  +  BC^  —  2  OB  .  Bi, 
Da  cui  si  deduce 

cbTbd  =^  2  obTbl 

F,  dunque  BD  =  2  BL;  cioè  h  é  il  punto  medio  tlel  seg- 
mento BI).  Questo  prova  che  il  triangolo  ADB  è  isoscele  e  che 
si  ha  AD  =  AB  =  CD.  Se  ne  deduce  che  è  DCÀ  =  CAD  e 
ADB  ^  ABI).  Ma  ADB  come  angolo  esterno  del  trianKoIo 
ADC,  è  la  somma  degli  angoli  opposti  intemi,  quindi  è  ADB  ^^- 
^2ACD  e  anche  ABI)  =  2  ACD.  (lioò  nel  triangolo  isoicele 
ACB,  gli  angoli  alla  base  sono  doppi  dell'angolo  al  vertice  ACH. 
Talché  questo  {■  la  quinta  parte  di  due  angoli  retti,  ossia  la 
decima  parte  di  un  giro.  I>'areo  AB  è  la  decima  parte  del  cir- 
colo, e  la  eorda  AB  è  veramente  il  lato  del  decagono  inscritto. 
Si  ba  dunque: 

//  iato  del  tiivtiffotio  inscrìifo  è  in  xfsione  aurea  del  raggio. 

Le  tangenti  del  circolo  nei  vei'tici  del  decagono  inscritto 
sono  lati  del  dect^ono  circoscritto. 

Se  è  liK  =,  AB,  e  AK  il  lato  del  [jentagono  inscritto.  Col 
](roblema  del  g  21M  sappiamo  ora  inscrivere  e  circoscrivere  i  po- 
ligoni di  20.  40  . . .  lati. 

3111.  Probi.  —  InsCTÌrprc  e  fÀTMìSfrirorf  ii  >ni  cU-co/o  vn 
jxiUffOiio  di  15,  -JÙ,  60...  idi. 

La  quindicesima  parte  del  circolo  è  la  quinta  parte  della 
sua  terza  parte,  o  la  terza  parte  della  quinta.  Quindi,  se  dalla 
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term  parte  del  circolo  togliamo  la  sua  quinta  parte,  resta  due 
volte  la  quindicesima  parte.  Avremo  dunque  la  quindicesima 
parte  del  circolo,  togliendo  dalia  metà  della 
terza  parte,  ossia  dalla  sesta  parte,  la  metà 
della  quinta  parte  ossia  la  decima  parte. 
Sia  AB  {%.  22ò)  il  lato  delTesagonOj'Xc 
quello  del  decagono,  sarà  Ctì  l'arco  sot- 
teso del  lato  del  peiitadeci^ono. 

I.e   tangenti  al  Hrcolo  nei  vertici  del 
pentadeca^fono    inscritto   nono  i   lati  del 
r      -<■  ])entadecagono  circoscritto. 

'  2?->  È  facile  (probi  §  279)  insci-ivei-e  e  cir- 

coscrivere i  poligoni  di  30,  60  . . .  lati, 

II. 

Grandezze  variabili.  Grandezze  dì  terzo  genere. 

332,  Le  considerazioni  che  ora  faremo  valgono,  quando  non 
ma  detto  il  contrario,  per  le  grandezze  di  primo  e  di  secondo 
genere.  Per  queste,  s'intenderanno  sostituiti  ai  segni  r>,  ~,  •';: 
rispettivamente  i  segni  ^,  ^^,  <■. 

Teor.  —  Date  due  ffrandesse  di  primo  genere  disuguali, 
si  jmò  sempre  trovare  unti  multipla  delia  minore  ohe  xiti 
maggiore  dell'altra,  e  una  xnmmultipla  deliri  maggiore  che 
sia  minore  dell'altra. 

Per  i  segmenti  lo  abbiamo  ammesso  col  postulato  d'Archi- 
mede (§  107).  Per  le  strisele  il  teorema  è  vero,  poiché  è  am- 
messo vero  per  i  segmenti  clie  son  distanze  dei  lati  :  giacché 
(flg.  226)  date  le  strisele  » 

e  j3    le  cui  larghezze  sono  ■'' 

AB  e  A'B';  se  c'è  un  seg-       r ^. 

mento  multiplo  di  AB  mag-       |  | 


giore  di  A'B',  c'è  una  stri-  M      j~     j  j^        ■^' 

stia  multipla  di. a  e  mag-  "' 

giore  di  ^.  Sarà  dimostrato  per  tutte  le  altre  grandezze  finora 
considerate  da  noi,  quando  lo  avremo  dimostrato  per  gli  angoli. 
Sia  ABC  >  A'B'C  (flg.  227)  e  stipponianio  dapprima  che  sia 
ABU  (e  a  fortiori  A'B'C)  un  angolo  acuto.  Facendo  coincidere 
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mojio  che  coincidano  i  vertici  degli  angoli  e 
:sa  banda  rispetto  al  lato  comune  gli  altri  due 
lati;  questi  non  coincide- 
ranno, ma  il  lato  dell'an- 
golo minore  sarà  interno 
all'angolo  maggiore,  e  sia 
BB".  Si  cosli'uisca  AC 
perpendicolareallatoAB, 
la  quale  incontra  BC  in 
un  punto  C  (e  lo  incon- 
tra certamente  perchè  la 
somma  CBA  +  BAU  è 
minore  di  due  retti),  e  in- 
contri BB"  in  un  pnnto  E. 
AE.  Uno  dei  segmenti  AF,  AG . , , 
multipli_di  AE,  sarà  (Post.  d'Ai-chìmede)  maniere  di  ^;  sia 
per  es.  AG,  multiplo  secondo  il  numero  n,  sicché  G  sia  esterno 
all'angolo  ABC.  E  ABG  >  SBC- 

Ma  l'angolo  ABG  è  minore  di  «  volte  l'angolo  A'B'C.  In- 
fatti, preso  EB"  =  ÈB,  sono  eguali  i  triangoli  ABE  e  EB"P 
ed  è_A,BE=^  EB'T';  ma  nel  triangolo  BFB"  (perché  è  FB"  ^ 
==  BA  e  BF  >  fW')  è  FB'^E  >  ^BF;  quindi  è  aSÈ  >  ÉBF. 
Similmente  si  dimostra  essere  EBP  >  FBG,  e  cosi  via,  ne  de- 
duciamo dunque  essere  SSg  <  n  ABE  ossia  ABG"  <  n  A^B^'J 
ma  se  è  Àb5  <  ABG  ò,  a  più  forte  ragione  ABC  <  n  A''B'(r; 
cosicché  abbiamo  trovato  un  multiplo  di  AÌ?C'  maj^iore  di  ABC- 

E  si  può  trovare  un  sum- 
multiplo  di  ABC  minore  di 
A'B'C  ;  infatti  se  A'BG  mul- 
tiplo secondo  il  numero  n  di  , 
À3^'  è  maggiore  di  ABC,  si 
prenda  di  ABC  il  summulti- 
plo  secondo  il  numero  n  ; 
esso  sai'à  minore  di  A'B'C. 

Se  poi  l'angolo  madore  ABC  < 
Io  si  divide  (per  es.  per  mezzo  della  bisetti'ice)  in  due  a 
acuti  a  e  p  in  modo  che  sia  a  -|-  /S  ^  XBC  ;  e  pure  si  divide  in 
due  angoli  acuti  a',  p'  l'angolo  minore,  in  modo  che  sia  «'  + 


1  angolo  ottuso  ( 


228) 
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+  9/  ~2^  A'B'G.  Allora  col  teor.  preoed.,  se  »it   ù  il  uiulUiilu 
di  a'  tale  che  ma'  >  a  e  rtjS'  è  il  multiplo  di  /3'  tale  che  n^'  > 
>^  ed  è,  per  esempio  »i  ^  «;  si  ha: 
m  «'  >  a 

e  pereiii  m  (sì'  +  ^')  >  i  +  |3  ossia 

wi  .  A'B'C  >  ABC,  come  sì    voleva. 

Si  estende  il  teorema  anche  ^li  angoli  ìmpropi'i. 

333.  Teor.  —  Tiate  due  grandesse  di  secondo  genere  non 
equivalenti,  si  può  sempre  trovare  ttn  muìtiplo  della  suma- 
lente,  che  sia  prevalente  all'altra,  e  un  siDirmnltiplc  della 
preealente,  che  sia  sìwoalente  all'altra. 

Le  grandezze  di  secondo  genere  da  noi  considerate  sono  i  poli- 
soni.  Ora  due  poligoni  si  posaon  sempre  trasformare  in  triangoli 
che  abbiano  la  stessa  altezza;  e  di  questi  è  prevalente  quello 
che  ha  ma^ior  base.  E  siccome  è  sempre  possibile  trovare 
un  segmento  multiplo  della  base  del  suvvalente,  che  sia  mag- 
giore della  base  dell'altro,  è  sempre  possibile  trovare  un  trian- 
^lo  multiplo  del  primo  poligono  che  sia  prevalente  al  secondo. 

IÌ34.  Def.  —  Si  chiama  grandezza  variabile  un  gruppo  di 
enti  omogenei,  che  pur  sodisfacendo  a  tutte  le  condizioni,  cui 
)iono  sottoposte,  non  sono  tutti  ^uali  o  equivalenti,  l'osi  se  si 
considerano  i  sementi  di  cui  sia  fissata  la  retta  e  un  estremo, 
ci  sono  innumerevoli  segmenti  che  sono  su  quella  retta  e  hanno 
quell'estremo  e  non  sono  tutti  eguali.  Cosi  pure,  se  si  consi- 
derano i  triangoli  di  cui  è  fissata  la  base,  il  triangolo  non  è 
individuato,  e  ci  sono  innumerevoli  ti'iangoli  che  hanno  quella 
base,  e  fissatone  uno,  ce  ne  sono  altri  prevalenti  e  suvvaJenti. 

Per  spiegare  questo  fatto  in  poche  parole,  nel  primo  caso, 
invece  di  dire; 

Ci  sono  innumerevoli  segmenti  disuguali  che  sodisfano  alle 
condizioni  date  e  fra  gli  altri  per  es. 
(fig.  229)  ci  sono  segmenti  Ali,  AB',  Ji  ^       5     h ■    V" 


AB",  ecc.  diremo:  /"^C  ''V 

«  C'è   un   segmento   variabile  che 
sodisfa   alle  condizioni  date,  e  fra  gli  altri  assume  gli  stati 
AB,  aF,  ÀB^». 

E  nel  secondo  caso  diremo: 

«  C'è  un  triangolo  variabile  che  sodisfa  alla  condizione  data 
e  fra  gU  altri  assume  gli  stati  ABC,  ABC,  ABC" ...  ». 

rj;,-.^M>,Goi)^le 
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Diremo  invece  grandezza  costante  un  gruppo  di  enti  tutti 
eguali  o  equivalenti.  Cosi  un  triangolo  di  cui  sia  fissata  la  base 
e  l'altezza;  un  arco  di  un  dato  circolo,  che  sia  sotteso  da  una 
corda  eguale  a  un  segmento  dato. 

Chiameremo  crescente  o  decrescente  una  ^crandezza  varia- 
bile, a  seconda  che  ogni  stato  che  acquista  è  maggiore  o  mi- 
nore di  tutti  i  precedenti.  Se  gli  stati  che  la  grandezza  assume 
sono  innumerevoli,  diremo  che  essa  ò  indefinitamente  cre- 
scente o  decrescente. 

È  evidente: 

Una  grandezza  variabile  indefinilamenie  crescenti^  non 
ha  M«o  stato  massimo,  e  una  indefinitamente  decrescente 
non  ha  stato  minimo. 

Cosi  dato  il  segmento  AB  (fìg.  :;30)  e   il  punto    C  interno 
^        ,  ..    ad  esso,  se  ('  sì  muove  verso  B,  il  seg- 

~j_  ^      J     mento  AB  è  crescente  il  segmento  H<' 

Tiy23ù  è  decrescente. 

335.  Teor.  —  Se  gii  stati  successivi 
in  numero  indefinito  di  una  grandezza  variabile  sono  ognuno 
la  metà  o  minore  della  metà  del  precedente,  da  un  certo 
stato  in  poi,  tutti  gli  stati  di  qìiella  grandezza  sono  minori 
di  una  qiialnnqtie  grandezza  data  omogenea. 

Se  ogni  stato  della  grandezza  V  è  meta  del  precedente,  vuol 
dire  che  preso  uno  stato  v  di  tale  grandezza  V,  tutti  i  seguenti 
sono  suoi  summultipli  secondo  i  numeri  2, 2*,  2',  2*, .  .  .  Ora 
pei  teoremi  del  ^  :ì:ì2  fra  i  sunimnltipli  dello  stato  conside- 
rato ve  n'é  uno,  e  con  esso  tutti  i  seguenti ,  che  è  minore 
d'una  gran  de  z?a  data  qualunque  T'.  Sia,  per  esempio,  il  suni- 

multiplo  secondo  il  numero  m,  cioè  si  abbia  ~  ?■  <  U.  Allora  lo 

stato  di   V  che  è  summultiplo  dello  stato  considerato  secondo 

il  numero  2"  >  m,  cioó  .^  v,  è  minore  di—  v,  o  a  più  forte 

ragione  di  U. 

Se  poi  ogni  stato  della  grandezza  ì'  è  minore  della  metà 
del  precedente,  vuol  dire  che  il  teorema  è  vero  a  fm-iiori. 

33f).  Def.  —  Se  una  grandezza  variabile  V  indefinitamente 
crescente  assume  stati  sempre  minori  di  una  grandezza  costante 
L  ed  è  tale  che  la  differenza  I, — V  jxMsa  diventare  minore  di 
qualunque  grandezza  K  ,  assegnata  piccola  a  piacere ,  diremo 
che  L  e  il  limite  sii]jcrìoi-e  di  V. 

8e   una  grandezza  vai'iubilp  \  iti  de  Unitamente  decrescente 
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assume  stati  sempre  maggiori  di  una  grandezza  costante  I.  ed 
e  tale  che  la  diffei>enza  V — L  possa  diventare  minore  di  qua- 
lunque' grandezza  K  assegnala  piccola  a  piacere,  diremo  che 
L  è  il  limite  inferiore  di  V. 

Cosi  se  è  dato  un  segmentti  Alt  (fig.  231)  e  C  ne  è  il  punto 
medio,  C  il  punto  medio  di  CB,  (!"  il  punto  medio  di  CB, 
C"  il  punto  medio  di  C"ii ,  ecc. ,  si  hanno  i  segmenti  AC , 
AC ,  AC",  AC"  ....  che  possono  considerarsi  come  stati  di  un 
segmento  variabile  AC,  che  è  sempre  minore  del  segmento 
costante  AB;  e  per  quanto  il  segmento  variabile  non  possa 
diventare  mai  eguale  al  segmento  costante ,  pure  la  dif-  ■ 
ferejwa  AB-A(;  può  diventare  minore  di  qualunque  segmento 
arbitrariamente  piccolo  K  (S  '-iS'y}.  Dunque  il  segmento  costante 
è  limite  superiore  del  segmento  variabile. 

Similmente  dato  un  segmento  costante  AB  (fig.  232),  e  un 


A  C      C  C  B       A  il  c  e-    e 

Ti^  ZSJ  /:y  232 

punto  C  esterno  sulla  sua  retta,  se  C  è  il  punto  medio  dì  CB 
C"  il  punto  medio  di  BC,  ecc.  si  hanno  i  segmenti  AC,  AC" 
AC" .  . .  che  possono  considei-arsi  come  stati  di  un  segmento 
variabile  AC,  che  è  sempre  maggiore  del  segmento  AB;  e  per 
quanto  il  semento  variabile  non  po-sa  diventare  mai  eguale 
al  segmento  costante,  la  differenza  AC — AB  può  diventare  mi- 
nore di  qualsiasi  segmento  arbitrariamente  piccolo  K  ^  335). 
Dunque  AB  è  il  limite  inferiore  del  segmento  variabile. 

337,  Def,  —  Due  grandezze  variabili  si  dicono  dipendenti, 
se  uno  stato  dell'  una  detei'niina  uno  o  più  stati  dell'altra. 
Cosi  ogni  stato  di  un  arco  variabile  di  un  cireoto  determina 
UDO  stato  di  una  corda  variabile;  mentre  ogni  stato  di  una 
corda  variabile  in  un  circolo  deterinina  due  stati  di  un  arco. 
Se  ad  ogni  stato  di  una  grandezza  variabile  corrisponde  uno 
stato  e  uno  solo  di  un'altra  gi-andezza  variabile,  le  due  va^ 
riabili  si  dicono  in  corrispondenza  univoca. 

Di  due  grandezze  variabili  in  corrispondenza  univoca,  una 
si  dice  maqffioì-e,  uguale  o  ìninore  dell'altra,  se  ogni  stato 
della  prima  è-  maggiore,  eguale  o  minore  dello  stato  cnrri- 
apondente  dell'altra. 
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338.  Tftor.  —  Se  due  ffrandesze  oariaòili  U  e  V  omogenee 
in  corrispondenza  univoca  sono  tali  che  ciascitno  stato  della 
prima  sia  maggiore  di  ciascuno  stato  della  seconda,  e  la 

differenza  fra  gli  stati  della  prima  e  i  corrispondenti  stati 
della  seconda  possa  diventare  minore  di  quahmquc  gran- 
dezza assegnabile,  allora: 

1."  Se  fra  gli  stati  di  U  ne  esiste  uno  minore  di  tutti 
gli  altri,  questo  è  limite  superiore  di  V. 

2."  Se  invece  fra  gli  stati  di  V  ne  esiste  uno  maggiore 
di  tutti  gli  altri,  questo  è  limite  inferiore  di  U. 

3."  Non  può  darsi  che  ci  sia  nello  stesso  tempo  uno 
.  stato  minimo  della  prima  grandezza  e  uno  stato  massimo 
della  seconda. 

\.°  Siano  u„ u^u^ .  . .  Un ■  ■  -  gli  stati  della  prima  gran- 
dezza, e  o„  0;,  1)3  .  .  .  t;„  .  . .  .  gli  Btati  corrispondenti  della 
seconda.  Sia  up  lo  stato  della  U  minore  di  tutti  gli  altri.  Sic- 
come tutti  gli  atati  della  U  sono  ma^iori  di  tutti  gli  stati 
della  V,  si  ha,  per  qualunque  altra  coppia  ««,  Vn  di  stati  cor- 
rispondenti: 

r„  <  Mp  <  «„ 
Sicché  la  dilfereiiza  iip  -  vn  è  minore  della  differenza  u„  -  w„  ; 
ma  questa,  pei'  dato  del  teorema,  può  diventare  minore  d'ogni 
;i;rand6zza  assegnabile,  dunque  anche  la  differenza  up  -  v„  può 
diventare  minore  di  (^ni  grandezza  assegnabile;  ed  Up  è  quindi 
il  limite  superiore  di  V  (§  336). 

2."  Sia  invece  r,,  lo  stato  della  V  maggiore  di  tutti  gli 
altri.  Sarà,  qualunque  sia  la  coppia  u„_  tn' 

Vn<Vp<  »(,,  , 

Sicché  la  differenza  ■><„  -vp  è  minore  della  differenza  u„  -  v„  , 
e  perciò  la  differenza  u„-vp  può  diventare  minore  di  qua^ 
lunque  grandezza  assegnabile  ed  è  vp  limite  inferiore  di  U. 
3."  Non  può  esserci  nello  stesso  tempo  uno  stato  minimo 
per  la  U  e  uno  stato  massimo  per  la  V;  perchè  se  ciò  fosse 
possibile,  e  fossero  up  e  tp-  questi  stati  si  avrebbe  per  qua- 
lunque altra  coppia  u„_  v„  di  stati  corrispondenti; 

i.«<V<%<«" 
e  perciò  la  differenza  «<«  -  v„  fra  due  stati  corrispondenti  delle 
due  gi'aiidezze  U  e  V  sarebbe  maggiore  della  differenza  Up  - 
Vp-  e  non  potrebbe,  contro  l'ipotesi  del  teorema,  tale  diffei-enza 
diventar  minore  di  qualunque  grandezza  assegnabile. 

339.  Se  la  gi'andezza  U  e  indefinitamente  decrescente  e  la 
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V  ìadeflnitamente  creecente,  allora  la  U  non  ba  stato  minimo 
uè  la  V  stato  masaimo;  e  se  eaist*  una  grandezza,  minore  di 
tutti  gli  atati  della  U  e  insieme  ma^iore  di  tutti  gli  stati 
della  V,  questa  grandezza  non  può  essere  uno  stato  né  della 
U,  né  della  V. 

E  dimostreremo  adesso: 

1."  Date  due  grandezze  U  e  V  la  prima  indefinita- 
mente crescente,  la  seconda  indefinitamente  decrescente, 
tali  che  sieno  univocamente  dipermenti  e  che  la  differenza 
fra  gli  stati  corrispondenti  possa  divenire  minore  di  qua- 
lunque grandezza  assegnabile,  se  esiste  una  grandezza  co- 
stante L  minore  di  tutti  gli  stati  della  U  e  maggiore  di 
tutti  gli  stati  della  V,  essa  é  limite  comune  alle  due  gran- 
dezze; ed  è  per  U  limite  inferiore  e  limite  superiore  pei-  V. 

Invero,  per  l'ipotesi  fatta  è  insieme  : 

M  —  L  <  H„  -  Wn 
h  —  Vn<Vn-V,v 

E  siccome  la  differenza  tt»  -  Vn  può  diventare  minore  -  di 
qualunque  grandezza  assegnabile,  e  provato  che  anche  le  dif- 
ferenze Un  -L,  L-  Vn  posson  diventare  ciascuna  minore  di 
qualunque  grandezza  assegnabile,  ed  ò  perciò  L  limite  comune 
delle  grandezze  U  e  V. 

2°  Tale  grandezza,  se  esiste,  è  unica  (1). 

Infatti,  se  ci  fossero  due  grandezze  diseguali  L  e  L'  ambedue 
limiti  inferiori  di  una  grandezza  U  e  superiori  di  un'altra  \' 
(intendendosi  che  L'  e  V  sodistìno  alle  condizioni  stabilite)  e 
supponendo  che  sia,  p.  es.  L'<L,  si  avrebbe: 

r„<L'<L<«„: 
e  perciò  la  differenza  fra  due  valori  eorrisiiondenti  «„  e  vn  delle 
due  grandezze  dovrebbe  essere  mi^giore  della  differenza  co- 
stante L-L',  il  che  è  contro  l'ipotesi  del  teorema. 

340.  Def.  —  Se  due  grandezze  variabili  omogenee  univoca- 
mente dipendenti,  la  prima  in  definitamente  decrescente  l'altra 
indefinitamente  crescente,  sono  tali  che  ciascuno  stato  della 
prima  sia  ma^iore  di  ciascuno  stato  della  seconda,  e  la  dif- 
ferenza fra  gli  stati  corrispondenti  possa  diventare  minore  di 
qualunque  grandezza  assegnabile,  le  diremo  grandezze  varia- 
bili convergenti. 

Ud  esempio  di  tali  grandezze  lo  abbiamo,  se  consideriamo 
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contemporaneamente  i  due  segmenti  variabili  delle  flg.  231, 
232  (supponendo  che  il  segmento  AB  sia  eguale  nelle  due  fi- 
gure) e  facciamo,  per  esempio  corrispondere  gli  stati  AC,  AC", 
AC'".,,  del  primo  agli  stati  AC,  AC",AC"'  dell'altro. 

341.  Post,  di  Dedekind.  —  Ammetteremo  che  :  Date  due 
grandezze  variabili  U e  V  ('(/>  V)  convergenti,  esiste  sem- 
pre una  grandezza  eostante  L  che  non  é  stato  della  U  né 
della  V,  e  che  è  limite  coinunc  alle  due  grandezze  (inferiore 
per  U  e  superiore  per  V). 

Basterà  dunque  aver  provato  l' esistenza  di  due  grandezze 
variabili  convellenti  per  ritenere  senz'altro  l'esìstenzadi  un  ente 
geometrico,  limite  comune  di  queste  due  grandezze  variabili. 
Quando  questi  enti  geometrici,  limiti  comuni  di  due  grandezze 
vai'ìabili  convergenti,  non  siano  di  quelli  pei  quali  abbiamo  già 
definiti  i  concetti  di  eguaglianza  {o  equivalenza),  di  somma  e 
di  differenza,  daremo  questi  concetti  in  base  alla  loro  qualità 
di  limiti.  E  allora  li  diremo  grandezze  di  terso  genere. 

342.  Ammetteremo: 

1."  Che  siano  eguali  (equivalenti)  limiti  di  grandezze  eguali 
(equivalenti). 

2.f  Se  le  grandezze  omogenee  L,  L'  -sono  rispettivamente 
limiti  delle  coppie  di  grandezze  convergenti  U  e  V  (U>  V); 
U'  e  V  (U'  >  V),  si  facciano  corrispondere  {^li  stati  decre- 
scenti delle  grandezze  U  e  U'  e  si  indichi  con  U  +  U',  la  gran- 
dezza variabile  i  cut  stati  sono  le  somme  degli  stati  corri- 
spondenti delle  due  grandezze  U  e  I!'. 

Anal(^amente  si  facciano  corrispondere  gli  stati  crescenti 
delle  gi'andezze  V  e  V  e  si  indichi  con  V  +  V  la  grandezza 
variabile  i  cui  stati  sono  le  somme  degli  stati  corrispondenti 
delle  due  grandezze  V  e  V. 

Considerando  ora  le  due  grandezze  U  -t-  ti'  e  V  4-  V  si 
può  dimostrare  facilmente  che  si  possono  far  corrispondere  uni- 
vocamente: che  la  prima  è  decrescente,  la  seconda  è  crescente: 
che  ogni  stato  della  prima  è  ms^iore  dello  stato  corrispon- 
dente della  secondai  che  la  difierenza  fra  gli  stati  corrispondenti 
può  ridursi  minore  d'ogni  grandezza  assegnabile.  Pel  Postu- 
lato di  Dedekind  esiste  dunque  no  limite  comune  /  che  diremo 
somma  delle  due  grandezze  L  ed  L', 

Indicheremo  ciò  scrivendo:  /~=L  +  L'. 

Questa  definizione  si  estende  facilmente  a  un  numero  quar 
tunque  di  grandezze. 

Si  può  anche  definire  la  somma   di  una  grandezza   data  A 
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e  di  un'altra  grandezza  omc^neaL,  la  quale  sia  limite  della 
coppia  di  grandezze  convergenti  U  e  V. 

Ohiameremo  somiiia  di  A  e  L  e  l'indicheremo  con  A  -|-  L  il 
limite  delle  due  grandezze  variabili. 


A  +",,  A  4-  «■,  A  +  «a A  +  ì 

A  +  r, ,  A  f-  7-; ,  A  +  r.,  .  .  .  .  A. -^  v 


(dove  M,  «2  «3  , . . .  /(„. . .  e  i-|,  j-j,  )'3 . . .  e» . . .  sono  gli  stati 
delle  due  grandezze  U  e  \),  che  facilmente  si  prova  essere 
convérgeuti. 

34U.  Def,  —  Se  una  grandezza  /  è  somma  di  più  altre  L, 
L',  L",  ecc.,  diremo  che  è  maggiore  di  ciascuna  di  esse,  e  ognuna 
di  queste  è  minori'  di  l. 

Se  una  grandezza  /  è  somma  di  due  grandezze  L  e  L' ,  di- 
remo che  ognuna  di  queste  è  fìifferen^a  di  /  e  dell'altra. 

'S4t.  Si  potrebbe  dimostrare ,  ma  noi  ci  contenteremo  di 
ammettere  che,  per  la  somma  e  differenza  di  grandezze  limiti, 
esistono  le  proprietà  dimostrate  per  la  somma  o  differenza  di 
grandezze  di  1."  e  di  'Z."  genere.  Ne  viene  di  conseguenza  che 
le  proprietà  dimostrate  per  le  grandezze  multiple  e  summul- 
tiple  di  grandezze  di  primo  o  secondo  genere ,  si  intendono 
estese  anche  a  queste  gran<lezze,  compreso  il  teorema  del  par 
ragrafo  332. 

345.  Lemma.  —  !.<>  Offni  poìigono' inscritto  in  ntt  circolo 
é  sìwoalente  di  ogni  poligono  circoscritto  dello  stesso  circolo. 

346.  Lemma.  —  2.**  Dnto  un  poligono  inscritto  in  un  cir- 
colo, ogni  poligono  inscritto  che  ha  per  vertici ,  insieme 
con  altri,  tutti  i  vertici  del  poligono  dato,  .' 

è  prevalente  fi  questo. 

Se  ABCD  (%.  233)  ò  il  poligono  dato, 
e  ABCDE  il  nuovo  poligono,  è  evidente 
che  è  ABCDE  -  ABCD  +  ADE;  e  quindi  2 
ABCDE  è  prevalente  ad  ABCD. 

347.  Cor.  —  1."  Se  di  vn  poligono  re- 
golare inscritto  si  raddoppia  il  ninnerò 
dei  lati,  il  nuovo  poligono  regolare  in- 
scritto é  prevalente  al  primo.  .      J^y  233 

2."  Fra  tutti  gl'innumerevoli  poli- 
goni inscritti,  dei  quali  il  numero  dei  lati  va  raddoppiando, 
non  ce  n'é  uno  prevalente  a  tutti  gli  altri. 

348.  Lemma.  —  3."  Dato  un  poligono  circoscritto  ad  un 
circolo,  ogni  altro  jioligono    circoscrìtto    che  ha  per  rette 
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dei  suoi  Ititi,  insieme  con  nltre,    little  le    rei/''  tiri  lati  del 
poligono  dato,  é  suwaìente  a  questo. 

Infatti,  ogni  retta  MN  del  nuovo  poligono  (flg.  234)  separa 
dal  poligono  ABC  una  parte  BMN;,necessamnient«  il  nuovo 
poligonoèsuvvalentedi  quello 
dato  (§  286). 

349.  Cor.  —  1.0  N"  di  un 
poligono  regolare  circoscrit- 
to si  raddoppia  il  numero 
dei  tati,  il  nuovo  poligono 
regolare  circoscritto  è  sìiv- 
valente  alprimo. 

2.0  Fra  tuttì  gl'innmno- 

reroli  poligoni  circoscritti. 

dei  quali  il  nuntero  dei  lati 

>,  non  ce  n'é  uno  suwaìente  a  tuttigli  altri. 

350.  Se  dunque  consideriamo  i  poligoni  regolari  circoscritti 
al  circolo,  dei  quali  il  numero  dei  lati  va  raddoppiando,  come 
stati  di  una  ^andezza  variabile,  e  i  poligoni  regolari  inscritti 
nello  stesso  circolo  dei  quali  il  numero  dei  lati  va  raddop- 
piando, come  stati  di  un'altra  grandezza  variabile ,  vediamo 
intanto  che,  facendo  corrispondere  i  poligoni  d'egua!  numero 
di  lati,  le  due  grandezze  sono  dipendenti  ;  perchè  dato  uno 
stato  di  una  è  fissato  il  corrispondente  stato  dell'alti'a;  e  hi 
corrispondenza  è  univoca. 

Di  più  ogni  stato  della  pi'ima   grandezza  è  maggiore  (pre- 
valente) di  tutti  gli    stati  della  seconda  ; 
stato  della  prima  grandezza  che  sìa 
minore  di  tutti  gli  altri,  né  nessuno  <■ 
stato  della  seconda  che  sia  maggiore 
di  tutti  gli  altri. 

351.  Teor.  —  tie  due  poligoni 
■   regolari  d'egual  numero  di  lati, 

uno  inscritta  e  l'altro  circoscritto 
a  uno  stesso  circolo,  variano  colla 
legge  che  il  numero  dei  loro  lati 
successivamente  e  indefinitamenti' 
raddoppi,  la  loro  differenza  può 
diventare  minore  {suwaìente)  di 
qualunque  grandezza  assegnabile. 

Supponiamo  che  due  stati  corrispondenti  dei  due  poligoni 
U  e  V,  questo  inscritto,  l'altro  circoscritto  ad  un  circolo  di 
centro  0,  sieno,  per  es.,  due  triangoli  eiiuilateri.  Possiamo  sup- 
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porli  disposti  in  modo  che  i  lati  del  triangolo  circoscritto  siano 
tangenti  al  circolo  nei  vertici  del  triangolo  inscritto.  Se  AB 
(1^.  235)  è  un  lato  di  V  e  CD  un  lato  di  TJ,  e  H  il  punto  co- 
mune alle  rette  AB  e  01),  si  ha  evidentemente  che  la  diffe- 
renza fra  i  due  triangoli  ò  tre  volte  il  triangolo  ABD  ossia 
sei  volte  il  triangolo  AHD.  Similmente,  essendo  AG  il  lato  del- 
l'esagono regolare  inscritto  ed  EF  il  lato  dell'esagono  rego- 
lare circoscritto  si  vede  che  la  differenza  fra  ì  due  esa^ni 
è  sei  volte  il  triangolo  AEG. 

Sappiamo  che  è  AE  =  EG;  ma  nel  triangolo  rettangolo 
EGP,  è  ÈG<ÈD;  quindi  è  AE  <  ED.  Ora,  di  due  triangoli 
che  hanno  eguale  altezza,  è  suvvalente  quello  che  ha  minor 
base  ;  quindi  è  AEG  <■  GED,  ossia  è  AEG  minore  della  metà 
di  AGD,  e  a  più  forte  ragione,  è  AEG  minore  della  metà 
di  AHB. 

Ma  la  difleranza  fra  gli  esagoni  e  la  differenza  fra  i  trian- 
goli, sono  equimultiple  di  AEG  e  di  AHD,  quindi  la  prima  è 
minoi'e  della  metà  della  seconda.    ' 

Analogamente  si  dimostra  che  la  differenza  fra  due  dode- 
cagoni regolari,  uno  circoscritto  e  l'altro  inscritto  allo  stesso 
circolo,  è  minore  della  metà  della  differenza  fra  gli  esagoni, 
e  così  di  seguito.  Quindi,  se  i  poligoni  regolari  inscritti  e  cir- 
coscritti ad  un  circolo,  dei  quali  il  numero  dei  Iati  va  suc- 
cessivamente e  indefìnitivamente  raddoppiando,  ai  considerano 
come  stati  di  due  grandezze  TJ  e  V,  vediamo  che  la  differenza 
fra  due  stati  corrispondenti  di  tali  grandezze  è  minore  della 
metà  della  differenza  fra  gli  stati  precedenti;  e  pel  §  335, 
tale  differenza  può  diventare  minore  di  qualunque  grandezza 
ass^n^abile. 

352.  Teor.  —  La  superficie  di  un  circolo  è  limite  dei  po- 
ligoni regolari  inscritti  e  circoscritti,  che  hanno  egual  nu- 
mero di  iati  e  variano  raddoppiando  questo  numero. 

Abbiamo  veduto  che  tali  poligoni  sono  gli  stati  di  due  gran- 
dezze variabili;  che  tali  grandezze  sodisfano  a  tutte  le  con- 
dizioni volute,  perchè  esista  una  grandezza  loro  limite  comune; 
di  più  la  supeMcie  del  circolo  è  una  grandezza  costante  che 
non  è  stato  né  dell'una,  né  dell'altra  grandezza,  ma  è  minore 
di  tutti  gli  stati  della  maggiore,  e  maggiore  di  tutti  gli_8tati 
delia  minore  ;  è  dunque  f§  341)  il  loro  limite  comune. 

353.  Teor,  —  .Esiste  sempre  un  triangolo  equivalente  alla 
superficie  di  un  circolo. 
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Sì  costruisca  un  triangolo  equivalente  a  un  poligono  rego- 
lare drcoscritto  e  che  abbia  l'altezza  eguale  al  suo  apotema 
che  è  il  ra^io  del  circolo.  E  sia  ABC  (fig.  23fi)-  Prendiamo 
poi  sulla  base  BC  un  segmento  BD ,  in  modo  ohe  il  tvian- 
golo  ABD  sia  equivalente  al  poligono  regolare  inscritto,  dello 
stesso  numero  di  lati.  E  necessariamente  BD  <  BC. 

Raddoppiando  successivamente  e  indefinitamente  il. numero 
dei  lati  dei  poligoni ,  il  triangolo  ABC  andrà  continuamente 
decrescendo,  mentre  il  triangolo  ABD  va  crescendo;  e  poi- 
ché ne  conserviamo  costante  l'altazza,  vuol  dire  che  varia  il 
segmento  BC,  base  del  primo ,  e  varia  il  segmento  BD,  base 
del  secondo. 
Inoltre  i  due  segmenti  assunienmno  stati  la  cui  diUerenza 
può  diventare  minore 
d'ogni  grandezza  asse- 
gnabile, perchè  se  ciò 
non  fosse,  e  la  difie— 
renza  fra  gii  stati  di 
questi  segmenti  rima— 


certo  segmento  Py,  la 
differenza  fra  i  due  triangoli  {e  perciò  dei  due  poligoni)  rimar- 
rebbe maggiore  del  triangolo  che  ha  per  base  PQ  e  per  altezza 
il  ra^o  del  circolo.  In  conclusione,  quei  due  segmenti  sono 
due  grandezze  variabili  convellenti  ed  esisterà  un  segmento 
BE  (Postulato  di  Dedekind)  limite  comune  delle  due  grandezze. 

Allora  il  triangolo  BEA  costante ,  maggiore  di  tutti  gli 
stati  del  triangolo  BAD,  minore  di  tutti  gli  stati  del  trian- 
golo BAC,  senza  essere  stato  di  nessuno  dei  due,  è  limite  co- 
mune dei  due  triangoli  vaiìabili.  Ma  il  circolo  è  limite  co- 
mune dei  poligoni  variabili,  i  quali  assumono  stati  equivalenti 
a  quelli  dei  triangoli:  quindi  il  circolo  e  il  triangolo  BAE 
sono  equivalenti  (§  342  ì."). 

354.  Cor.  —  Il  segmento  BC,  base  del  triangolo  ABC  equi- 
valente a  un  poligono  circoscritto,  è  uguale  al  perimetro  di 
questo  poligono ,  poiché  1'  altezza  corrispondente  è  uguale  al 
sua  apotema  (§  308,  2,'0- 

II  segmento  BD,  base  del  triangolo  equivalente  al  poligono 
inscritto,  è  minore  del  perimetro  di  questo  poligono ,  poiché 
l'altezza  corrispondente  è  minore  del  suo  apotema. 

Se  prendiamo  su  BC  il  segmento  EH  eguale  a  questo  pe- 

D,™-,7Pril>,G0l)'^le 


SRANDBeZE  III  TERZO  OENKRE.  175 

rimetro,  deve  eaaefe  BH<BC  (§  309)  e  poiché  è  BH>Bn 
è   evidente    che    è  BC  —  BH<BC— BD:   ma    la    diiferenza 

BC  —  BD  può  diventare  minore  di  ogni  segmento  assegna- 
bile (Teorema  prec),  quindi  anche  la  differenza  BC — BH  fra 
ilue  stati  corrispondenti  dei  segmenti  BO  e  BH  può  divenire 
minore  d'ogni  segmento  assegnabile;  di  più  ogni  stato  di  BC 
è  maniere  d'ogni  stato  di  BH.  I  segmenti  variabili  BC  e  BH 
sono  dunque  grandezze  convergenti,  e  c'è  un  segmento  costante 
che  è  loro  limite  comune  (.§  341),  E  poiché  BE  è  limite  in- 
feriore di  BC  deve  essere  esso  il  limite  superiore  di  BH. 

Dunque  il  segmento  BE  è  il  segmento  limite  comune  di  due   - 
^gmenti  variabili,  eguali  ai  perimetri  dei  poligoni  regolari  in- 
scritti e  circoscritti,  dei  quali  il  numero  dei  lati  va  successiva- 
mente o  indefinitamente  raddoppiando. 

Ma  se  si  osserva  che  raddoppiando  il  numei'o  dei  lati  dei 
poligoni,  aumenta  il  numero  dei  loro  punti  comuni  col  circolo, 
6  naturale  che  si  definisca  che  :  Il  limite  dei  perimetri  dei 
poligoni,  sopra  considerato,  f*  il  circolo.  E  ].erciò  pel  §  342,  1." 
potremo  dire: 

Esiste  un  segmento  rettilineo  equivalente  al  circolo. 

355.  Cor.  —  La  superfìcie  del  circolo  è  equivalente  a  un 
triangolo  che  ha  pfr  base  il  circolo  r  per  altezza  corrispon- 
dente il  raggio, 

356.  Potremo  ora  intendere  per  somma  di  circoli,  la  somma 
dei  segmenti  eguali  ad  essi,  e  per  somma  della  loro  super- 
fide,  la  somma  delle  superficie  di  triangoli  ad  esse  equiva- 
lenti. 

Tutte  le  considerazioni  precedenti  le  quali  ci  hanno  con- 
dotti a  considerare  il  circolo  come  il  limite  dei  perimetri  dei 
poligoni  r^olari  inscritti  e  cipcoseritti ,  dei  quali  il  numero 
dei  lati  va  successivamente  e  indefinitamente  raddoppiando, 
possono  ripeterei  per  le  linee  poligonali  regolari  inscritte  e 
circoscritte  ad  un  arco  circolare,  le  quali  si  facciano  variare 
colla  medesima  leg^e:  avremo  cosi  che: 

1."  Un  arco  circolare  fi  limite  comvne  delle  linee  po- 
ligonali regolari  convesse  di  uno  stesso  numero  di  lati,  in- 
xcritte  e  circoscritte  all'arco,  e  variàbili  con  la  legge  che 
il  numero  dei  lati  vada  succcasiramentc  e  indefinitamente 
raddoppiando. 
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2."  Esiste  sempre  un  segmento  rettilineo  equivalente  ad 
tm  arco  circolare. 

357.  Ed  ecco  che  ora,  si  potranno  chiamare  uguali  o  di- 
suguali due  archi  di  circoli  disuguali  (mentre  finora  non  si  po- 
tevano confrontare  che  archi  di  circoli  uguali)  secondo  che 
sono  uguali  o  disuguali  i> segmenti  equivalenti  agii  archi  dati: 
e  cosi  per  somma  di  archi  di  circoli  disuguali  intenderemo  la 
somma  dei  loro  segmenti,  e«e. 

358.  Poiché  una  grandezza  limite  è  maggiore  di  tutti  gli 
stati  della  grandezza  variabile  minore,  sì  può  affermare: 

Un  ar<!0  circo/are  è  xempre  ninggiore  d'ogni  linea  spez- 
zata in  esso  inscritta. 
E  a  fortiori 
Ogni  arco  circolare  è  maggiore  delta  sua  corda. 

359.  Def.  —  Rettificare  un  arco  o  un  circolo  vuol  dire  co- 
struire il  segmento  eguale  all'arco  e  al  circolo. 

360.  Def.  —  Intenderemo  per  rettangolo  di  un  arco  o  di 
un  segmento  o  di  due  archi,  il  rettangolo  dei  segmenti  ad  essi 
eguali. 

361.  Simili  considerazioni  possono  farsi  per  le  superfìcie 
dei  settori  circolari;  e  si  ha  perciò  il  seguente  teorema  : 

La  superficie  d'un  settore  circolare  è  equivalente  ad  un 
triangolo  che  ha  per  base  il  suo  arco  rettificato  e  per  al- 
tezza corrispondente  il  raggio  del  suo  circolo. 
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362.  Le  proprietà  che  studieremo  adesso,  valgono  per  le 
grandezze  di  primo,  secondo  e  terzo  genere,  per  tutte  le  quali 
abbiamo  dimostrato  o  ammesso  proprietà  comuni,  come  l'esi- 
stenza della  somma,  della  differenza,  di  multipli  e  summultipli 
secondo  qualunque  numero,  ecc. 

Dalle  con»derazioni  che  seguono  escluderemo  le  grandezze 
nulle. 

363.  Def.  —  Diremo  che  una  grandezza  è  compi-esa  fra  al- 
tre due  omogenee  non  eguali,  quando  è  insieme  minore  della 
maggiore  e  maggiore  della  minore. 

364.  Lenmu.  —  Date  due  grandesse  omogenee  non  egunìi, 
eiitte  sempre  una  multipla  di  una  tersa  grandezza  omo- 
genea con  quelle  date,  che  sia  compresa  fra  due  equimuì- 
tiple  delle  pì-ime. 

Sieno  A  e  B  due  grandezze  omogenee  non  uguali ,  e  sia 
A  >  B  ;  e  si  abbia  una  terza  grandezza  C,  omogenea  con  esse  r 
dico  che  esiste  una  grandezza  multipla  di  C  compresa  tra  due 
equimultiple  di  A  e  di  B.  Si  ponga  A  ^  B  -j-  D.  Se  jh  A  ò  una 
qualunque  multipla  di  A,  si  avrà  m  A  i=  »;  tì  +  '''  D;  e  si  può 
sempre,  pel  Post.  d'Archimede,  sc^liere  ni  in  modo  che  sia 
>nD>C  (§§  107,  332). 

Sì  prenda  ora  il  minore  multiplo  di  (!  che  superi  )«■  B,  e 
sia  per  es.  p  C:  tale,  cioè,  che  sia  {p-\)  0  <  »n  B,  ma  p  ('  >  m  B. 
Dico  che  pi.)  è  la  multipla  richiesta,  compi-esa  cioè  fra  m  B  e 
!"  A.  Intanto  è,  per  ipotesi,  j>  O  jk  B  :  resta  da  pravare  che 
è  pC<»(A. 

Abbiamo  supposto  che  sia  (p-1)  C  <  m  B. 

Da  questo,  i^giugendo  C  al  due  membri,  si  deduce:  p<i-'. 
<inB-|-C  e,  a  pìiì  forte  ragione  pC<mB +  »?  Il,  ossia 
pC<mk. 

Ossia  abbiamo  trovato  un  multiplo  di  C  comjjreso  fra  due 
equimultiple  di  A  e  di  B. 

NisNBi.  —  Elum-nti  di  OcimelHa.  __      IV 
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365.  Del  —  Diremo  che  una  grandezza  p.ontiene  m  volte 
un'altra  grandezza,  quando  tt-ft  le  multiple  dì  questa  che  son 
minori  della  prima,  la  multipla  secondo  il  numero  m  e  la  mag- 
giore. CoM  diremo  che  A  contieue  4  volte  B,  se  è  A  ^  4  B,  e 
insieme  A<;5B.  Se  si  sapesse  solo  che  A>-4B,  jioti'emo 
soltanto  dire:  A  contiene  almeno  4  volte  B. 

Indicheremo  che  A  contiene  >ii  volte  B,  o  scrivendo: 


0  anche: 


B^  A-;(m  +  1)  B. 
A  =  w  B  +  1). 


dove  dev'essere  D  <  B. 

Se  è  A  <  B,  [lotendo  scrivere  0 .  B  <  A  <  1 .  B,  e  diremo 
che  A  contiene  B  sero  volte,  ossia  che  A  non  contiene  B, 

366.  Lfnnina.  —  Se  pik  grandessp  contengono  risprttiva- 
mcntc  io  stesso  numero  di  volte  altre  grandesec,  la  somma 
delle  prime  contiene  lo  stesso  numero  di  volte  la  somma 
delle  altre. 

Le  grandezze  A ,  B,  C. . .  contengano  per  es.  »;  volte  ri- 
spettivamente le  grandezze  A',  B',  C. ..  vuol  dire  che  è: 

r«A'-A<(M  +  l)A' 
»*B'-B<(«i  +  1)B' 


e  perciò  1 

wiA'+  wiB'  +  »iC'  +  ...^  A  +  B-f-C  +  ...  <(»j  +  1)  A'-^ 
-^-(m-^-l)B'-l-(m+  1)C  +  ....  ossia: 

«i(A'  +  B'  +  C')^A-|-B-|-  C<(m  +  1)(A'  +  B'-|-C'  +  ...) 
che  dimostra  il  teorema. 

367.  Lemma.  —  Se  più  grandezze  contengono  uno  stesso 
numero  di  volte  altre  grandezze,  contengono  pvre  uno  stesso 
numero  di  volle  le  loro  equiinuìtiple. 

Sia  A  =  ìH  A'  +  A" 

B  ^  m  B'  +  B" 
C  =  tu  (!'  H   0",  ecc. 
d»ve  ò  A"  <  A',  B"  <  B',  C"  <  (y,  ecc.  Dico  che  A,  B,  0,  con- 
tengono lo  stesso  numero  di  volte  le  grandezze  p  A',  p  B',  p  C. 

Se  fosse  p^m,  il  teorema  sarebbe  evidente  perchè  A,  B," 
contengono  ciascuna  una  volta  le  grandezze  tn  A',  m  B',  m.  C 

Se  fosse  p  >  ni  ai  avrebbe  che  A,  B,  C  conterrebbero  p  A', 
jjB'jP'O  rispettivamente  :ero  volte;  cioè  ancora  un  egual  nu' 
mero  di  volte.  .-,         . 
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Se  fosse  p  <  i»,  sia  m^^q  p  +  r,  si  ha  allora  : 

A=(^^  +  r)A'  +  A" 

^^(qp  +  r)  0'  +  Q" 
A  =  jpA'+r-A'+  A"  =  9(/)A')  + A, 
B  =  9  p  B'  +  r  li'  4-  B"  =  9  (p  B')  +  B, 

U=  5  «>+  rC/  +  0"  =  5(pC')  +  C, 

avendo  posto  A,  =  i-A'  4-  A":  Bj  =  rB'  +  B";  C,  =  rC'  + 
.+  C"e  poiché  è  Aj<pA',  Bj  <pB',  C,  <j»C'è  provato  che 
A,  B,  C  contengono  p  A',  p  B',  p  C'  !o  stesso  numero  9  di  volte. 

368.  Date  due  grandezze  A  e  C  che  contengono  uno  stesso 
numero  di  volte  due  grandezze  B  e  D,  non  si  può  affermare 
in  generale,  che  due  equimultiple  secondo  qualunque  numero 
delle  prime  contengono  ancora  uno  stesso  numero  di  volte  le 
seconde.  Cosi  per  es.:  se  è  A  =  4  B  +  B'  e  C  =  4  I>  +  !>',  ' 
(dove  è  B'  <  B  e  D'  ■  :;  1>)  se  si  prendono  le  equimultiple  dì  A 
e  di  B  secondo  un  numero  qualunque,  per  es.  Ti,  si  ha  ; 

0  A  =  20  B  +  r.  B'         e         5  C  =  20  I>  +  .'.  H' 

Ora  potrebbe  darsi  che  fosse  5  B'  >  B  e  non  fosse  nello 
stesso  tempo  ti  D'  >  D:  talché  5  A  conterrebbe  più  di  20  volte  B, 
mentre  C  conterrebbe  D  solo  20  volte. 

Pure  il  caso  può  darsi.  Se  fossero,  per  es.  A  e  C  equimul- 
tiple di  B  e  D,  allora  due  equimultiple  qualunque  di  A  e  C, 
sarebbero  equimultiple  anche  di  B  e  D,  e  le  conterrebbero 
uno  stesso  numero  di  volte. 

369.  Def.  —  Date  quattro  grandezze  in  un  cei'to  ordine, 
se  due  equimultiple  qualunque  (cioè,  secondo  qualunque  nu- 
mero) della  prima  e  della  terza  contengono  uno  stesso  nu- 
mero di  volte  la  seconda  e  la  quarta,  si  dice  che  le  quattro 
[grandezze  formano  una  proporzione  (1).  li  che  quattro  gran- 
dezze A,  B,  G,  D  nell'ordine  indicato  formano  una  proporzione, 
si  rappresenta  scrivendo  A  :  B  :  :  0  :  D  oppui-e  A  :  B  =  C  :  D  e 
si  legge:  A  sta  a  B,  come  C  sta  a  D. 

Invece  di  dire  che  le  quattro  grandezze  formano  una  propro- 
zione  o  sono  in  proporzione,  si  dice  anche:  il  rapporto  0  la 
ragione  delle  prime  due  è  effiiair  al  i-iipportu  o  alla  l'agione 
delle  altre  due. 

E  diremo  che  due  rapporti  o  due  ragioni  sono  eguali,  quando 
je  quattro  grandezze  che  li  compongono  sono  ordinatamente 
in  proporzione. 

(I)  Da  prò  (in  ragioDe  di)  e  poi-lìone  (parte)  ;  in  ragione  della  jarte. 
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370.  È  eridente  cbe  in  una  proporzione  la  prima  e  la  se- 
conda grandezza  devono  essere  omogenee;  e  cosi  la  terza  e 
la  quarta.  Non  importa  che  siano  omogenee  tutte  e  quattro. 
Il  concetto  di  eguaglianza  di  rapporto  si  può  estendere  facil- 
mente a  più  di  due  rapporti,  intendendo  che  più  rapporti  sono 
eguali,  quando  date  più  coppie  di  grandezze,  in  t^una  delle 
quali  sia  stabilita  la  prima  e  la  seconda,  le  equimultiple  se- 
condo un  numei-o  qualunque  delle  prime  contengono  rispetti- 
vamente un  egual  numero  di  volte  le  seconde. 

Se  A  e  B,  C  e  D,  E  ed  F,  G  e  H  sono  tali  coppie  di  gran- 
dezze, scriveremo  allora: 

A:b;:c:D::E:F::g:H. 

371.  Cor.  1."  Se  quattro  grandezze  formano  una  propor- 
zione, qvattro  grandezze  ad  eae  eguali  od  equivalenti,  for- 
mano pure  una  proporzione. 

2°  Se  A,  , C, D,  formano  in  qiiesto  ordine  una  propor- 
zione, la  formano  anche  nell'ordine  0,  D,  A,  B. 

3."  Quiilunque  sieno  le  grandezze  A  e  B,  si  ha  sempre 
A:A'"B:B;  e  seAe  B  sono  omogenee  si  ha  pure  A  :  B  '  ' 

::A:B. 

372.  Def.  —  Nella  proporzione  A  ;  B  :  '.  C  :  D  le  grandezze 
B  e  C  si  dicono  grandezze  medie,  A  e  D  estreme. 

Ognuna  delle  quattro  grandezze  si  dice  quarta  proporzio- 
nale rispetto  alle  altre  tre. 

Una  proporzione  si  dice  continua,  quando  sono  eguali  (equi- 
valenti) le  grandezze  medie.  Allora  la  grandezza  media  si  dice 
media  geometrica  o  media  proporzionate  ;  ognuna  delle  al- 
tre si  dice  terza  geometrica  o  tersa  proporzionale  rispetto 
ali 3  altre  due. 

Dati  più  rapporti  eguali,  ai  dicono  antecedenti  le  prime 
grandezze  d'ogni  rapporto,  conseguenti  le  altre. 

Date  le  grandezze  A,  B,  C,  D  se  è 

A  L  B  :  :  B  :  c  :  :  C  :  D, 

si  dice  che  D  ò  quarta  proporzionale  continua  dopo  A  e  B. 

Analc^amente  se    è:  A:  B  :  ".  B  :  0  :  ;  G  :  D  :  :  D:  E,   si  dice 

che    E    è    quinta   pj-oporzionale  continua    dopo    A    e    B  e 

cosi  via. 

373.  Teor.  —  Due  ragioni  eguali  ad  una  tersa  sono 
eguali  fra  loro. 

Cioè  se    e  A:B;  ■  C:D  e    insieme    A  tB  ;  :  P:Q,    è    pure 

c  :  D  ;  :  p  :  y. 
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Infatti  per  la  prima  proporaione,  una  multipla  mC  di  C  con- 
tiene tante  volte  D,  quante  volte  l'eqai  multi  pia  »m  A  di  A  con- 
tiene B;  ma  per  la  seconda  proporzione,  m  A  contiene  B  tante 
volte  quante  l'equim  ulti  pia  m  P  di  P  contiene  Q;  dunque  m  C 
ed  OT  P,  equimultiple  di  C  e  P,  contengono  lo  stesso  numero 
di  volte  D  e  Q.  E  perciò: 

C:D;:P:Q. 

374.  Teor.  —  Due  grandezze  omogenee  e  due  loro  equi- 
multiple secondo  qualunque  numera  formano  una  propor- 

Cioè  date  A  e  B,  si  ha,  qualunque  sia  m: 

A  :  B  :  :  wi  A  :  m  B. 
IJohbiamo  provare  che  due  equimultiple  di  A  e  di  in  A  con- 
tengono B  ed  m  B  lo  stesso  numero  di  volte. 
Se  A  A  contiene  p  volte  B,  vuol  dire  che  è: 
AA=-pB  -I-  B';  (B'<B) 
e  perciò  prendendo  i  multipli  secondo  il  numero  m  si  ba: 

mAA  =  )M^B-|-  »*B' 
0  anche 

k.nt  A.^p.mìi+  mB' 

e  iwiohè  dall'essere  B'<B  si  deduce  anche  »iB'<ti(B,  da 

quest'ultima  eguaglianza  si  deduce  che  k,  ni  A  contiene  ìh  H  un 

numero  p  di  volte,  precisamente  quante  A  A  contiene  B. 

Cor.  —  1."  Pel  Corollario  2."  del  §  371  si  ha  pure: 

mA:mB::  A:B 

2."  Poiché,  date  A,  B  -  A,  — '  B  si  può  considerare  —  A  e  — B 

come  due  grandezze,  e  A  e  B  come  loro  equimultiple  secondo 
il  numero  m  e  si  ha  pure: 

A:B  :  :  —  A:  -  B     cioè: 

Due  grandezze  omogenee  e  due  loro  equisumìnultiplc  se- 
condo qualunque  numero  formano  una  propcrsione. 

375.  Teor.  —  In  una  proporzione,  alle  prime  due  gran 
dezze,  o  alle  ultime  due  si  possono  sostituire  due  loro  equi- 
mulliple  o  due  loro  equisummultiple,  o  due  equimultiple  di 
due  loro  equisummultìple. 
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Dìfattì  se  è  A:  B  :  :  e  :  D,  essendo  pure  (§  374). 
A  :  B  :  :  m  A  :  i*(  B, 
si  ha  (§  373)  »i  A  :  »J  B  :  :  C  :  D. 

Essendo  anche  C  :  D  :  :  m  C  :  n  1)  si  ha  anche  A  :  B  .  :  «C  :  «  I>. 
E  confrontando  te  due  proporzioni  ottenute  si  ha  pure; 

m^.■.mB::  nC-.nlX 
E  cosi  si  ha: 

A:B-  -C:  -D;      m  A  LmB  :  . -C:-!);     AtB::-C:-   D. 
n      TI  n      n  n      n 

376,  Teor.  —  In  ogni  proporzioni-  alle  gi'andezsp  ante- 
cedenti 0  alle  conseguenti  si  possono  sostituire  due  loro 
eguimuHple  o  due  loro  eq-uisummultiple. 

Vogliamo  provare  che,  se  è  vei'a  la  proporzione  A  :  B  ;  ; 
;  :  C  ;  D,  sono  vere  anche  le  altre  : 

1."     mA:B  ■  ;  mC:h. 
2."     A  :  m  B  :  :  C  :  »«  I). 

3."  -A:B::-t;:D. 

4."  A  :  -  B  :  :  C  :  -  D. 

5."  -A:B::-C:1». 

6."  A:-B::C:-I). 

7."     "'A:^B::-C:^D. 
M        9  n      q 

l."  Essendo  per  ipotesi  A  :  B  :  ;  0  :  D  vuo)  dire  che  due 
equimuHiple  qualunque  di  A  e  C  contengono  lo  stesso  numero 
di  volte  B  e  D.  Ma  due  equimultiple  dì  m  A  e  di  m  C  sono 
anche  equimultiple  di  A  e  di  P  dunque  è  vero  che  »j  A  B  '  " 
::mC:D. 

2°  Per  ipotesi  due  equimultiple  qualunque  di  A  e  di  C, 
per  es.  A  A  e  AC  contenfC'no  lo  '!tt=so  numero  di  \olte  B  e  D. 
Ma  pel  lemma  del  §  367,  se  due  grandezze  contengono  uno 
stesso  numero  di  volte  altre  grandezze  conten^no  uno  «tesso 
numero  di  volte  le  loio  equimultiile  :(umdi  AA,  kC  con- 
tengono uno  stesso  numero  di  volte  oiB  ed  mli .  e  perciò  ò 
A  :  m  B  :  :  C  :  m  U. 
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e  è  Tei-o  che  A  :  B  ;  :  C  :  D,  è  vero  pure  pel  2." 


e  sostituendo  alle  i)PÌme  due  ^anrtezze  e  alle  altre  due  le  loro 
equisummultijile  secondo  il  numero  m,  si  ha: 

-i  A  :  B  :  :  ì-  C  :  D. 

4.°  Se  è  vero  che  A  :  B  ;  :  C  :  D,  è  vero  pure  pel  primo 
caso  che  jh  A  :  B  ;  ;  wt  C  :  D,  e  sostitueodo  alle  prime  due  gran- 
dezze e  alle  ultime  due  le  loro  oquisummultiple  secondo  il 
numero  ni  si  ha: 

A  :  -  B  T  :  :  C  :  i  D. 

5.°  Se  è  vero  che  A  :  B  ;  ;  C  :  D,  è  vero  pure  pel  3."  caso 

che  —  A  :  B  ;  ;  -  C  :  D  :  e  da  questo,  pel  1."  caso,  si  deduce  che 
n  n  l'I  1 

—  A:B  ::  -  C:D 

Analogamente  pel  0."  e  pel   7,". 

377,  Teor,  —  In  una  propor sione,  se  una  grandezza  an- 
tecedente é  minore,  eguale  o  maggiore  della  sua  conseguente, 
è  rispettivamente  l'altra  antecedente  minore,  eguale  o  mag- 
giore della  sua  conseguente. 

Sia  A  :  B  :  ;  C  :  D  la  proporzione  : 
1."  Sia  A  <  B  :  tuoI  dire  che  A  non  contiene  B;  nemmeno 
0  può  contenere  D  ;  è  dunque  G  <  D. 

Analogamente  8eC<DèA<B. 
"2."  Sia  A  ^  B,  dev'essere  C  ^  D.  Difatti  ae  fosse  C  <  D, 
sarebbe  A  <  B  contro  l'ipotesi. 

Se  fosse  C>I),  sai'ctibe  (;^=-=I»  +  R:  e,  essendo  n>  un  nu- 
mero qualunque,  sarebbe  wj  C  =  m  I>  +  »*  R-  R  iioichè  si  po- 
treblie  scegliere  in  in  modo  che  fosse  m  R  >  I) ,  allora  m  C^ 
contei'rebb*  T>  un  numei'o  di  volte  miiggioi'e  di  tn.  Mentre 
essendo  A  =  B,  e  jierciò  »w  A  —  mi  B,  l'eijuimulriplo  m  A  di  A 
conterrebbe  B  solo  »i  volte:  contro  l'ipotesi  cheA,B, C, D, 
formino  una  proporzione. 

3,"  Sia  .\  >  B;  p  pure  C\  1);  j^rchò  se  C  non  fosse  mag- 
giore di  1),  ma  eguale  o  mìjiure ,  jier  la  dimostrazione  pre- 
cedente sarebbe  A  eguale  o  minore  di  B,  contro  l'ipotesi. 
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378.  Teor.  —  Se  in  una  proporzione  una  grandezza  an- 
tecedente é  multipla  o  summultipla  o  multipla  di  una  swm- 
multipla  della  conseguente,  è  l'altra  antecedente  rispetti- 
vamente equimultipla  o  equisummultipla  o  equimultipla 
della  summultipla  secondo  lo  stessa  numero  della  sua  con- 
seguente. 

Così,  dato  A:B::C:D,  seò  A  =  — B,  èC  =  ^D:  dove 

m  o  n  possono  essere  ^ua!i  ad  1. 

Dìfatti   se   essendo   A  =  -  B,  non  è  C  =  —  D ,  dev'  essere 


-D, 


- 1)  4-  R,  da  cui  n  G  = 


e,  qualunque  sia  p,  sì  ha:  p  n  C  =  j)  m  D  +  p  «  R  e  si  può  sem- 
pre scegliere^,  in  modo  che  sia  jp/iR  >  I);  in  modo  che  pnC, 

contiene   P   più   di  pm  volte;   mentre   essendo  A  =  —  B  è 

p  w  A  =  p  wi  B,  ossia  pnA  contiene  B  sole  pm  volte,  contro 
l'ipotesi  che  A,  B,  C,  D  formino  una  proporzione,  cioè  che  due 
equimultiple  di  A  e  C  contengono  lo  stesso  numero  di  volte  B  e  D. 

Se  ò  C  <  —  D,  sia  C  =  —  D  —  R.  Analocamente  si  ha  nC  ^ 
n  n 

^mlt  —  nR  e  pnC^=pmT)  —  pnR,  e  si  può  scegliere  p 
in  modo  che  pmR  superi  D  e  che  p  nC  contenga  perciò  I) 
un  numero  di  volte  minore  di  p  m;  mentre  pnA contiene  B 
precisamente  p  m  volte. 

370.  E  vero  il  teorema  inverso: 

Se  quattro  grandezze  sono  tali  che  la  prima  e  la  terza 
siano  equimultiple  o  equisummultiple  o  equimultiple  di  equi- 
summu/fiple  rispettivamente  della  seconda  e  della  quarta, 
le  quattro  grandezze  formano  una  proporzione. 

Siano  A,  B,  C,  D  quattro  grandezze  tali  che  A  ^  —  B  e  C== 

=^  — D:  dove  m  e  n  possono   essere   eguali    a  1.  Dico   che 

A  :  B  :  :  C  :  D. 

Bifatti  qualunque  sia  p  si  ha  : 
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e  se  è  =  7  H ,  con  »■  <  «,  si  ha: 

pA  =  qh  +  — B         essendo  -  B  <  B 
pC=5D  +  -D         essendo  —  D  <  D 

le  quali  provano  che  ^  A  e  ^  C    contengono  B  e  D  un  e<;ual 
Dumero  di  volte,  qualunque  sia  p  :  cioè  : 
A  :  B  :  :  C  :  D. 
380.  Teor.  —  Se  quattro  grandezze  formano  \ina  propor- 
zione, formano  ancora  una  proporzione  cambiando  di  po- 
sto ciascuna  antecedente  colta  sua  conseguente. 
Se  è  A  :  B  :  :  C  :  D  e  pure  B  :  A  :  :  D  :  C. 
Per  dimostrare  che  questa  proporzione   6  vera,   devo  pro- 
vare che  due  equimultiple  m,S  e  m  D,  secondo  qualunque  nu- 
mero m,  di  B  e  di  D,  contengono  lispettivamente  lo  stesso  nu- 
mero di  volte  A  e  C  :  cioè  supponendo   che  m  B  contenga  A 
un  Dumero  A  di   volte ,  debbo    provare  che   m  X)  contiene  C 
lo  stesso  numero  k  di  volte.  Supponiamo  dunque  che  sia: 

A  A  :^  wiB  <  (A  +  I)  A 
il  che  esjirime  che  m  B  contiene  A  un  numero  k  di  volte,  e 
consideriamo  le  proporzioni  seguenti,  che  si  deducono  da  quella 
data: 

A  A  :  otB     :  AC  :  mi) 
(A  -I-  l)A:»nB::(A-|-l)0:jHl). 
Dalla  prima,  pel  teorema  al  §  377,  essendo  kA^  mH  ,  i-i 
deduce: 

A  0  ^  )«D. 
Dalla  seconda,  essendo  (A  +  1)  A>  tuli  si  deduce: 

(A  +  l)C>i,(l>. 
E  dunque: 

A  C  ^  wD  <  (A -(-  I)  C. 
il  che  prova  che  tnli  contiene  C  il  numero  A  di  volte,  come 
si  voleva  dimostrare. 

Cor.  Dalla  proporzione  A  :  B  ;  ;  C  :  D  e  dall'altra  G  :  D  ;  : 
:  ;  A  :  B  che  si  deduce  da  essa  (§  371,  2.")  si  ottengono,  ap- 
plicando il  teorema  precedente,  le  altre  due  B  :  A  '  '  D  :  C  e 
D  :  C  :  :  B  :  A. 

Qoà  :  quattro  grandezze  che  formino  una  proporzione 
patrono  essere  disposte  in  quattro  ordini  diversi. 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


186  RAGIONI   B  PROPORZIONI. 

381.  Def.  —  Invertire  una  prapoi'zione  A  :  B  :  ;  r,:D  tuo! 
dire  dedurre  l'altra  B:  A  ;  t  D  :  C. 

382.  Teop.  —  Data  una  proporzione,  la  somma  delle  due 
prime  grandezze  sta  alla  prima  o  alla  seconda,  come  la 
somma  delle  altre  due  sta  alla  terza  o  alla  quarta. 

Data  la  proporzione  A  :B  ;  ;  C  :  D,  si  deve  provai'e  che  è 
A  +  B:B:;C  +  D:D;e  perciò  bisogna  provare  che  due  equi- 
multiple  qualunque  jo(A  +  B)  e  jr)(C  +  D)  di  A  +  B  e  di 
C  +  D  contengono  lo  stesso  numero  di  volte  B  e  D.  Suppo- 
niamo che  ^  A  e  ^  0  contengano  rispettivamente  m  volte  B  e  D. 
Vuol  dire  che  è  ; 

pA=  m  B  +  B';  (B'  <  B)  e  p  G  =  »m  D  +  If;  (IT  <  D). 

Se  ne  deduce: 
-  p  k  +  p'R  =  m^  +  p'&  +  B'e^C-1-pD=mD  +  /)D  +  D' 
ossia: 

p(A  +  B)  =  {m  +  p)B+  B'  e  p(C  +  D)  =  (»J  +  JJ)  D  +  D' 
cioè  p  (A  +  B)  e  /)  (C  +  D}  contengono  ambedue  m  +  p  volte 
rispettivamente  Bel). 

Sì  ha  dunque: 

A  +  B:B::C  +  D:D. 

Dalla  proporzione  data  A  :  B  :  :  C  :  D  sì  deduce  l'altra  B  :  A  ;  ; 
'  ■  C  :  D.  Per  la  dimostrazione  precedente  si  ha  da  questa 
B  +  A:A::C  +  D:C  ossia  A  +  B  :  A  :  ;  C  +  D  :A. 

383.  !■;  vero  il  teorema  inverso: 

Teor.  —  Quattro  grandezze   formano   una  proporzione 
se  la  somma  delle  prime  due  sta  alla  prima  o  alla  seconda, 
come  la  somma  delle  altre  due  sta  alla  terza  o  alla  quarta. 
Date  te  grandezze  A,  B,  C,  D,  sia 

A  +  B:A::  C+D:C 
ojUmre  A  +  B  :  B  ;  ;  ('  +  I)  :  (.'.  Nel  1."  caso  kì  deduce: 
i)(A+B)=mA  +  A';(A'<A): 
/>(0  +  ]I)  =  »mO  +  C';(C'<(^) 
dalle  quali: 

pA  +pB=»,  A  +  A'  pV.  +p\ì^mC  +  C 

e  anche  togliendo  nella  prirnu.  da  ambe  In  somme,  p  A,  e  nella 
seconda  p  C 

j.  B  ^  {m  ~  p)  A  +  A'         /)  1>  ^  Ou  -  p)  C  +■  V,' 
il  che  piMiva  ohe  pìi  e  j)l>  contengono  lo  stesso   numero  ili 
volte  »i  —  p  rispettivamente  A  e  C,  qualunque  sìa  p;  equindi 
si  ha: 

B  :  A  :  :  D  :  C,  e  invertendo  :  A    B  ;  :  C  :  D. 
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Analogamente  nell'altro  caao. 

384.  Def.  —  Data  la  proporzione  A  :  B  ;  ;  C  :  D ,  le  altre 
A  +  B:A  ::C  +  l):Co  A  +  B:B::C  +  D:D,  si  dicono 
ottenute  dalla  prima  componendo. 

385.  Teor.  —  Data  una  proporzione,  la  differenza  delle 
due  prime  grandezze  sta  alla  prima  o  alla  seconda,  come 
la  differpnsa  delle  altre  due  sta  alla  terza  o  alla  quarta. 

Sìa  A  :  B  :  '.  C  :  D  la  proporzione  data.  Escludendo  che  sia 
A  =  B,  può  essere  A>BoA<B.  Seè  A>B6  pure  C  >  D 
(377).  Sia  A  =  B  +  M,  C  =  D  +  N. 

La  proporzione  data  può  scriversi:  B+  MrB;:D  +  N:D 
e  pel  teorema  precedente  è  M:B:'  N:D;  ma  è  M==  A  —  B, 
N  =  C  — D;  quindi  si  ha  A— B  :  B  ;  :  C— D:  D. 

Daquestapoi  sideducecomponendo:  (A  —  B)  +  B:A  —  B"  ' 
::(C'— D)  +  D:C  —  D  ossia: 
A:A  —  B::G;C  —  ])  e  invertendo 

A-^B:A:;C  —  D:C. 

Se  non  fosse  A  >  B,  ma  B  >  A,  sarebbe  pure  I>  >  C;  e  par- 
tendo, invece  che  dalla  proporzione  data,  dall'altra  B  :  A  ;  ;  D  :  C 
si  troverebbe: 

B  — A:A::D  — 0:C  oppure  B  — A:B::D  — C:D. 

386.  È  vero  il  teorema  inverso: 

Teor.  —  Quattro  grandezze  formano  una  proporsione, 
le  la  differenza  fra  le  pritne  due  sta  alfa  prima  o  alla 
leconda,  come  la  differenza  fra  le  altre  due  sta  alla  terza 
o  alla  gtiarta. 

SienoA,  B,  C,  DlequattrograndezzBesiarA  —  B:B:  :C — D:D. 

Componendo  si  ha  subito; 

A  :  B  :  :  C  :  D. 

Se  invece  è  A  —  B  :  A  ;  ;  (1  —  I)  :  (!  ó  pure  A  :  A  —  B  ;  ; 
::  C:0  —  1»,  e  pel  teorema  del  f?  385  si  ha: 

A  —  (A  —  B)  :  A  ;  :  C  —  (C  — D)  :  D 
A  — A    h  B:A:  :0  — C  +  D:n 

B  :  A  ;  :  D  :  C,  o  anche  A  :  B  ;  :  C  :  D. 
È  analogamente  ne};li  altri  casi. 

387.  Def.  —  Data  la  proporzione  A  :  B  '  '  (!  :  D,  le  altre 
A  —  B:A::U  —  D:C  o  A  —  B:B::  C~l):])si  dicono  ot- 
tenute dalla  prima  dividendo. 
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388.  Toor.  —  Se  due  propwsioni  hanno  eguali  le  gran- 
dezze conseguenti,  le  antecedenti  di  una  proporzione  sono 
insieme  maggiori  o  eguali  o  minori  delle  antecedenti  del- 
l'altra. 

Sieoo  A  :  B  :  :  C  :  D,  E  :  B  :  :  P  :  D  le  due  proporzioni.  Se  è 
A  >  E  è  pure  C>  F. 

Consideriamo  le  tre  grandezze  necessariamente  omc^enee 
A,  B,  E.  Pel  lemma  del  §  364  è  sempre  possibile  trovare  una 
multipla  ^  B  di  B  che  sia  compresa  fra  due  equimultiple  di 
A  e  di  E.  Sia  per  es.:  »iA^pB>wiE.  E  consideriamo  le 
proporzioni  (§  376). 

mA:pB:  :  wCrpD        w  E  :  p  B  ;  ;  WìFij)  D. 

Dalla  [D'ima,  essendo  m  A  ^  p  B,  si  deduce  (§  3T7) 
mC^pVt. 

Dalla  seconda,  essendo  pB>m  E  si  deduce 
jo  D  >  w  E. 

E  quindi  »iC^pD>mF,  ossia  »(  C>  m  F  e  C>  F,  come 
si  voleva  dimostrare. 

Analogamente  si  dimosti'erebbe  che  se  è  A  <  E,  è  pure 
C  <  B',  e,  per  esclusione,  si  dimostra  che  se  è  A  :=  E,  è  pure 
C  =  F. 

Cor.  —  Se  invece  di  applicare  la  dimostrazione  precedente 
alle  proporzioni  A  :  B  ;  :  C  :  D,  E:  B  ;  :  F  ;  D  l'applichiamo  alle 
altre  B:A::D:C,  B:E::D:Psi  prova  che  è  vero  il  teo- 
rema precedente,  quando  nell'enunciato  si  scambino  fra  loro 
le  parole  antecedenti  e  conseguenti. 

Teor.  —  Se  due  proporzioni  hanno  le  grandezze  con- 
seguenti ordinatamente  eguali,  le  antecedenti  formano 
una  proporzione. 

Sieno  A  :  B  ;  :  C  :  I),  E  :  B  ;  ;  F  :  D  le  due  proporzioni.  Si 
deve  dimostrare  che  A  :  E  ;  |  C  :  F  b  perciò  bisogna  provare 
che  due  equimultiple  m  A  ed  m  C  della  prima  e  della  terza, 
secondo  qualsiasi  numero  m,  contengono  uno  stesso  numero 
dì  volte  la  seconda  e  la  quarta.  Supponiamo  che  mA,  con- 
tenga p  volte  E,  cioè  che  sia  : 

pE^  mA<(p  +  1)  E 
consideriamo  le  proporzioni:' 

»(  A  :  B  :  :  HI  C  :  D 

pE:B    ■  pF:D 

(p  +  1)  E  :  B  :  :  {p  +1)  F  :  B. 
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Per  il  teorema  precedente ,  dalle  prime  due,  esaeDdo  per 
ipotesi  pE^  mA.,  si  deduce: 

pF^mG. 

Analogamente ,  dalla  prima  e  dalla  terza ,  essendo  m  A  < 
<  (p  -f  1)  E,  si  deduce  : 

7«G<(p+l)P 

Ossia  è: 

pF^mO<{p  +  l)F 

il  che  prova  che  m  C  contiene  p  volte  F  ;  cioè  lo  stesso  nu- 
mero di  volte  che  m  A  contiene  E  e,  perciò  la  proporzione 
A  :  E  :  :  e  :  F  è  vera. 

Cor.  1." —  Se  due  proporzioni  hanno  le  grandezze  ante- 

cedenti  eguali ,  le  conseguenti  formano  una  proporzione. 

2."  Date  due  proporzioni,  se  tre  grandezze  di  una  sono 

uguali  a  quelle   che  occupano  lo  slesso  posto  nelV  altra , 

te  rimanenti  grandezze  sono  pure  eguali. 

Siano  A:B::C;D  e  A:B:;E:Dle  due   proporzioni. 

Dico  che  èC  =  E.  Infatti,  pel  teorema  precedente,  si  ha: 
A  :  A  :  :  C  :  E.  E  poiché  le  due  prime  grandezze  sono  eguali , 
anche  le  altre  due  sono  eguali  (§  377). 

Se  ne  deduce  anche: 

Due  grandezze,  che  formano  nello  stesso  ordine  una 
proporzione  con  tre  grandezze  date,  sono  eguali. 

3."  Data  la  proporzione  A  :  B  ;  '  C  :  D,  se  ò  A  "^  B  ne  ]>os- 
siamo  dedurre  le  altre  (§§  382,  385)  : 

A  +  B:B::C+D:D,         A~B:B::G  — l>rl> 
oppure,  se  è  A  <  B  : 

A  +  B:B::G  +  D:D,         B  — A:B:  :D  — C:]> 

Pel  teorema  precedente,  nel  primo  caso  si  ha: 
A  +  B:A  — B-'G+D:G  — D,  e  nel  secondo: 
A  +  B:B  —  a:  :G  +  D:D  —  C, 

389.  Teor.  —  Se  due  proporzioni  hanno  le  grandezze 
conseguenti  eguali ,  formano  una  proporzione  le  somme 
delle  antecedenti  e  le  conseguenti. 

Siano  A:B;;G:D;  E:B:;F:D  te  due  proporzioni.  Dico 
che  è  A  +  E  :  B  ;  :  G  +  F  :  D. 

Dalle  due  proporzioni  date  si  deduce  (§  388)  A  :  E  :  :  0  :  F 
e  perciò  A  +  E  :  E  :  :  0  +  F  ;F,  o  anche  E  :  A  +  E  ;  :  F  :  G  +  F. 
E  poiché  questa  e  la  seconda  delle  proporzioni  date  hanno  gli 
stessi  antecedenti,  si  deduce  A  +  E:B;;C  +  F:D. 
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390.  Cor.  —  1."  Con  analoga  dimostrazione  si  prova  che: 
Date  due  proponioni ,  se  le  grandezze  conseguenti  sono 
eguali  formano  una  proporzione  le  differenze  delle  ante- 
cedenti e  le  conseguenti, 

2."  I  teoremi  precedenti  sono  veri  se  si  seanibiano  le  an- 
tecedenti colle  conseguenti. 

'ò."  Il  teorema  nel  §  389  si  estende  facilmente  a  un  nu- 
mero qualunque  di  proporzioni. 

Proporzioni  di  grandezze  omogenee. 

391.  Se  le  quattro  grandezze  di  una  proporzione  sono  tutt« 
om(^enee,  oltre  le  proprietà  dimostrate,  valgono  anche  le  se- 
guenti : 

Teor.  —  Se  più  ragioni  di  grandezze  omogenee  sono  eguali, 
ognuna  di  esse  é  pare  eguale  a'ia  ragione  della  somma  delle 
grandezze  antecedenti  alla  somma  drllp  grandezze  conse- 
guenti. 

Si  abbia.  A  :  B  ;  :  G  :  D  :  :  E  :  F  ;  ;  . .  .  e  sieno  mìA,  m{%  mV. 
le  equimultiple  di  A,  (J,  E . .  .  secondo  un  qualsiasi  numero  »'■ 
Poiché  MtA,  mC,  )iiE . .  .  contengono  rispettivamente  uno  stesso 
numero  di  volte  le  grandezze  B,  D,  F...  la  somma  mh.  + 
+  mG  +  mE  +  .  ■ .  conterrà  lo  stesso  numero  di  volte  la  somma 
B  +  D  -(-  F  +  . . ,  f§  366).  E  siccome  ìa  somma  mK  +  mC  + 
+  jmE  -f  ...  ed  una  equimultipla  delle  grandezze  date  pei' 
es.:  jmA,  sono  rispettivamente  equimultiple  delia  somma  .\  -(- 
+  C  +  É  f  , . .  e  della  gi'andezza  A,  è  provato  che  si  ha: 
A  +  C  +  E  +  . . .  :  B  +  D  -I-  F  +  .  .  .  :  :  A  :  B, 

Cor,  1."  —  Se  e  A  :  B  ;  ;  C  :  D,  ne  deduciamo  A  -f  C  :  B  -|- 
-f  D  :  ;  A  :  B  o  anche  A  -t-C:B  +  D:;C:I)  cioè  :  in  una 
proporzione  di  quattro  grandezze  omogenee  In  somTna  dellf 
antecedenti  sta  alla  somma  delie  conseguenti  come  iin'an- 
tecedente  alla  sua  conseguenti 

2°  be  le  antecedenti  lono  e,iuilL,  e  le  conseguenti  pure 
eguali,  la  somma  delle  antecedenti  b  una  loro  multipla,  e  la 
somma  delle  conseguenti  e  loto  equimultipla  (ioò,  date  due 
grandezze  A  e  B,  o  due  loro  equirauUtple  m\,  wB,  si  ha: 
A  B  nih.  i'(B,  e  poiché  e  anche  mk  wiB  ;  A  :  B,  ritro- 
viamo the  La  ragtom  di  due  grandezze  i>  uguale  a  <juelh 
di  due  loro  equiìmiltiple  o  due  eqìiisianmultiple  (Cfr.  §  374), 

392.  Teor.  —  In  una  proporzione  di  quattro  grandezze 
omogenee ,  se  la  pi-ima  antecedente  è  maggiore ,  eguale  o 
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minore  dell'altra,  é  la  prima  conseguente  maggiore,  eguale 
0  minore  dell'altra. 

SeA:B;:C:D  la  proporzione  data:  e  siaA>C;  dico 
che  B  >  D. 

Sia  pB  una  multipla  di  B,  tale  ehe^sia  (§  364):  mA  >/)B> 
>mC. 

Potremo  scrivere  mA  :  pB  1  ;  mC  :  pU  ,  e  poiché  è  »«A  > 
>  ^B,  è  pure  mC  >  pD,  Ma  ò  pB  >  mC;  è  anche'  pB  >  pD, 
e  perciò  B  >  D. 

Analc^menle  si  dimostrerebbe  che  se  è  A  <  C  è  pure  B  <  D. 
E,  per  esclusione,  si  deduce  che  se  è  A=:C,  èB^D, 

393.  Teop.  —  Se  quattro  grandezze  omogenee  in  un  dato 
Ordine  formano  una  proporzione,  formano  pure  una  pro- 
porsione,  eambiando  di  posto  ìe  medie  o  le  estretne. 

Sia  data  la  proporzione  A  :  B  ;  :  C  :  D.  Si  vuol  provare  vera 
l'altra  A  :  C  ;  ;  B  :  D.  Supponiamo  che  una  qualunque  multipla 
di  A,  per  es.  mA,  contenga  p  volte  C,  cioè  che  sia  pC  ^  «lA  < 
<(p  +  1)C;  e  consideriamo  le  proporzioni 

mA:mB::pC:pX>     ed     mA:»wB  ;  :  (p  +  1)C  :  (p  +  1)D. 

Dalla  prima  pel  teorema; precedente,  essendo  mX  ^  pC,  si 
deduce: 

»iB  ^  pD 

Dalla  seconda,  essendo  jnA<(p+  1)0,  si  deduce: 

mB<(p  +  l)D 

quindi  è: 

pD^mB<(p+  1)  D, 

dunque  wiB  contiene  tante  volte  1\  quante  i»iA  contiene  C,  e 
perciò  è  A  :  C  :  :  B  :  D. 
Con  analogo  ragionamento  si  prova  ohe: 

(!:A::D:B         o         D:B::C:A 

394.  Cor.  —  Abbiamo  dimostrato  che  data  una  proporzione 


(;  :  D  :  :  A  :  B,  B  :  A  :  :  1)  :  C,  D  :  tv  :  B  :  A 

Se  le  grandezze  sono  tutte  omogenee ,  applicando  a  queste 
quattro  proporzioni  il  teorema  precedente  se  ne  ottengono  altre 
quattro  : 

A:U:-  B:D,         C:A  ::D:B 
B  :  D  ;  :  A  :  C,         0  :  D  :  :  A  :  B. 


D,™),Pril>,GOOglC 


192  RABIONI   E  PROPORZIONI. 

Una  proporzione  di  quattro  grandezze  tutte  omogenee'si  pud 
dunque  scrivere  in  otto  modi.  È  facile  dimostrare  che  non  ve 
ne  sono  altri.  "^ 

Data  una  proporzione  A  :  B  ;  ;  C  :  D  di  quattro  grandezze 
tutte  omogenee,  se  ne  deduce,  pel  teorema  precedente,  l'altra 
A:C:!B:D:  e  poi  da  questa  pei  teoremi  dei  §§  382 ,  385 
le  altre: 

A  +  C:A:B+D:B,         A+C:C::B  +  I>:D 
A  —  C:A::B  —  D:B,        A  —  C:0::B  —  D:D 


che  possono  f 

A  +  C:B  +  D::A:B        A  +  C:B  +  I)::C:D 
A  — C:B  — D;:A:B         A  — C:B— D;  :  C  :  T) 

A  +  C:B  +  D::A  —  C:B  —  D 

Quando  invece  di  essere,  come  abbiamo  supposto,  A  >  C  e 
perciò  B  >  D,  fosse  A  <  C  e  perciò  B  <  D,  bisogna  nelle  pro- 
porzioni ora  scritte,  sostituire  alle  differenze  A  —  C,  B  — H 
le  altre  C  —  A,  D  —  B.  In  ogni  modo  può  dirsi: 

Data  una  proporzione  di  quattro  grandezze  tutte  omo- 
genee, formano  pure  una  proporzione: 

La  somma  delie  antecedenti,  la  somma  delle  conseguenti, 
un'antecedente  e  la  sua  conseguente: 

La  differenza  delle  antecedenti,  la  differenza  delle  con- 
seguenti, un'antecedente  e  la  sua  conseguente: 

La  somma  delle  antecedenti,  la  somma  delle  conseguenti, 
la  differenza  delle  prime  e  la  differenza  delle  seconde. 

395.  Data  la  proporzione  A  :  B  1  :  C  :  D  ,  che  può  scriversi: 
A  r  C  ;  ;  B  :  D  si  ha  pure  pel  teorema  del  §  378,  che  se  ò  A  = 

=  —  C  è  pure  B  =  —  D. 

396,  Teor.  —  Se  due  proporzioni  hanno  eguali  le  gran- 
dezze medie  e  diseguali  le  estreme,  e  se  una  estrema  deli" 
prima  proporzione  È  maggiore  della  corrispondente  estremo 
della  seconda,  l'altra  estrema  di  questa  é  maggiore  dell'al- 
tra estrema  della  prima. 

Sieno  A:B::U:D  eE:B::C:Fle  due  proporzioni.  Dico 
che,  se  è  A  >  E,  ò  D  <  F.  (lonaideriamo  le  granderae  A,  B 
e  B,  e  sia  pB  una  multipla  di  B  compresa  fra  due  equimul- 
tiple  di  A  e  dì  E  :  cioè  sia 

wA.>  pB>mE 


D,™-,7Pril>,G0l)^lc 


RAGIONI    B  PROPOKZIONI.  IMO 

E  consideriamo  le  propor^ooi 

mX : pB ; \  mG  : pD         mE : pB  ;  ;  mC  :  pF 
Dalla  prima,  essendo  mA.>pB,  si  deduce  mOpD;  dalla 
seconda,  essendo  mE<.pB,  si  deduce  mC<pF.  E  qtiÌDdi: 

pD<mC<pP 
e  perciò: 

pD<pF 
ossia 

D<P 
Similmente  si  dimostra  che  se  è  A<E,  è  D>F.  Poi,  per ■ 
esclusione,  si  deduce  che  se  fosse  A  =  E,  sarebbe  pure  D  =  F; 
il  ohe  è  provato  anche  dal  Corollario  del  teorema  precedente, , 

397.  Teor.  —  Se  due  proporzioni  hanno  eguati  le  gran- 
dezze medie,  le  due  estreme  che  occupano  lo  stesso  posto 
nelle  due  propcrsioni  formano  una  proporzione  con  le  al- 
tre dite  prese  in  ordine  inverso. 

Date  le  due  proporzioni  A  :  B  ;  '.  C  :  D,  E  :  B  ;  ;  C  :  F,  dico  che 
si  ha  A  :  E  :  :  P  :  D. 

Supponiamo  che  una  qualunque  multipla  di  A,  per  es.:  mA, 
contenga  p  volte  E,  cioè  che  sia  ^E  ^  mA.  <  (p  +  1)  E.  Ri- 
sica provare  che  l'equimultiirfa  mF  di  F  contiene  D  pure  p 
Tolte,  ossia  che  è  :  j)D  :^  wiP  <  (p  +  1)  D. 

Consideriamo  le  proporzioni  seguenti,  che  sono  vere  pei  teo- 
remi dei  §§  375  e  376: 

imAimB    •  pG:pD  (  mA  :  mB  :  :  (p  +  1)C  :  (p  +  1)  D 

(pE-.mB.-.pG-.mF  (  (p  +  l)E:mB  :  :  (p-f  1)  C:  wìF 

Per  il  teor.  precedente,  dalle  prime  due,  essendo  pE  :^  mA, 
si  deduce  mB  ^  pD.  Dalle  altre  due,  essendo  wiA  <  (p  +  1)  E, 
si  deduce  (p+l)D>MiF.  E  dunque: 

pD:^  mF<(p+  1)D 

ossia  mF  contiene  tante  volte  D  quante  la  sua  equimultipla 
mA  contiene  E.  11  che  prova  che  è  A  :  E  ;  ;  F  :  D. 

398,  Cor.  —  Se  le  due  proporzioni  date  avessero  eguali  le 
grandezze  estreme,  come  A  :  B  "  '  C  :  D,  A  :  E  '  F  :  D,  si  po- 
trebbe scrivere  B:A::D:C,  E:A::D:Fe  quindi  applicare 
ad  esse  il  teorema  precedente.  E  si  dedurrebbe  che:  Se  due 
p-oporzioni  hanno  eguali  le  grandezze  estreme,  le  medie 
che  occupano  lo  stesso  posto  nelle  due  proporzioni  formano 
"na  proporzione  con  le  altre  due  prese  in  ordine  inverso. 

NiHHEi.  —  Elttnenli  di  Qtnntlria.  '■'  48'- 
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399.  Teor.  —  Due  granàesze,  ambedue  medie  proporsio 
noli  di  grandezze  eguali,  sono  eguali. 

Se  B  e  B'  sono  ambedue  medie  proporzionali  fra  A  e  C,  si 
ha  A  :  B  ;  '.  B  :  C  e  A  :  B'  :  ;  B'  :  C.  Pel  teorema  precedente 
è  B  :  B'  :  ;  B'  :  B;  e  ne  risulta  che  dev'  essere  B  =  B',  perche 
se  fosse  B  >  B',  sarebbe  pure  B'  >  B  (§  396)  e  se  fosse  B  <  B', 
sarebbe  anche  B'<B;  il  che  è  assurdo. 

Grandezze  proporzionau. 

400.  Def.  —  Due  grandezze  variabili,  univocamente  dipen- 
denti (cioè  tali  che  ad  ogni  st^to  della  prima  corrisponda  uno 
stato  e  uno  solo  della  seconda  e  viceversa),  sì  dicono  diret- 
tamente proporsionaìi,  quando  il  rapporto  di  due  qualunque 
stati  della  prima  è  ugruale  al  rapporto  dei  due  stati  corrispon- 
denti dell'altra. 

401.  T«ir.  —  Due  grandezze  variabili,  nniroeamcnte  di- 
pendenti, sono  direttamente  proporzionali,  se  sono  insiemr 
crescenti  o  decrescenti;  e  se  sono  corrispondenti  gli  stati 
equimultipli  di  stati  corrispondenti. 

Date  due  grandezze  variabili  univocamente  <li[iendenti ,  X 
ed  Y,  sieno  x„  x,  dne  stati  qualunque  della  prima,  .v„  p^  ?li 
stati  corrispondenti  della  seconda.  Dico  che  se  le  grandezze 
sono  insieme  crescenti  o  decrescenti  (cioè  se  essendo  .t,  >  a\, 
e  pure  gf>g,  o  viceversa)  e  se  gli  equimultipli  di  stati  cor- 
rispondenti sono  corrispondenti,  si  ha  .-f,  :  .r^  ;  ;  y,  :  y^ 

Per  dimostrare  che  questa  proporzione  è  vera,  si  deve  pro- 
vare ohe  due  equimultipli  qualunque  di  x^  e  di  y,  contenfifono 
lo  stesso  numero  di  volte  rispettivamente  .v^  e  .y,. 

Supponiamo  che  un  multiplo  qualunque  mx^  di  ce,  contenga 
p  volte  x^:  cioè  che  si  abbia: 

pxg  ^  mx,  <.(p  +  1)  Xf 

Osserviamo  che,  essendo  corrispondenti  nelle  due  grandezze 

gli  stati  a:,  e  j/,,  x^  e  y^  per  l'ipotesi  del  teorema,  agli  stati 

pX^     ÌHX^     {p  +  \)x^ 
della  prima,  corrispondono  rispettivamente  gli  stati 

PU-i     "'.'/i     <i>  +  l).'/s 
della  seconda.  E  siccome,  pure  per  ipotesi,  questi  devono  es- 
sere crescenti  o  decrescenti  coi  primi,  si  ha  pure: 

pyt  ^  my^  <  (p  +  1)  y, 
che  prova  il  teorema. 
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402.  Dof,  —  Due  grandezze  variabili,  univocamente  dipen- 
denti, bì  dicono  inversamente  proporzionai i,  so  il  rapporto  di 
due  qualunque  stati  della  prima  o  uguale  al  rapporto  degli 
stati  corrispondenti  della  seconda,  presi  in  ordine  inverso. 

403.  Teor.  —  Due  grandezze  variabili,  univocamente  di- 
pendenti sono  inversamente  proporzionali,  se  mentre  una 
cresce,  l'altra  decresce,  e  sono  corrispondenti  i  multipli  di 
un  qualunque  stato  di  una  cogli  egualmente  summultipli 
dello  slato  corrispondente  dell'altra. 

Sieno  x^,  x^  due  stati  qualunque  della  prima  grandezza  X; 
jii,  y,  gli  stati  corrispondenti  della  seconda  Y.  Dico  ohe  se, 
per  es.  :  la  prima,  decresce,  l'altra  cresce,  cioè 
C[  >  x^,  è  invece  y^  <  y,,  e  ai  multipli  di  uno 
$tato  della  prima  corrispondono  i  summultipli  secondo  lo  stesso 
Dumei'o  dello  stato  corrispondente  della  seconda,  si  ha: 

Per  dimostrare  che  questa  proporzione  è  vera,  si  deve  pro- 
vare che  duo  qualunque  equimultìple  di  a:,  e  di  y^  contengono 
lo  stesso  numero  di  volte  x^  e  y,. 

Supponiamo  che  una  multipla  qualunque  ma;,  di  ar,  con- 
tenga p  volte  iC(T  cioè  che  si  abbia 

px^  ^.  mx^  <  (p  +  1)  a;,. 

Osserviamo  che  essendo  corrispondenti  x^  e  y„  x^  e  y^  per 
l'ipotesi  del  teorema,  agli  stati 

px^     mx^    (p  +  1)  a!j 
della  prima,  corrispondono  gli  stati 
1  l  1 

JJ  m         (p  +  1) 

della  seconda.  E  siccome  quando  la  prima  grandezza  cresce , 
la  seconda  per  ipotesi  decresce,  si  ha  pure: 


Dall'essere  -~y„^^  y.  si  deduce  subito,  prendendo  i  raul- 
p  m 

lipli  secondo  il  numero  mp. 
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(Ì>  +  1)  ^ 


i  multipli  secondo 


Sicché  sì  h 
che  prova  il  teorema. 


{p  +  1),  si  deduce: 

(2'+l)yi>"'S'j 


Segmenti  proporzionali. 

404.  Teor.  (di  Talete),  —  Due  segmenti  variabili,  determi- 
nati ^u  due  rette  qualunque  da  rette  parallele, 
sono  direttamente  proporzionali. 

Sieno  o  e  fl'  le  due  rett«  date;  r  r'  r" .  . . 
le  rette  parallele.  I  segmenti  AB,  BC,  CD . . , 
AC  ...  e  i  corrispondenti    A'B',  B'O', 
CD' . .  A'C ...  si  possono  considerare 
come  stati  di  due  sementi   variabili , 
dipendenti  univocamente. 

Se  anche  le  rette  ne  a'  sonn  paral- 


ig.  237) ,  allora  i  segmenti  dell'una,  sono  eguali  a  quelli 
dell'  altra  compresi  fra  le  medesime  parallele  e  il  teorema  è 
evidente  (§  371,  Cor.  3.°). 

Se  «  e  «'  sono  concorrenti  (fig.  238),  è  chiaro  intanto  che 
a  stati  crescenti  del  segmento  variabile  su  una  di  tali  rette, 
corrispondono  stati  crescenti  del  segmento  nell'altra:  perchè 
se,  essendo  AC  >  AB  non  fosse  A'C  >  A'B',  ma  C  fosse  un 
punto  del  segmento  A'B',  le  due  rette  BB' ,  CC,  essendo  C  e 
f!'  da  bande  opposte  rispetto  a  BB'  s' incontrerebbero,  contro 
l'ipotesi. 
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Di  più,  se  è  AB  =  m  CD,  é  pure  A'B'  =  m  CD'.  Infatti  di- 
viso AB  in  m  parti  che  saranno  tutte  eguali  a  CD,  sì  eoBtrui- 
scano  dai  punti  di  divisione  le  parallele  a  AA'  e  anche  A'B' 
resta  diviso  in  m  parti  che  dico  esser  tutte  eguali  a  CD'.  Con- 
sideriamo una  di  queste  parti  peres,  :  A  K',  corrispondente  ad  urja 
parte  AK  del  segmento  AB  e  eostruiamo  le  semirette  A'N 
e  C'M  parallele  ad  a,  che  colie  paiallele  KK'  e  DD'  danno  luogo 
w^triangoli  A'NK'  e  CMD'.  Essendo  A^=AK,  CM  =  CD  e 
ÀK  -=  CD  è  pure  A^  =  CM.  Di  più  gli  angoli  NA'K'  e  MC  D' 
SODO  eguali  perchè  corrispondenti  rispetto  alle  pai-allele  A'N 
C'M  e  alla  trasversale  a':  anche  rH  angoli  A'K'N  e  CD'M  sono 
eguali:  perciò  i  due  triangoli  A'K'N,  CD'M  sono  eguali  ed  è 
A'K'  =  01>'.  È  dunque  A'B'  =  m  CD'.  Sono  dunque,  corrispon- 
denti nelle  due  rette  stati  equimultipli  di  stati  corrispondenti; 
e  i  segmenti  considerati  sono  direttamente  proporzionali  (g  401). 

Si  noti  che  al  punto  comune  0  delle  due  rette,  considerato 
come  appartenente  a  una.  corrisponde  il  punto  stesso  0  nell'al- 
tra: quindi  ad  un  segmento  della  prima  retta  che  abbia  un 
estremo  nel  punto  0,  corrisponde  nell'altra  un  segmento  che 
ha  pure  un  estremo  nei  punto  O. 

405.  Cor.  —  1."  Dato  un  triangolo ,  una  retta  parallela 
ad  un  tato,  divide  gli  altri  due  in  parti 
proporzionali.  B 

Dato  il  triangolo  ABC  (fig-  239),  co- 
struita per  un  punto  D  della  retta  BA 
la  parallela  ad  un  altro  lato  AC,  sì  ha: 


BD:DA::BE:EC. 

E  poiché  le  quattro  grandezze  della 
proporzione  sono  tutte  omogenee,  si  ha 
pure  (§  393)  BD  :  BE  :  :  DA  :  EO. 

9.°.  Pel  teorema  precedente  si  deducono  pure  le  altre 

BA:BD::BG:BE 

BÀ:DA::BC:EC. 

3.°  Costruendo  la  parallela  DH  a  un  altro  lato,  la  quale 

iacoDtri  nel  punto  H  il  lato  AC,  si  ha  pel  corollario  precedente  :- 

AC  :  CH  :  :  AB  :  DB, 
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ma  si  è  trovato: 

AB  :  BÌ>  :  :  BG  r  BE, 
ai  ha  dunque 

AB:BD:  iìtC  :  BE  :  :  AC  :  Gir  ; 
ma  è  OH  ^  DB,  e  deduciamo 

ÀB:BD:  :BC:BÉ:  :  AC:T)E; 

che  contiene  come  caso  particolare  il  teorema  del  §  139. 

Quindi:  se  per  un  punto  della  retta  di  un  lato  d'un  trian- 
golo si  costruisce  la  parallela  a  un  altro  lato  si  ottiene  -un 
altro  triangolo  i  cui  lati  sono  proporsionali  a  quelli  del 
primo. 

40G.  È  Tero  i!  seguente  teorema  inverso  di  quello  di  Talete. 


fr^  Uff 


Teor.  —  Se  sopra  due  rette  son  determinati  da  altre  rette 
segmenti  direttamente  proporsionali,  e  due  fra  esse  son  pa- 
rallele, tutte  le  altre  son  pure  parallele. 

Si  abbia  (fig.  240)  AB:BC:  :A3':Br\  Dico  che  se  AA'e 
BE'  sono  parallele,  anche  CC  è  ad  esse  parallela.  Infatti,  se  eia 
non  fosse,  si  costruisca  da  C  o  da  C  (per  es.  da  C)  la  retta 
CC"  parallela  ad  AA'  e  a  BB',  si  avrebbe  pel  teorema  di  Talete 
AB  :BC  :  ;  A'B'rB'O".  Confrontando  questa  proporzione  colla 
precedente,  si  vede  che  si  avrebbero  due  proporzioni  con  tre 
termini  eguali  e  uno  diseguate.  il  che  ò  impossibile  pel  Cor.  Z.°  del 
§  388.  Dev'essere  dunque  CC'  pai'allela  alle  rette  AA'  e  BB'. 

Se  poi  si  suppone  che  sia  BB'  non  parallela  alle  altre  due 
(fig.  241),  si  costruisca  da  E  o  da  B'  (per  es.  da  E)  la  retta 
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BB"  parallela  aiìe  altre  due,  e  ei  ha  allora  pel  teorema  di  Talete  : 
AB:BC  :  :  A'B"  :  B"C'.  E  confrontando  ooll'ipotew  AB  :  BC  :  : 
:  :  aTB'  :  B'C sì  deduce  che  è: 

À3^:B^::TB^:B^ 

che  è  assurdo,  perchè  se  è  A'B'  >  A'B"  non  può  essere  B'C  > 

>Fc. 

Cor.  —  Se  una  retta  divide  due  lati  di  un  triangolo  in 
iegmenti  proporsionali,  é  paraìiela  aiìa  retta  del  terzo  late 

407.  Teor.  —  Due  segmenti  variabili,  determinati  su  due 
rette  parallele  da  un  fascio  di  rette,  sono  direttamente  pro- 
porzionali. 

Date  le  rette  r  ed  r'  (figure  242,  243)  e  il  fascio  0  di  rette 


^,<t    a\    JS;    >• 


concorrenti,  seconsiderìamoi  segmenti  AB,  BC,.,;  A'B',  B'C  . . . 
determinati  sulle  rette  r  ed  r',  essi  sono  stati  di  grandezze 
univocamente  dipendenti,  perchè,  fissato  un  segmento,  per  es.  : 
aulla  retta  r,  è  determinato  un  segmento  e  uno  solo  corrispon- 
dente sulla  retta  r  e  viceversa. 
Sappiamo  poi  (§  405,  Cor.  2.')  che: 

AB  :  A'B'  :  :OB:ÒB^  BC:B^':  :^;0B' 

dalle  quali  si  deduce: 

ÀB:AB^:  :BC:B^ 

Similmente  si  proverebbe  che  BC  :  B'C  !  :  CD  :  CD',  da  cui, 
confrontando  colla  precedente,  si  deduce:  AB:A'B'::CD: 
:  CD,  e  via  discorrendo.  Dunque  i  segmenti  della  retta  r  e 
della  retti!  *"'  son  direttamente  proporzionali. 
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Se  poi  le  rette  del  fascio  son  parallele,  due  sementi  quo- 

/    /      .     lunque  AB,  MN  della,  retta  r 

m/  fi-/     sono    eguali   ai    corrispondenti 

A3;  FFr  della  retta  r'  (fig.  244) 

e  quindi  è: 

AB  :  MN  :  :  AB^:  M'N'. 
408.  E  vero  il  seguente  teo- 
rema inverso  del  precedente: 
Teor.  —  Se  wp>-a  due  rette  paraliele  son  deteì-minati 
segmenti  direttamente  proporzionali  da  altre  rette,  e  due 
di  queste  passano  per  un  punto,  O  sono  parallele,  tutte  le 
altre  passano  pel  medesimo  punto,  o  sono  anch'esse  pa- 
rallele alle  prime. 

Sieno  r  ed  r'  le  due  rette  parallele:  AB,  BC. .  .  A'B',  B'C  .  .  . 
gli  stati  di  segmenti  determinati  su  di  esse  dalle  rette  AA',  BB', 

OC (fig.  245).  Delle  rette  AA',  BB',  CC . . .  due,  per  es.  :  AA' 

e  BB',  passino  per  un  punto  0;  ogni   altra   retta  CC'   passa 
per  lo  stesso  punto  0.  Infatti,  se  cosi  non  fosse,    costruiamo 
la  retta  OU,  e  sia  0"  il  punto   in  cui 
essa  incontra  l'altra  retta  r'.  Pel  teo- 
rema precedente  si  ha: 

AB  :  aW  :  :  BC  T  mf 

Ma  per  ipotesi  è  pure: 

"ab  :'AB'  :  :  BC  :  B^ 
Dovrebbe     essere    dunque    (§    388, 
"■^  "'■'  Cor.  2.'')  B'C"  =  WC'  e  ciò  contro  l'i- 

potesi che  CC"  non  coincida  con  CC'.  Bisogna  dunque  che  C, 
coincida  con  C",  e  la  retta  CC"  con  la  retta  CC',  che  deve  dunque 
passare  pev  O. 

Se  poi  AA'  e  BB'  son  parallele,  dev'essere  AB  = 
A'B':  e  perciò  anche   BC  =  B'C,  il  che  prova  che 
BCC'B'  è  un  parallelogrammo  e  perciò  an- 
che ce  è  parallela  a  BB';  e  cosi  via. 

409.  Teor.  —  La  bisettrice  d'un  angolo 
interno  d'un  triangolo,  divide  il  lato  op- 
posto in  due  segmenti  che  stanno  fra  loro 
come  gli  altri  due  lati. 
Sia  ABC  il  triangolo  (fig.  246),  BD  la  bi- 
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Mttnce  dell'angolo  B.  La  parallela  da  C  alla  bisettrice  incontri 
in  K  la  retta  AB. 
Pel  1."  coi-ollario  del  §  405,  dal  triangolo  BAC  si  ha: 

ADrliC;  ;  AB:BE 
Di  più  si  ba: 
A^  =  sic;  6BC  =  ScÈ;  e  siccome  è  ÀBD  =  DBG,  è  pure 
BÉC  =  'BCE,  e  da  questo  si  deduce  cbe  è  BC  =  BE  e  perciò 
la  proporzione  precedente  può  scriversi: 

AD  :  DC  :  :  AB  :  BC  ed.  d. 

410.  È  vero  il  teorema  inverso: 

Teor.  —  Se  wn  punto  divide  un  iato  di  un  triangolo 
in  due  segmenti  che  stanno  fra  loì-o  come  gli  altri  du<- 
lati,  la  retta  di  quel  punto  e  del  vertice  dell'angolo  op- 
posto è  bisettrice  di  quest'angolo. 

Sia  ABC  il  triangolo  e  D  un  punto  del  lato  AC,  tale 
che:  AD  :  DC  :  '.  AB  :  BC,  Si  costruisca  BD,  e  da  un  estremo  del 
lato  AC,  per  es.  da  C,  si  costruisca  la  parallela  CE  a  BD,  che 
incontri  in  E  la  retta  AB.  Siccome,  pel  teorema  di  Talete, 
nel  triangolo  ACE,  è  pure  AD:  DC  :  :  AB:  BE,  sappiamo  (§388) 
che  dev'essere  BC^BE;  sono  perciò  eguali  gli  angoli  BEC 
e  BCB;  e  sono  eguali  fra  loro  gli  angoli  ABD  %  DBC  rispet- 
tivamente eguali  ad  essi. 

411.  Teor.  —  Se  la  bisettrice  d'un  angolo  esterno  di  un 
triangolo  incontra  la  retta  del  lato  opposto,  le  distame  del 
punto  d'incontro  dai  due  estremi  di  questo  lato,  sono  pro- 
porzionali agli  altri  due  lati. 

Sia  ABC  (ftg.  247)  il  triangolo,  BD  la  bisettrice  dell'angolo 
esterno  HBC  la  quale  incontri  in  D  la 
retta  del  lato  opposto.  Con  ciò,  suppo- 
niam  o  che  non  sieno  eguali  i  lati  BA, 
BC  (§  146).  Cnstmiamo  da  C,  cioè  da 
quell'estremo  del  lato  AC  cbe  è  a  mi- 
nor distanza  da  D,  la  parallela  a  BD 
e  sia  CE.  Poiché,  per  l'ipotesi  fatta, 
BD  incontra  la  retta  AC  ossia  BD  è  /"//.  2i7 

una  corda  dell'angolo  BCD  adiacente 

all'angolo  BCA,  la  semiretta  CE  è  interna  a  quest'angolo,  e 
incontra  il  Iato  AB  in  un  punto  interno  E.  Nel  triangolo  ABD 
1%  405)  8Ì  ha:  AD:  CD  :  :  ABiÉBÌ 


D,™-,7Pril>,'G0l)^le 


202  ORANSBZZe  PROPORZIONAU, 

Dijóù  3i  ha  ^5"=  fiCETfiBB  =  ÉÈC.  E  poiché  è  per  ipo- 
tesi  CBD=  HKT,  si  deduce  ohe  è"ÉcE  ="860  e  perciò  BG  = 
=  EU,  e  la  proporzione  precedente  può  scrìversi: 
AD:CD::  AB:BC. 

È  vero  il  teorema  inverso: 

Teor.  —  Dato  sulla  retta  di  un  lato  di  un  triangolo 
un  punto  esterno  a  questo  lato,  se  le  sue  distanze  dagli 
estremi  del  lato  stesso  sono  proporsionali  agii  altri  due  iati, 
la  retta  di  quel  punto  e  dei  vertice  dell'angolo  opposto  di— 
vide  per  metà  l'angolo  esterno  adiacente  a  questo. 

La  dimostrazione  è  analoga  a  quella  del  §  410. 

412.  ProbL  —  Costruire  un  segmento  quarto  proporzio- 
nale rispetto  a  tre  segmenti  dati 

Sieno  À^  ^,  EP  i  tre  Beventi  dati  (&g.  34S).  Su  un  lato 
di  un  angolo  arbitrario  V  si  prenda 
un  segmento  VM  che  sia  eguale  ad  AB, 
e  abbia  un  estremo  nel  vertice  V  del- 
l'angolo; e  successivamente  un  altro  seg- 
mento MN  eguale  a  CD.  Sull'altro  Iato 
dell'angolo,  si  prenda  VP  =  EF;  si  co- 
struisca la  retta  MP  e  la  sua  parallela 
/>>  2(/  '  ^^  ^'  '*  quale  incontra  il  lato  VP  in 
'  un  punto  Q. 

Il  segmento  PQ  e  il  segmento  richiesto:  infatti,  pel  teorema 
dì  Talete,  si  ha: 

VM  :  MN  :  :  VP  :  PQ 
ossia: 

AB  :  CD  :  : EP : PQ 

413.  Probi.  —  Costruire  un  segmento  terso  ^oporzionafe 
rispetto  a  due  segmenti  dati. 

Sieno  AB,  CD  i  due  segmenti  dati ,  e  sia  CD  il  medio  pro- 
porzionale fra  AB  e  il  segmento  incognito.  Sì  ripeta  la  eo- 
struzione precedente,  supponendo  EF  ==  CD,  ossia  prendendo 
anche  VP  =  OD  =  MNTSarà  PQ  (fig.  248)  il  segmento  richiesto. 

414.  Ptohl.  —  Costì-ìiire  un  segtiiento  medio  proporzionale 
di  due  segmenti  dati. 

Siano  AB,  CD  i  due  segmenti  dati  (fig.  249).  Su  una  retta 
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si  prenda  un  segmento  MN  ^^lale  »I  maggiore  di  eBsi,  per 
es.  AB,  e  un  segmento  MP  uguale  al  minore  e  sovrappo- 
sto al  primo  con  un  estremo 
comune.  Dal  punto  P  certar 
mente  interno  al  segmento 
MN,  si  costruisca  una  semi- 
rettaPQ  arbitraria,  e  su  MN 
si  eostruisca  un  arco  capace 
dell'  angolo  MPQ.  Se  Q  è 
il  punto  in  cui  la  semiretta 
PQ  incontra  l'arco,  il  seg- 
mento MQ  è  il  segmento  richiesto. 

Sulla  semiretta  MQ  si  prenda  il  segmento  MR  =  MP  e  si 
coatruisea  RS  parallela  a  QN.  I  triangoli  MPQ  e  MRS,  avendo 
MR=  MP,  l'angolo  M  comune,  e  essendo  ìSrs  =  MQN  = 
=  tìP&.  sono  eguali,  ed  è  MS  =  MQ.  Ma  poiché  RS  è  pa- 
rallela a  QN,  pel  teorema  di  Talete  si  ha: 

MN  :  MS  :  :  MQ  :  MR 

ossia: 

MN:MQ:  ;  MQ:;MP 
cioè  MQ  è  medio  proporzionale  fra  MN  e  MP  ossia  fra  AB  e 
CD,  come  si  voleva. 

Scolio.  —  Si  poteva  eostruire  PQ  perpendicolare  a  MN;  e 
allora  l'arco  MN  sarebbe  stato  il  aemicircolo  dì  diametro  MN. 

415,  Probi.  —  Dividere  un  segmento  in  partì  proporzio- 
nali a  segmenti  dati. 

Per  un  estremo  A  del  segmento  dato  AB  (fig.  250)  ai  co- 
struisca una  semiretta  qualun- 
que, e  su  questa,  da  A,  si  costrui- 
scano consecutivamente  i  seg- 
menti AM,  MN,  NP,  PQ  eguali 
a  quelli  dati.  Le  rette  costruite 
per  gli  estremi  di  questi  seg- 
menti e  parallele  alla  retta  Qli 
dell'ultimo  estremo  Q  e  di  B, 
dividono,  pel  teorema  di  Ta- 
lete, il  segmento  AB  in  parti  proporzionali  ai  segmenti  dati. 

Se  questi  sono  eguali ,  il  segmento  resta  diviso  in  parti 
uguali  (§  102). 
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Poligoni  simili. 

416  TflOP.  —  Dato  un  poligono,  ne  esistono  innt(fneret>otÌ  ai- 
tri,  tali  che,  per  ognuno  di  essi,  gli  angoli  sono  ordinatamente 
egtiali  a  quelli  del  poligono  dato,  e  due  lati  qualunque  sono 
proporzionali  ai  lati  adiacenti  agli  angoli  eguali  net  poli- 
gono dato. 
Sia  dato  il  poligono  ABCDE  (fig.  251).  Da  un  vertice  qa»- 
A  lunque,  per  es.  A,  ei  costruiscano  le  dia- 

gonali AC,  AD;  e  da  un  punto  qualunque 
^  P  della  retta  AB,  si  costruisca  PQ  pa- 
'  rallela  a  BC  fino  a  incontrare  in  Q  la 
di^onale  AO:  poi  QR  parallela  a  CD  fino 
a  incontrare  in  R  la  diagonale  AD  e  ana- 
logamente si  costruisca  RS.  Il  poligono 
APQRSha  evidentemente  gli  angoli  eguali 
FraSJ/^       a  quelli  del  poligono  dato,  perchò  i  lati 
'  dei  due  poligoni  sono  paralleli.  Di  [uù  se 

si  considerano  due  lati  BC  e  DE  del  primo  e^quelli  del  secondo 
adiacenti  agli  angoli  eguali,  cioè  PQ  ed  RS,  si  ha: 
BCrPQ:  :DÈ:RS 
Difatti,  pel  teorema  di  TaJete  (§404)  è  nel  triangolo  ABC: 
BCrPQ:  :  AC:ÀQ 
e  nel  triangolo  AGD: 

GD:QR:  :XO:AQ 
quindi  (§  373) 

BG:PQ;:CD:QR 
Ma  è  pure  nei  triangolo  ACD: 

"CD:QR  ;:  AD:AR 

e  dal  triangolo  ADE: 

DE:RS  ::  AD:ÀR 
quindi  èr 

CU  T  OR  :  :  DE  :  RS 

E  confrontando  questa  con  la  proporzione  BC  :  PQ  ;  '.  CD  :  QR, 
precedenftìmente  Ijovata^  si  deduce: 

BC  :  PQ  ;  :  DE  :  ^  che  voleraai  dimostrare. 
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417.  Dei  —  Due  poligoni  convessi  dello  stesso  numero  di 
lati  si  dicono  simili,  se  si  . 

possono  far  corrispondere  i  yx^ 

lati  e  gli  angoli  in  modo,  /  ^\^  -^ 

che  siano  proporzionali  i  lati         ./  ^^S^      y'^i 

corrispondenti,  ed  uguali  gli       ^/ ^^"""^  s  -^ 

angoli  compresi  fra  lati  cor-  e  '■' 

rispondenti.  Cosi  sono  simili  -^''^.2^2 

i   due    poligoni    ÀBCD,    e 

A'B'CD'  ^.  252)  se  ò_A  =  A',  B  =_B',_C_=  G',^  —  De 
insieme  AB  :  A'B'   :  :  BC  :  BC  :  :  CD  :  CD'  :  :  DA  :  D'A'. 
I  lati  corrispondenti  sì  chiamano  anche  omologhi. 

418,  Cor.  1.".  —  Ogni  poligono  è  simile  a  sé  stesso. 
2."  Due  poligoni  convessi  uguali  sono  simili. 

3."  Due  poligoni  regolari  che  hanno  lo  stesso  numero 
di  lati  sono  simiti. 

Infatti  gli  angoli  sono  eguali,  perchè  sono  eguali  fra  loro  gli 
angoli  di  ciascun  poligono,  ne  è  lo  stésso  il  numero  e  ne  è  ^uàle 
la  somma  (g  159).  È  due  coppie  di  lati  corrispondenti  sono 
in  proporzione,  perchè  se  AB  e  CD  son  due  lati  di  uno,  e  A'B' 
CD'  i  lati  corrispondenti  dell'altro,  si  ha  sempre  AB  :  A'B'  ;  ; 
:  ■  CD  :  CD',  essendo  per  ipotesi  AB  =  CD,  A'B'  =  CD' 
®  371  cor.  3."). 

3,"  Due  poligoni  simili  si  possono  sempre  disporre  in 
modo  da  avere  paralleli  i  lati  corrispondenti  (§  59,  Cor.). 
419.  Def.  —  Due  poligoni  che 
hanno  i  lati  omologhi  paralleli, 
,     _     jf'        .  j-    sì  dicono  similmente  posti. 
I  "r^l   sZ-^  "120.  Teor.  —  Due  poligoni 

\       I      ]        I       simili  ad  un  terzo  sono  simili 

\ Ik'  /        fra  loro. 

'■  ^  J (a-  SienoABCD  e  A'B'CD' due  po- 

Tt^  2JJ  ligoni,ambeduesimilialpoligono 

A"B"  C"D".  Essendo  (fìg.  253) 
ABC  =  A"B'tt",  e  A'B^'  =  A'3"C"  è  ABC  =  A'B'C';  e^poichè 
lo  stesso  si  può  ripetere  per  le  altre  coppie  di  angoli,  i  due  po- 
ligonì  ABCD  e  A  ts'C'D'  hanno  gli  angoli  eguali.  Di  più  è: 
AB  :  A'3"  :  :  CD:  CD",  e  A'B';  A"B"  ;  :  CD'  :  C"D"  e  perciò, 
pel  teorema  del  §  388,  è  AB:  A'B'  ;  :  CD  :  CW;  e  poiché 
questo  ra^onamento  può  ripetersi  per  ogni  coppia  di  lati  cor- 
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rispondenti,  è  provato  anche  che  i  due  poligoni  ABCD,  A'B'CD' 
hanno  i  lati  corrispondenti  proporzionali,  dunque  sono  simili.- 
421.  Teor.  —  Dati  due  triangoli,  se  ogni  angolo  di  uno 
è  eguale  a  un  angolo  corrispondente  dell'altro,  i  lati  cor- 
rispondenti sono  proporzionali  e  i  triangoli  sono  simili. 
Sieno  ABC  e  A'B'C  i  due  triangoli 
(%.  254)  e  sia  A  =  A^f  B  =  B'  e 
perciò  C  =  C  Sulle  semirette  BA  e 
BC  si  prendano,  a  partire  da  B,  due 
segmenti  eguali  ai  lati  B'A',  B'C.  Se 
fosse  B'A';=  BA,  i  dae  triangoli  sar 
,y  rebbero  eguali  e  perciò   simili.  Se 

'^'  non  è  WA'  ='bA  sia  BA'  ="BM  e 

B'C'=BN.  Sono  eguali  i  triangoli  BMN  e  BAC,  avendo  un 
angolo  eguale  compreso  fra  lati  eguali;  è  dunque  Sm?)  = 
=  KA'C',  e  poiché  è  BAC  =  B'A'C'  è  pure  BMrr=  gXc,  e 
MN  è  parallela  ad  AG.  Pel  corollario  del  teorema  di  Talete  si  ha: 


ba:BM  ;  :  bc^:  bn  :  :  acjvin, 

ma  è  BM  =  FA',  BN  =  B'C,  MN  =  A'C,  si  ha  dunque 

BA  :  B^  :  ;  BC  :  B^  :  :  AC  :  À'C  e.  d.  d. 

Scolio.  —  Sì  osservi  che  nei  triangoli  simili  sono  corri- 
spondenti i  lati  opposti  ad  angoli  eguali. 

422.  Teor.  —  Se  i  lati  corrispondenti  di  due  triangoli 
sono  proporzionali,  gli  angoli  corrispondenti  sono  eguali, 
ossia  i  triangoli  sono  simili. 

Sieno  ABC,  A'B'C  (fig.  254)  i  due  triangoli  e  si  abbia: 

BA:Fa'  ::^:Fc'::  AC:  A^'- 

Preso  BM  =  B'A'  (e  anche  qui ,  se  M  coincidesse  con  A,  i 
due  triangoli  sarebbero  eguali  e  perciò  simili),  si  costruisca  MN, 
parallela  ad  AC.  Pel  corollario  del  teorema  di  Talete  si  ha; 


BA  :  BM  :  :  BC  :  BN  :  :  AC:  MN- 
Confrontando  colle  proporzioni  precedenti,  essendo  BM  =  B'A', 
si  deduce  BN  =  WC',  MN  =  Pc';  ed  i  due  triangoli  A'B'C. 
BMN,  avendo  i  tre  lati  eguali,  sono  eguali.  E  dunque  MBN  = 
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=  ^5^  e  di  più  6mÌ?  =  FA^,  ^M  =  MrÀ';maesBendo 
MN  jrarallela  ad  AC,  è  BMN  =  ÉAC,  SNM  =  ^A  ;  è  dun- 
que BVl^'  =  BÀC,  BV^'  =  'SCA.  1  due  triangoli  hanno  dun- 
que gii  angoli  eguali,  ed  avendo  i  lati  corrispondenti  p.'Opor- 
zionali,  sono  simili. 

423.  Teor.  —  Se  dite  triangoli  hanno  un  angolo  eguale 
compreso  fra  lati  proporzionali,  hanno  eguali  pure  gli  altri 
angoli,  e  gli  altri  lati  sono  pure  proporzionali;  ossia  i  due 
triangoli  sono  simili. 

aeno  ABC,  A'B'C  i  due  triangoli  (fig.  254)  e  siaB=B' 
e  BA  :  B'A'  :  :  BC  T  B'C.  Preso  su  BA  un  segmento  BM  eguale 
a  B'A'  (anche  qui  se  M  coincidesse  con  A',  i  due  triangoli 
dati  sarebbero  eguali  e  perciò  simili),  e  costruita  la  parallela 
MN  ad  AC,  si  ha,  pel  teorema  di  Talete  (Cor.) 

AB:BM::  BC:BN. 

e  poiché  è  BM  ^  B'A',  confrontan<lo  questa  pi-oporzione  con 
la  precedente,  si 'deduce  B'C  =  EN  :  quindi  i  due  triangoli 
MBN,  A'B'C,  avendo  un  angolo  eguale  compreso  fra  lati  eguali 
sono  eguali;  ma  è  MBN  simile  al  triangolo  ABC;  è  dunque 
anche  A'B'C  simile  al  triangolo  ABC, 

424.  Teor.  —  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  paralleli , 
sono  simili,  e  i  lati  paralleli  sono  i  corrispondenti. 

Se  A,  B,  C  sono  gli  angoli  di  uno  dei  triangoli  e  A',  B',  C 
i  corrispondenti  dell'altro;  poiché  i  loro  lati  sono  paralleli,  si 
ha  che  A  e  A'  sono  eguali  o  supplementari ,  e  così  B  e  B', 
C  e  C  {§  59).  Non  possono  gli  angoli  di  due  di  queste  coppie  es- 
sere supplementari,  perchè  la  loro  somma  sai'ebbe  quattro  an- 
goli retti  e  questa  è  invece  la  somma  di  tutti  gli  angoli  dei  due 
triangoli;  dunque  gli  angoli  di  due  coppie  devono  essere  eguali, 
per  e8,:A=A',  B^B';  ma  se  due  triangoli  hanno  due  an- 
goli ^uali,  anche  gli  altri  sono  pure  eguali;  è  dunque  anche 
C  =  C';  e  i  due  triangoli  avendo  gli  angoli  eguali  sono  simili. 

425.  Teor.  —  Se  le  rette  dei  lati  di  un  triangolo  sono 
perpendicolari  alle  rette  dei  lati  d'  un  altro  triangolo ,  i 
due  triangoli  sono  simili. 

Si  imiti  la  dimostrazione  precedente,  ricordando  il  teorema 
del  §  60. 

Cor.  —  1."  Due  triangoli  che  hanno  i  lati  rispettivamente 
perpendicolari,  sono  simili. 
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2.°  Se  in  un  triangolo  rettangolo  si  costruisce  la  perpen- 
dicolare dal  vertice  dell'angolo  rettjj  sull'ipotenusa  (flg.  255) 
il  triangolo  è  diviso  in  due  triangoli  ABI),  ADC:  e  i  lati 
AB,  BD,  AD  del  primo  sono  rispettivamente 
perpendicolari  ai  lati  AC,  AD,  DO  del  secondo: 
quindi  sono  simili  ed  è: 


BD  :  AD  :  :  AD  :  DC 

In  un  triangolo  rettangolo  l'altesxa  cor- 

rispondenteaW  ipotenusadivide  questa  indue 

segmenti,  dei  quali  essa  è  media  geometrica. 

3."  Il  triangolo  rettangolo  ABC ,  e  ognuno  dei  triangoli 

ABD,  ADC  in  cui  lo  divide  l'altezza  AD  (fig.  2^)  hanno  gli 

angoli  retti  eguali  e  un  angolo  comune  e  perciò  sono  simili. 

Si  ha: 

BC: AB  ;  :  ÀB:BD  BC: AC  :  :  AC:DC 

ossia: 

In  un  triangolo  rettangolo,  un  cateto  è  medio  geome- 
trico fra  l'ipotenusa  e  la  p-opria  proiezione  su  di  essa. 

426.  Servendoci  dei  teoremi  precedenti  si  possono  dare  ora 
altre  risoluzioni  del  problema  del  §  414,  cioè: 

Probi.  —  Costruire  un  segmento  medio  proporzionale 
rispetto  ad  altri  due. 

Sieno  AB  e  CD  i  due  segmenti  dati.  Si  dispongano ,  conte 
MN  e  NP,  in  modo  da  esser  con- 
secutivi sulla  medesima  retta 
(fig,  256).  Si  costruisca  un  se- 
micircolo, che  abbi  a  per  diametro 
MP,  e  la  perpendicolare  da  N 
al  diametro.  Il  segmento  NQe 

il  segmento  richiesto:  infatti  il  «  „  ^ 

triangolo  MQP  è  rettangolo,  e  fìj  zS6 

l'altezza  QN  è  media  proporzio- 
nale rispetto    ai    due  segmenti    in   cui    è    divisa  l' ipotenusa. 

La  costruzione  del  §  414,  nel  caso  che  la  semiretta  PQ  sìa 
perpendicolare  ad  MN,  è  confermata  dal  corollario  3."  del  § 
precedente. 

427.  Teor.  —  Ihi.e  poligoni  simili  si  possono  sempre  de- 
comporre in  uno  stesso  numero  di  triangoli  simili. 

Siano  ABCDE,  A'B'C'D'E'  i  poligoni  dati,  simili  (%.  257). 
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Preso  un  punto  0  interno  di  uqo  di  essi ,  costruendo  i  se- 
menti OA,  OB,  OC...  il  poligono  resta  diviso  nei  trian- 
goli OAB,  OBC,  OCD...  Da  due  Tcrtioi,  per  es.:  A'eB'  dei- 
l'altro  poligono,  si  costruiscono  le  retf«  A'O',  B'O',  in  modo 
che  sia B'A'O' =  BAO  eA^'0'  =  ABO;  esse  s'incontrano  in 
un  punto  0  interno  al  poligono.  Se  ai  eostruiscono  i  segmenti 
O'C,  OD'....  il  poligono  resta  diviso  in  tanti  triangoli  simili 
ai  triangoli  nei  quali  è  diviso  il  poligono  ABCDE. 

I  due  triangoli  ABO,  A'B'O'  sono  simili  per  eostruzione.  È 
quindi:  AB  :  A3' :  .  BO  :  Fo*;  ma   è  pure   per  ipotesi,  AB: 
:  A'B'  :  :  BC:B'C';  adunque  b5:F0'  "  '  BC:B'C';di   più  gli 
angoli  OBC,  03'C'  sono  uguali  come 
differenze  di  angoli  eguali.  I  due  trian-  .. 

goli  BOC,  B'O'C,  hanno  dunque  un 
angolo  eguale  compreso  fra  lati  prò- . 
porzionali  e  perciò  sono  simili.  "Tale' 
ragionamento  può  ripetersi  per  le  altre 
coppie  di  triangoli  e  il  teorema  è  di- 
mostrato. "  ^y,  2Jf 

Cor.  —  Se  i  punti  0  e  0'  coinci- 
dono con  due  vertici  corrispondenti,  i  poligoni  son  divisi  in 
triangoli  simili  dalle  loro  diagonali.  Allora  si  può  dire: 

Le  diagonali  uscenti  da  due  vertici  corrispondenti  di  due 
poligoni  simili  dividono  i  poligoni  in  uno  stesso  numero 
di  triangoli  simili. 

428,  Teor.  —  Dati  due  poligoni  e  un  punto  sulla  super- 
ficie di  ciascuno  di  essi,  se  le  distanze  di  questi  punti  dai 
vertici  dei  rispettivi  poligoni  dividono  questi  in  triangoli 
ordinatamente  simili,  i  due  poligoni  sono  simili. 

Sieno  ABCDE,  A'B'CD'E'  i  due  poligoni  (flg.  257)  0  e  0' 
i  vertici  comuni  dei  triangoli.  Due  angoli  corrispondenti  dei 
poligoni,  come  BAE,  B A'E'  sono  eguali,  perchè  somme  degli 
angoli  BAO,  OAE  e  B'A'O',  O'A^E'  rispettivamente  eguali,  come 
angoli  cornspondenti  di  triangoli  simili.  Lo  stesso  si  può  dire 
degli  altri  angoli  corrispondenti  dei  poligoni:  dunque  gli  an- 
goli corrispondenti  sono  esuali. 
Dai  triangoli  ABO,  A'BO'  si  ha: 

AB:À3':  -.bO-.Wo' 
6  dai  triangoli  EOO,  B'O'C: 

Bd:FO'::BG:FC'; 
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dunque  è 

AB:A1':  :  BCrBXr 
e  cosi  di  seguito.  I  lati  corrispondenti  sono  dunque  propor- 
zionali e  i  poligoni  sono  simili. 

Cor.  —  Se  i  vertici  comuni  dei  triangoli  coincidono  con  due 
vertici  corrispondenti  dei  poligoni,  il  teorema  può  enunciarsi 

Se  due  poligoni  son  divisi  dalie  diagonali,  uscenti  da 
vertici  corrispondenti,   in  uno  stesso  numero  di   triangoli 
ordinatamente  simili,  i  due  poligoni  sono  simili. 

429.  Probi.  —  Dato  un  poligono,  costruirne  un  altro  s 
mile  ad  esso,  e  che  abbia  per  vertici  corrispondenti  a  dv 
vertici  del  poligono  dato,  due  punti  dati. 

Sia  ABCDE  il  poligono  dato  (%.  258)  e  A'  e  C  i  due  punti 
dati  corrispondenti  ai  vertici  A  e  C. 

A s     A'       f    Diviso  il  poligono  io  tanti  triangoli 

/Vv  1       per  mezzo  delle  diagonali  uscenti 

0.\l£,     dal  vertice  A,  se  colla  retta  C'A' 

^y^        si  formano  gli  angoli  C'A'B',  A'C'ff 

eguali  agli  angoli  CAB  e  ACB,  si 

^        j  LJ.Z58  jja^  jj  triangolo    A'B'C  simile  al 

triangolo  ABC;  e  cosi  disunito, 

formando  i  triangoli  A'C'D',  A'DE'  simili  rispettivamente  ai 

triangoli  ACD,  ADE,  si  ha  un  poligono  A'B'C'D'E'  simile  a 

quello  dato. 

Oppure  si  possono  costruire  i  segmenti  quarti  proporzionali 
rispetto  ad  AC,  A'C,  AB,  e  rispetto  ad  AC,  A'C,  GB  e  sieoo 
A'B',  e  C'B'.  n  triangolo  A'B'C,  avendo  i  lati  proporzionali  ai 
lati  del  triangolo  ABC  è  ad  esso  simile.  Cosi  si  costruirebbero 
i  triangoli  A'C'D',  A'D'E',  simili  rispettivamente  ai  triangoli 
ACD,  ADE,  e  il  poligono  A'B'C'D'E    è   il  poligono  richiesto. 

430.  Teop.  —  Tìaii  due  poligoni  convessi  d'ugual  numero 
di  lati,  se  é  possibile  far  corrispondere  i  loro  elementi  in 
modo  che  si  riconoscano  proporzionali  tu,tfi  i  lati  e  eguali 
tutti  gli  angoli,  e  non  si  sappia  nulla: 

1."  0  di  due  lati  consecutivi  e  dell'angolo  compreso, 

2."  o  di  un  lato  e  di  due  angoli  adiacenti, 

3."  0  di  tre  angoli  consecutivi, 
i  due  poligoni  sono  simili.  __ 

1."  DaU  i  due  poligoni  ABCDE,  A'B'C'D'E',  sia  AB  :  A3'j^ 
::  BC:B'0'::CD:0'D'  e  A  =  'A',  B="B',  C  =  'C^,  D=D^ 
Dico  che  i  due  poligoni  sono  simili  (flg.  259). 
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Preso  un  segmeDto  A"B"  ^  A'B',  si  costruisca  un  poligono 
simile  al  poligono  ABCDE,  in  modo  che  ai  vertici  A,  B,  cor- 
rispondano ì  punti  A",  B"  e  sia  A"B"C"D"E",  Si  ha: 
AB  :  A"B"  :  :  BC  :  B"C"  :  :  CD  :  C^'.  Confrontandola  con  le 
proporzioni  precedenti,  si  deduce,  essendo  A"B"=^ A3', cheè 
B^'  =  B^,  C"D"  =  (TDT  Di  piagli  angoli  dei  poligoni  ABCDE, 
A"B"C"D"E"  sono  eguali  e  siccome  è  B  =  B',  C  =  C  ecc. ,  è 
pure  À"^'À',  B*=  b;  C"^= 

C,  D"  =  D'.  Sicché  i  due  poligoni  ^-.    »  -V       r 

A'B'C'D'E'.A 'B"C"D"E"  (§  1G3)  sono  X    ^,     \^^' 

eguali;  maèilpoligono  A"B"C"D"E"     '**C  I        '^" 

simile  al  polìgono  ABCDE;  anche  il  ^-.„-^'^  ^V^t"" 

poligono  A'BTJ'D'E' è  simile  al  pò-  ^        '^\^^- 

ligono  ABCDE.  />,  z^y    ■»' 

2."  Sia  A=  A',  §  =  B',  C  =  C', 
e  AB  :  A'B'  :  :BC:  B'C  :  tCD-.CÌy  :  :  DE:  D'E'.  Preso  il  seg- 
mento A"B"  eguale  ad  A'B'  si  costruisca  il  poligono  A"B"G"D"E" 
simile  al  poligono  ABCDE.  Sì  prova  che  il  poligono  A"B"C"D"E" 
è  uguale  al  poligono  A'B'C'D'E'  {§  164),  e  perciò  questo  è  simile 
al  poligono  ABCDE,  _  

3."  Sia  A  =  À\  B  =  F,  e  "aB:A3';  :  BO:  W;  :  CD  : 
:  C^  :  :  DE  :  D^'  .[Ek:  ÉTT  Preso  il  segmento  A'3  "  eguale 
ad  TW,  si  costruisca  i!  poligono  A''B"C"D"E"  simile  ad  ABCDE. 
Sì  prova  (§  165)  cheli  poligono  A"B"C"D"E"è  uguale  al  po- 
ligono A'B'C'D'E',  e  perciò  questo  è  simile  al  poligono  ABCDE. 

Altri  teoremi  sulle  ragioni  di  grandezze. 

431.  Teor.  —  Le  strisele  sono  direttamente  proporzionali 
alle  loro  larghezze. 

Le  strisele  e  le  loro  larghezze,  considerate  come  grandezze 
variabili,  sono  dipendenti  univocamente,  perchè  data  una  striscia 
;>  individuata  la  sua  lai^hezza,  e  viceversa.  Di  più  sono  insieme 
crescenti  o  decrescenti,  e  a  stati  eguali  di  una,  corrispondono  stati 
eguali  dell'altra;  e  sono  corrispondenti  stati  equimultipli  di 
stati  corrispondenti.  Il  teorema  è  dunque  dimostrato. 

432.  Teor.  —  Olì  archi  di  uno  stesso  circolo  o  di  circoli 
eguali  sono  direttamente  proporzionali  agli  angoli  al  cen- 
tro che  ii  comprendono. 


D,™-,7Pril>,'G0l)'^le 


212  GRANDEZZE   PROPORZIONALI. 

Tali  archi  e  tali  aagoli,  considerati  come  grandezze  varìa- 
bili,  sono  univocamente  dipendenti,  perchè  (^ni  stato  dell'arco 
individua  un  solo  stato  dell'angolo  e  viceversa. 

Di  più,  a  stati  eguali  dell'arco,  corrispondono  stati  eguali 
dell'angolo;  sono  insLome  crescenti  o  decrescenti;  e  sono  corri- 
spondenti stati  equimultipli  di  stati  corrispondenti.  La  verità 
del  teorema  è  dimostrata. 

433.  Teor.  —  /  settori  di  uno  stesso  circolo  o  di  circoli 
eguali  sono  direttamente  proporzionali  ai  loro  angoli  al 
centro;  e  agli  archi  che  li  contpì-endono. 

Si  dimostra  come  i  precedenti. 

434.  Teor.  —  /  triangoli  che  hanno  eguale  un'altezza,  o 
lina  base,  sono  direttamente  proporzionali  alle  basi,  o  alle  al- 
tezze corrispondenti. 

I  triangoli  che  hanno  eguale,  per  es.  un'altezza,  possono  con- 
siderarsi come  stati  di  una  grandezza  variabile:  e  le  loro  basi 
come  stati  di  un'  altra  grandezza  variabile  univocamente  di- 
pendente dalla  prima;  perchè  dato  il  triangolo,  è  individuata 
fa  base  e  viceversa;  e  stati  equimultipli  di  stati  corrispondenti 
sono  corrispondenti.  Dunque  i  triangoli  sono  direttamente  pro- 
porzionali alle  basi. 

Nello  stesso  modo ,  se  i  triangoli  hanno  eguali  le  basi ,  si 
trova  che  essi  sono  proporzionali  alle  altezze. 

435.  Analogamente  si  dimostra: 

Tsor.  —  /  parallelogrammi  (e  perciò  anche  i  rettan- 
goli) che  hanno  eguale  un'altezza  o  una  base  sono  diret- 
tamente proporzionali  alle  basì  o  alle  altezze  corrispondenti. 

436.  Toor.  —  /perimetri  di  due  poligoni 
simili  stanno  fra  loro  come  due  qualunque 
lati  corrispondenti. 

Dati  i  poligoni  simili  ABCDE,  A'B'C'D'E' 
(flg.  260),  si  ha:  AB  :Tb'  ;  ]  BC _:  B^  ;  :"'CD^ 
C^:  :  DE^'E'  :  :  EA:  E'A'  e  quindi  è: 
AB-t-BC  -hCD-f  DE  +  EA;  A'B'-t-  B'C'  4- 
+  CD'  -I-  D'E'  +  E'A'  :  :  AB  :  A'B'  (§  391)  ; 
ossia  i  perimetri  stanno  fra  loro  come  due 
lati  corrispondenti. 

437.  Teor.  —  Le  superficie  di  due  poli- 
goni simili  stanno  fra  loro  come  un  lato  qualunque  del 
primo  sta  al  segmento  terso  proporzionale  rispetto  ad  esso  e 
al  lato  corrispondente  del  secondo. 

Dimostriamo  prima  il  teorema  per  due  triangoli   simili,  e 
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sieno  (flg^  261)  BAC,  BA'G'r  auila  semiretta  B'A'  si  prenda 
313=84  e  si  costruisca  A'H  parallela  a  TtC'.  II  triangolo 
BTÌK  è  equivalente  al 
triangolo  A'B'C  {§  301). 
Di  più  le  altezze  AP  e 
DQ  dei  triangoli  ABC  e 
DBII  sono  eguali  per  l'e- 
guaglianza dei  triangoli 
rettangoli  ABP  e  DB'Q. 
Ma  due  triangoli  che  han 
la  stessa  altezza  stan  fra 
loro  come  le  basi,  quindi 
BAC:  B'DH  :  :  BC:  B^H:  ed  essendo  B'DH  =  B'A'C  avremo 
BAC  :  B'A'C  ;  ;  BC  :  B'H.  Resta  dunque  da  dimostrare  che  è 
ffll  il  segmento  terzo  proporzionale  rispetto  a  BC  e  B'C. 
Nel  triangolo  B'DC,  essendo  A'H  parallela  a  CD  ai  ha: 

Bti  :  BX  ;  :  B^'  :  BÌl 
E  poiché  èB'D  =  BA,  abbiamo: 

BA:BX::  FCrFH. 
Ma  è 

hk-.WT'::  BG:FC 
j.        perchè  i  triangoli  sono  simili.    E    dunque 
A.^^^^^^^^^^^  BC  :  B^  ;  :  FC:  Bll 

\Z^^^"      il  che  prova  che  B'H  è  terzo  proporzionale 
rispetto  a  BC  e  B'C. 

Se  son  dati  due  poligoni  simili  (%.  262)  si 
dividano  in  triangoli  per  mezzo  delle  dia- 
gonali uscenti  dadue  vertici  omologhi,  peres.: 
A  ed  A'.  Se  si  chiamano  A"B",  A"C",A"D"... 
i  sementi  terzi  proporzionali  rispetto  ad  AB  e  A'B',  AC  e  A'C, 
ADeA'D'.ece.a 


<^>  2>^2 


ABC  :  A'B'C  :  :  AC  :  A"C",  ACD  :  A'CD'  :  :  AG  :  A"C' 
dalle  quali  si  deduce  ABC  :  A'B'C  :  :  ACD  :  A'CD'. 
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Ma  è  aoche 

AGD  :  A'CD'  :  ".  AD  :,A"D"  e.  ADE  :  AT/E'  :  :  AD  :  A^' 
quindi  è  AGD  :  A'CD'    :  ADE  :  AD'E'. 

E  cosi  di  seguito  :  sicché  si  ha  :  ABC  :  A'B'C  :  :  AGD  r  A'CD' 
:  :  ADE  :  A'D'E'  :  :  AB  :  A"ii".  E  pel  teorema  del  §  391  è: 
ABG  +  AGD  +  ADE  :  A'B'C'  +  A'C'D'  +  A'D'E'  ;  ;  AB  :T^' 
ossia 

ABCDE  :  A^'CD'E'  ;  :  AB  :  A^ 

438.  Cor.  —  1."  Poiché  due  quadrati  son  sempre  simili  (§  418, 
Cor.  3)  se  si  costruiscono  i  quadrati  di  due  lati  corrispondenti 
dei  poligoni  simili  dati,  per  es.  :  AB  e  A'B',  si  ha.  pure: 

AB'  :  :  rfii'  :  :  AB  :  I^W. 

E  poiché  é  pure: 

ABCDE  :  A'B'C'D'E'  :  ;  AB  :  A^, 

deduciamo  ABCDE  :  A'B'C'D'E' ::  AB*  :  À^''  cioè:  due  poli- 
goni simili  stanno  fra  loro  come  t  quadrati  di  due  lati 
corrispo  ridenti. 

2."  Se  quattro  segmenti  formano  una  proporzione,  i  loro 
quadrati  f orinano  pure  una  proporzione.  Infatti,  se  AB  : 
:  CD  :  :  EF  :  GH,  si  costruisca  un  triangolo  qualunque  che  ab- 
bia due  lati  eguali  a  AB  e  EF,  e  un  altro  triangolo  che  ab- 
bia due  lati  ^uali  a  CD  e  GH  e  l'angolo  compreso  uguale  al- 
l'angolo compreso  dai  lati  corrispondenti  nell'altro  triangolo. 
I  due  triangoli  cosi  cMtruiti  sono  simili,  e  indicando  le  loro 
superficie  con  T  e  T',  si  ha,  pel  corollario  precedente:  T  r  T'  :  : 
:  :  AB-:  CD*,  0  anche  T  :  T' :  ;  ÉP*:GH-;  il  che  prova  che  si 
ha  AB*:CD^  :  :  EF-rGH'- 

439.  Teor.  —  I  perimetri  di  due  poligoni  regolari,  che 
hanno  lo  stesso  numero  di  lati,  stanno  fra  loro  come  gli  apo- 
temi  e  anche  come  i  raggi;  e  le  superficie  dei  due  poligoni 
stanno  fra  loro  come  i  quadrali  degli  apotemi  e  anche  come 
i  quadrati  dei  raggi. 

Due  poligoni  regolari  d'egual  numero  di  lati  sono  simili. 
Pel  teorema  del  §  436,  indicando  con  P  e  P'  i  perimetri  dei 
poligoni  ABCDEF,  A'B'G'D'E'F'  (%.  263)  si  ha  P  :  P'  ;  :  AB  : 
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;  A'B';  e  siccome  AH  ed  AH'  sono  la  metà  dei  sementi  AB 
e  A'B',  è  anche  P  :  P'  ;  ;  AH  :  A'B'.  Ma,  essendo  simili  i  trian- 
goli OHA  e  011'A\  pei-chè  hanno  eguali 
gli  angoli  retti  OHA  e  O'H'A';  e  ^B , 
O'AH'  come  metà  di  angoli  ^ualì ,  si 
l»a  AH  :  "Àlf  :  :  MI  :  OlT  :  :  OA  ;  OX^  ^' 
Confrontando  con  la  proporzione P-.P"  ;; 
l  ;  AH  :  AH'  precedentemente  trovata,  si 

haPTP'::OTì:Oir  ::  oAiO^Bicchèi       ^,.  „.'  ^y"^-' 

due  perimetri  stanno  fra  loro  anche  come 
i  rag^  o  come  gli  apotemi. 

Indicando  con  S  e  S'  le  superAcie  dei 
due  poligoni  si  haj_S  :  S^^  AB*  :  A^"* ;  0 
anche  S  :  :  S'  :  ;  AH*  :  A'H''  ;  ma  essendo  : 
AÌÌiTH':  :  CTÌiÓTT  :  :  OA^^A^,_è_anohe  (§  438,  Cor.  2): 
AH^  A'H2_:  :  OH^  O'ir^:  :  OA-  :  6a''.  Perciò  si  ha:  S  :  S'  :  : 
:  :  OH*  :  O'H'*  :  :  OA*  :  O'A'*. 

440.  Teor,  —  Due  eircoH  stanno  fra  loro  come  i  raggi. 

Consideriamo  i  due  circoli  e  e  e',  di  r^gi  R  ed  R',  come 
limiti  dei  perimetri  di  poligoni  l'^olari  inscritti  e  circoscritti 
ai  due  circoli,  e  indichino  C  e  C  i  segmenti  equivalenti 
ai  circoli.  Se  P  e  p  sono  due  stati  corrispondenti  del  po- 
ligono circoscritto  e  dell'inscritto  nel  circolo  e,  e  P"  e  p'  gli 
stati  corrispondenti  del  poligono  circoscritto  e  dell'inscritto  nel 
circolo  e',  considerando  insieme  nei  due  circoli  i  poligoni  che 
hanno  lo  stesso  numero  di  lati,  avremo  pel  teorema  precedente: 
P  :  P'  ;  ;  R  :  R'  e  anche  p:p''.'.R:R';  sicché  se  chiamiamo 
D  il  segmento  quarto  proporzionale  rispetto  a  R,  R'  e  C  talché 
si  abbia  R  :  R'  '  '  C  :  D,  avremo  anche  P  :  P'  '  ;  C  :  D  e  p  :  p'  '  * 

:  :  c  :  D. 

Da  queste  proporzioni  essendo  P>G,ejo<  e  si  deduce  F>D, 
p'  <I>:  cioè  il  segmento  D  è  maggiore  di  qualunque  stato 
del  perimetro  del  poligono  regolare  inscritto,  e  minore  di  qua- 
lunque stato  del  perimetro  del  poligono  regolare  circoscritto 
al  circolo  e'.  Esso  è  dunque  il  segmento  C  equivalente  a  e'  e 
si  ha:  R  :  R'  :  :  C  :  C  ossia  C  :  C  :  :  R:  R'. 

Cor.  —  La  proporzione  precedente  può  scriversi  :  C  :  R  :  " 
;  ;  C  :  R'  :  la  quale  prova  che:  La  ragione  di  un  circolo  al  suo 
raggio  (e  [lerciò  anche  al  suo  diametro)  6  costante. 
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441.  Teop.  (Ippocrate  di  Chia,  460  a.  C).  —  Le  superfi- 
•  eie  di  due  circoli  atanno  fra  loro  come  i  quadrai  dei  raggi. 

Pel  teorema  del  g  353,  la  auperflcie  d'un  circolo  è  equi- 
valente a  un  trìai^lo  che  ha  per  base  il  segmento  equiva- 
lente al  cìrcolo  e  per  altezza  il  ra^io  ;  questo  triangolo  pulsiamo 
costruirlo  rettangolo,  e  saranno  suoi  cateti  il  segmento  equi- 
valente al  circolo  e  il  ra^io. 

Premesso  ciò ,  dati  due  circoli  e  e  e'  di  raggi  R  e  R'  co- 
struiamo i  triangoli  rettangoli,  ad  essi  equivalenti.  Questi  due 
triangoli,  avendo  un  angolo  (il  retto)  eguale,  compreso  fra  due 
lati  proporzionali,  sono  simili  e  stanno  fra  loro  come  1  qua- 
drati di  due  lati  corrispondenti.  Se  per  lati  corrispondenti  pren- 
diamo i  cateti  eguali  ai  raggi,  è  provato  che  i  due  triangoli, 
o  le  auperflcie  dei  due  circoli  ad  essi  equivalenti,  stanno  fra 
loro  come  i  quadrati  dei  ra^Ì. 

Altri  teoremi  sulle  proporzioni  dei  segmenti, 

442.  Teor,  —  Se  quattro  segmenti  formano  una  propor- 
zione, ii  rettangolo  dei  medii  É  equivalente  al  rettangolo 
degli  estremi. 

Sieno  AB,  CD,  EF,  GH  i  quattro  segmenti  tali  che: 

AB:CD::ÉP:GH 
dico  che  è  AB.GH  =  CD.  EP 

Se  consideriamo  i  rettangoli  AB  .  GH  e  CD .  GH,  che  haa  la 
stessa  altezza  GH,  ossia  il  quarto  segmento  dato,  e  per  basi 
i  primi  due  segmenti  dati  AB  e  CD,  si  ha  pel  teorema  del 

§  435:  ^^     _   _ 

AB  .  GH  :  CD  :  GH  :  :  AB  :  CD 
Se  consideriamo  i  rettangoli  CD .  £F  e  CD .  GH,  che  ban  la 
stessa  base  CD,  e  per  altezza  gli  altri  due  segmenti  dati  ai  ha 
pure: 

CD  .  EF  :  CD  .  GH  ::  BPiGH 

E  da  queste  ultime  proporzioni,  tenendo  presente  l'ipotesi, 
si  deduce  la  proporzione: 

AB  .  GH  :  CD .  GH  :  :  CD  .  EF  :  CD ,  GH 
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che,  avendo  i  conseguenti  eguali,  ci  permette  di  dedurre 
AB.GH  =  CD.EP 

come  ai  voleva  dimostrare. 

Cor.  —  Applicando  il  teorema  precedente  alle  proporzioni 
dei  corollari  2."  e  3."  del  §  425  si  deduce: 

Il  quadrato  dell'altezza  corrispondente  all'ipotenusa  d'un 
triangolo  rettangolo  è  equivalente  al  rettangolo  dei  due  seg- 
menti, in  cui  questa  resta  dimsa. 

Il  quadrato  d'un  cateto  è  equivalente  al  rettangolo  del~ 
l'ipotenusa  e  della  proiesione  del  cateto  stesso  sull'ipotenusa; 
i  quali  teoremi  avevamo  già  dimostrati  al  §  316. 

Si  ha  pure  r 

Cor.  —  Sappiamo  già,  dati  tre  segmenti  AB,  CD,  EF,  tro- 
varne un  quarto  PQ  tale  che  sia  AB  :  CD  :  :  EF  :  TO.  Siccome 
dalla  proporzione  precedente  ai  deduce  AB .  PQ  =^  CD ,  EF  si 
vede  che  la  costruzione  indicata  per  trovarne  un  segmento 
quarto  proporzionale  dopo  tre  segmenti  dati  {§  412)  risolve 
anche  il  problema: 

Dato  un  rettangolo  ed  un  segmento,  trovare  un  altro  seg- 
mento tale  che  il  rettangolo  di  esso  e  del  segmento  dato  sia 
equivalente  al  rettangolo  dato. 

Cor.  —  La  costruzione  precedente  risolve  anche  il  problema: 

Dato  un  quadrato  e  un  segmento,  trovare  un  altro  seg- 
mento, tale  ohe  il  rettangolo  di  esse  e  del  segmentò  dato  sia 
equivalente  al  quadrato  dato. 

443.  Teor.  —  Se  quattro  segmenti  in  un  dato  ordine  sono 
tali  che  il  rettangolo  dei  medi  sia  equivalente  al  rettangolo 
degli  estrem,i,  i  quattro  segmenti  nell'ordine  dato  formano 
una  proporzione. 

Sieno  AB,  CD,  EF,  GH  i  quattro  segmenti  dati  tali  che: 

AB.GH = CD.EF 

dico  che  AB  :  CD  :  :  ÈF  :  GH 

Difatti  se  questa  proporzione  non  fosse  vera ,  e  fosse  per 
€8.:  MN  (non  eguale  a  GH)  il  segmento  quarto  proporzionale 
dopo  AB,  CD,  ÈF  ;  tale  cioè  che  : 

AB:^;;  ÉF:MN 
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si  dedurrebbe  da  questa,  pel  teorama  precedente: 

AB.MN  -  CD  '.  EP- 
E,  tenendo  presente  l'ipotesi,  si -ha: 

AB.MN  ^  AB. GH 

il  che  è  assurdo,  se  MN  non  è  eguale  a  G-H.Nededucìamocbe 
la  proporzione: 

AB:CD:  :  ÈF:^ 
ò  vera. 

Cor.  —  La  parte  aurea  di  un  segmento  è  media  propor- 
zionale fra  il  segmento  stesso  e  l'altra  parte.  Difattì  se  M 
divide  il  segmento  AB  in  sezione  aurea,  avendosi  AM'  ^^ 
=  AB  .  MB,  si  ha:  AB  :  AM  ;  ;  AM  :  MB. 

444.  Teor.  —  Date  due  proporzioni,  ciascuna  di  quattro 
segmenti,  formano  una  proporzione  i  rettangoli  dei  seg- 
menti che  nelle  due  proporzioni  occupano  il  medesimo  posto, 

Siene  AB  :  CD  :  :  ÉF  rÒ"H  e  MN  :  PQ  :  :  RS  ifU  le  due  pro- 
porzioni. Avendosi  (g  435) 

AB  .  MN  :  EF.MN  :  ;^B  :W 

cdTpq  :  ohTpq  :  ;  CD  :  GH 

e  deducendosi  dalla  prima  proporzione  data  {%  393) 

AB:ÈF::  GD:tìH 
£i  ha  subito  : 

AB  .  MN  :  EF  .  MN  ;  :  CD  .  PQ  :  GH  .  Ptì- 
Anal(^ameQte  si  ha: 

EF.RS:  EF.MN  ;  :  GH .  TU  :  GH .  PQ. 
V,  confrontando  queste  due  propoi'Ztoni  si  deduce; 


AlJ .  MN  :  EF  .  KM  ;  ;  CD  .  PQ  :  GH  .  TU 

!  invertendo  i  medi: 

AB.MNrCDTÌ^Q":  ;  eFTrS  :  GH  .  TU" 
Cor.  ~  Supponendo  AB  =1\ÌN,  CD  =  PQ,  EF  -  RS,  GH  = 
=  'ru,  si  ha,  come  a  §  438,  Cor.  2." 

abS  CD^  ;:BF^GH^ 
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■    Potenza  d'un  punto  rispetto  a  un  ciecolo. 
Asse  radicalb  -  Centro  radicale. 

445.  Teor,  —  Se  due  rette  conccrrenti  tagliano  un  cir- 
colo in  quattro  punti,  le  distanze  del  punto  comune  delle 
due  rette  da  due  dì  quei  punti  che  non  siano  sulla  stessa 
retta ,  sono  inversamente  proporsionali  alle  distanze  dello 
stesso puntodagli  altri  due. 

Se  le  rette  AB,  CD  che 
incontrano  il  circolo  rispet^ 
tivamente  nei  punti  A  e  B,  C 
e  D,  si  tagliano  in  un  punto 
EJfig.  2d4),  dico  che"EA: 
:ÉC  ::ED:EK 

Infatti,  i  triangoli  AED, 
BEIC    sono    simili ,    perchè 
hanno  eguale  l'angolo  in  E  ( 
inscritti   nello  stesso 
dunque  proporzionali 

Questo  teorema  sì 
è  interno  o  esterno: 

1."  Due  corde  d'un  circolo  si 
samente  proporzionali. 

2."  Due  secanti  d'un  circolo  . 
porsionali  alle  loro  parti  esterne. 

Cor.  —  Pel  teorema  del  §  442  si 


eguali  gli  angoli  CBA,  CDA  come 
arco  GA:  i  lati  dì  questi  triangoli  sono 
e  si  haÈA:EC:  ;  EDTÈR 
suole  enunciare,  secondo  che  il  punto  E 

fagliano  in  parti  inver- 
ano inversamente  pro- 
deduce : 


AE . EB  =  CE . ED 
cioè: 

I  rettangoli  delle  coppie  di  segmenti  condotti  a  un  eir- 
eolo  da  -un  punto  e  situati  sulla  stessa  retta  sono  equi- 
valenti. 

Che  può  anche  enunciarsi  dicendo: 

Dato  un  circolo  e  un  punto,  il  rettangolo  delle  distanze 
di  questo  punto  da  due  punti  del  circolo  che  siano  con 
esso  su  una  medesima  retta,  é  costante. 

446.  Daf.  —  Il  rettangolo  costante  delle  distanze  di  un  punto 
da  due  parti  nel  circolo  che  sieno  con  esso  su  una  medesima 
retta  dicesi  potenza  del  punto  rispetto  al  circolo  (1). 


|])  Tale  iJunùiuinaxiuDi)  é  dovuta  a 
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447.  È  vero  il  teorema  inverso: 

Se  da  un  punto  escono  due  semirette,  su  ognuna  delle 
quali  son  dati  due  punti,  e  i  rettangoli  delle  distarne  del 
punto  comune  dai  due  punti  che  son  nella  slessa  semiretta 
sono  equivalenti,  t  quattro  punti  delle  due  semirette  son 
sullo  stesso  circolo. 

448.  Teor.  —  Il  segmento  tangente  condotto  a  un  cir- 
colo da  un  punto  esterno  al  cir- 
colo stesso  é  medio  proporzionale 
••ispetto  a  due  segtnenti  condotti 
al  circolo  dallo  stesso  punto  e  si- 
tuati su  una  stessa  retta. 

Sia  EC  (fig.  265)  il  segmento  tan- 
J'/f  zej  gent«,  EA,  EB  gli  altri  due:  i  trian- 

goli ECB,  EGA  hanno  comune  l'an- 


golo E  ed  eguali  EOA  :  EIÌO  e  sono  dunque  simili,  e  sì  ha:  EA  : 
;  EC  :  :  ic  :  Éa  

Cor.  —  Pel  teorema  del  §  442  si  ha:  EC^  ^  EA  .  EB;  ossia: 
Il  quadrato  del  segmento  tangente  condotto  al  circolo  da 
un  punto  esterno  al  circolo  stesso,  é  equivalente  al  rettan- 
golo dei  due  segmenti  condotti  al  circolo  dallo  stesso  punto 
e  situati  su  una  medesima  retta:  che  più  hrevemente  enun- 
ciasi: Il  quadrato  della  tangente  é  equivalente  al  rettan- 
golo della  secante  e  della  sua  parte  esterna. 

O  anche:  La  potenza  di  un  punto  esterno  rispetto  a  un 
circolo  è  equivalente  al  quadrato  della  tangente  costruita 
dal  punto  al  circolo. 

Si  deduce  subito: 

Se  il  punto  E  è  esterno,  C  il  punto  di  contatto  delle  tan— 
!<ente,  0  il  centro,  si  ha:"EC"  =  EO*  —  OC' cioè:  La  potenza 
di  un  punto  esterno  rispetto  a  un  circolo  è  la  differenza 
fra  il  quadrato  della  distanza  del  punto  dal  centro  e  il 
quadrato  del  raggio.  

Se  il  punto  E  è  interno,  *.)  il  centro,  CD  la  corda  passante 
(lerEe  perpendicolare  adOE,  la  potenza  di  E  è  data  da  EC.  ED: 
ossia  EC*,  perchè  EC  =  ED:  e,  per  essere  EC'  =  OC*— EO' 
si  ha:  La  potenza  di  un  punto  interno  rispetto  a  un  cir- 
colo é  la  differenza  fra  il  quadrato  del  raggio  e  il  qua- 
drato della  distanza  del  punto  del  centro. 

Se  il  punto  E  è  sul  circolo  e  ED  è  il  diametro  passante  per  E, 
la  potenza  di  E  sarebbe  il  rettangolo  EE .  ED,  in  cui  11  seg— 
mento  £É  è  nullo:  quindi  la  potenza  ò  nuila.^ 
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/  punti  del  circolo  hanno  potenza  nulla  rispetto  al  cir- 
colo stesso. 

E  vero  anche  il  teorema  inverso  del  primo  di  questo  §:  cioè  : 

Tflor.  —  Se  il  quadrato  d'un  segmento  che  ha  un  esiremo 
in  un  punto  esterno  e  l'altro  estremo  sul  circolo  é  equi- 
valente al  rettangolo  di  due  segmenti  condotti  dallo  stesso 
punto  al  circolo  e  situati  sulta  stessa 
retta ,  quel  segmento  è  tangente  al 
circolo. 

Sia  le*  =  EA  .  EB  (flg.  266)  dico  che 
EC  è  tangente.  Se  non  fosse  tangente,  si 
costruisca  da  E  la  tangente  e  sia  P  il 
Buo  punto  di  contatto.  Sarebbe  allora  pel  ^„  jgf 
§  447,  ^^  EATeB  e  perciò  EC"  = 
=  EP*  e  EC  =  ÉP  il  che  non  può  essere  se  EC  non  è  tan- 
gente (§  218). 

449.  Teor.  —  Sulla  retta  dei  centri  di  due  circoli  esìste  un  punto 
d'egual  patema  rispetto  ai  due  circoli. 

Se  i  cireoli  sono  secanti,  sia  MN  la  loro  corda  comune  (fig.  1431 
e  0  il  punto  in  cui  essa  incontra  la  retta  dei  centri  CC.  Se  A,B 
sono  i  punti  comuni  della  retta  dei  centri  con  un  circolo  e  A',  B'  col- 
l'altro,  la  potenza  del  punto  0  rispetto  al  primo  circolo  é  OA  .  OB, 
e  rispetto  al  secondo  OA' .  OB'.  Ma  ai  ha  (§  445  Cor.)  OA  .OB  = 
=  OM  .  ON  =  OM^  e  cod  pure  OA' .  OB'  =  OM  .  ON  =  OM^  quindi 
OA  .  OB  ~  OA'  OB'  ossia  il  punto  0  è  di  egual  potenza  rispetto 
ai  due  circoli. 

Se  i  circoli  sono  esterni,  sieno  C  e  C  i  loro  centri  e  M,N,P,Q 
oi-dinatamente  i  punti  d'incontro  della  retta  CC  coi  circoli.  Per  ogni 
punto  A  del  segmento  NP  che  ha  gli  estremi  sui  due  circoli,  le 
poterne  rispetto  a  guasti  sono  AC^—CN*  e  AC'*— C'P^: affinché 
A  sia  il  punto  richiesto,  occorre  che  sìa: 

Te*  —  CN*  :±:  AC'*—  CT* 


Se  fosse  CN'  ^  C'P,  cioè  se  i  due  circoli  fossero  eguali,  dovrebbe 
«ssere  AC  -=  AC'  ossia  il  punto  richiesto  sarebbe  il  punto  me- 
dio di  CC.  Altrimenti  indicando  con  H'  la  dìlfereaza  dei  quadrati 
dei  due  raggi  dev'essere: 
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{AC  +  AC)  (AC  —  AC')  = 


OC' (AC— AC)  ^  H' 
cioè  il  segmento  AC  —  AC  è  il  terio  proporzionale  dopo  i  seg- 
menti H  e  ce.  (Sì  noti  che  il  segmento  H  può  costruirai  col  teo* 
rema  di  Pitagora). 

Allora  la  differenza  AC  —  AC  è  nota:  ma  è  nota  pure  la  somma 
AC  +  AC  ^  ce  :  e  quindi  si  possono  trovare  i  segmenti  ri- 
chiesti AC  e  AC,  ossia  è  determinato  il  punto  A.  Se  i  circoli  sono 
tang-enti  si  ritiene,  per  punto  di  egual  potenza,  il  punto  comuae. 

Se  il  eireolo  di  cenlro  C'  ò  intemo  al  circolo  di  centro  C  e  M,P,Q,N 
sono  ordinatamente  i  punti  d'incontro  della  retta  CC  coi  circoli , 
per  ogni  punto  A  del  diametro  MN  ohe  sia  interno  ad  ambedue  i 
circoli  ed  esterno  al  segmento  CC  le  poterne  rispetto  ai  duf  cir- 
coli sono:  CN*  — AC*  e  CP^  — AC*.  

Affinchè  A  ala  il  punto  richiesto  dev'essere:  CN  — AC  ^CP" — 

—  AC*  ossia  CN*  — C'P*  =  AC*  — AC*.  Indicando  con  H"  la  dif- 
ferenza dei  quadrati  dei  raggi,  dev'esser  dunque  AC  —  AC  =  H' 
o  anche  (AC  —  AC)  ( AC  +  AC)  =  H'  ossia:  CC  (AC  +  AC)  =  H", 
cioè  il  segmento  AC  -I-  AC  è  terzo  proporzionale  dopo  CC  e  H.  Al- 
lora la  somma  AC  -t-  AC  è  nota;  ed  essendo  nota  la  differenza 
AC  — AC  si  posson  trovare  i  segmenti  AC  e  AC'  ossia  é  determi- 
il  punto  A. 

Teor.  —  li  luogo  gemi,  dei  punti  di  eguai  potenxa  rispetto  a 
due  circoli  è  una  retta  perpendicolare  alla  retta  dei  centri. 

Si  trovi  sulla  retta  dei  centri  il  punto  di  egual  potenza;  per  que- 
sto punto  sì  costruisca  la  perpendicolare  alla  retta  dei  centri.  Si 
ha  subito  che  i  punti  di  questa  retta  e  essi  soli  hanno  egual  po- 
tenza rispetto  ai  due  circoh.  Olfatti,  se  A  é  il  punto  Bulla  retta 
dei  eentri,  0  e  0'  i  centri,  OM,  oU'  i  raggi,  E  un  punto  della 
perpendicolare  in  A  alla  retta  dei  centri,  la  potenza  di  E  rispetto 
a  ciascun  circolo  è  EO  —  ÒM  e  EO'  —  O'M'  .  La  condizione 
EO^  CrM^=  EO'^  —"WìA.-^  coincide  coll'altra  EÓ*  —  EO'*  = 
■=  OM  —  O'M  ,  ma,  per  essere  A  di  egual  potenza  rispetto  ai 
circoli ,  si  _ha  pure  :  AO*  —  OM*  =  ACT*  —  (?M*  da  cui  AÒ*  — 

—  ÀO'*  =  OM^  —  (VM*.  Sicché  se  il  punto  E  è  di  egual  potenia 
deve  essere  EO*  —  ÈO'-  ^  AO*  —  AC'  cioè  il  punto  A  é  tale  ohe 
la  differenza  dei  quadrati  delle  sue  distanze  dai  centri  é  costante. 
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P«l  g  322  si  deduca  eubito  che  il  luogo  é  la  pai^endi  colare  nel 
punto  A. 

Det.  —  La  retta,  luogo  geom.  dei  punti  di  egual  potenza  ri- 
spetto a  due  circoli,  dioesi  asse  radiaale  dei  due  circoli. 
Abbiamo  quindi: 

1."  Esiste  sempre  l'asse  radicale  di  due  circoli.  Se  questi  sono 
secanti,  esso  é  la  retta  della  corda  comune.  Se  sono  tangenti,  esso 
é  la  tangente  nel  punto  comune.  In  ogni  caso  l'asse  radicale  é  per- 
pendicolare alla  retta  dei  centri. 

2."  B  facile  quindi  costruire  l'aase  radicale  di  due  circoli,  se- 
canti o  tangenti.  Se  poi  i  circoli  dati  non  sono  secanti,  eì  costrui- 
sca un  terzo  circolo  che  li  tagli  ambedue  e  gli  assi  radicali  del 
nuovo  circolo  con  ciascuno  di  quelli  dati.  11  punto  comune  di  que- 
sti assi  è  di  egual  potenza  rispetto  ai  tre  circoli:  e  quindi  anche 
ai  due  dati:  esso  é  dunque  un  punto  dell'asse  radicale:  e  basterà 
costruire  da  q'iesto  punto  la  perpendicolare  alla  retta  dei  centri. 

3."  La  parte  dell'asse  radicale  esterno  ai  due  circoli,  é  il  luogo 
ge&tn.  dei  punti  da  cui  si  posson  costruire  tangenti  eguali  ai  due 

4."  Se  due  circoli  hanno  una  tangente  comune,  il  punto  nte- 
àio  della  distoma  fra  i  punti  di  contatto  appartiene  all'asse  ra- 

È  facile  dimostrare  : 
5."  Se  tre  circoli  non  hanno  i  centri  sulla  stessa  retta ,  gli 
assi  radicali  di  questi   circoli  considerati   a  due  a  due ,  passano 
per  Mrt  medesitno  punto. 

Questo  punto  diecsi  centro  radicale. 

Altr(  teoremi  sui  triangoli. 

450.  Def.  —  Due  semirette  (o  due  segmenti)  ai  dicono  isogo- 
nali (1)  rispetto  a  un  triangolo,  quando  escono  da  un  vertice 
del  triangolo,  formano  angoli  eguiUì  coi  lati  uscenti  dallo  stesso 
vertice,  e  sono  ambedue  interne  o  ambedue  esterne  rispetto 
all'angolo  del  triangolo. 

Tbof.  —  In  ogni  triangolo  il  rettangolo  di  due  lati  è 
equivalente  al  rettangolo  di  due  segmenti  isogonali,  uscenti 
dal  vertice  comune  dei  due  lati  e  terminati  uno  sulla  retta 
del  lato  opposto  e  l'altro  sul  circolo  circoscritto  al  triangolo. 

Sia  ABC  il  triangolo  {fi^.  267,  268)  GM,  CN,  due  segmenti 
uscenti  dal  vertice  dal  vertice  C  (comune  ai  due  lati  AC,  BC) 
e  terminati  uno  sulla  retta  del  lato  AB ,  l' altro  sul  circolo 
circosmtto. 

(1)  Da  Uoi  (^nale)  e  -/^-os  (angolo). 
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'l'ali  Sementi  siano  ambedue  interni  od  ambedue  estemi  al 
triangolo  ABC  e  siano  eguali  gli  angoli  ACM,  BCN. 
Nel  primo  caso  ì  due  triangoli  ACM,  BCN  hanno  dunque  uguaJi 
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gli  angoli  ACM  e  BCN  per  ipotesi,  e  gli  angoli  NBC,  AMG, 
perchè  inscritti  nel  medesimo  arco:  sono  dunque  equiangoli  e 
perciò  simili,  onde  si  ha: 

CA  :  CM  :  :  CN  :  CB^ 


CA  .CB  =  CM.ON. 
Nel  secondo  caso,  i  triangoli  AMC,  BCN  hanno  eguali  gli 
angoli  ACM,  BCN  per  ipotesi:  e  gli  angoli  NBC,  AMC  perchè 
ambedue  supplementari  dell'angolo  ABC:  quindi  tali  triangoli 
sono  simili  e  la  dimostrazione  procede  come  sopra. 

Cor.  1."  —  SeC'Nè  ralt«zza  relativa  al  lato  AB  (flg.  269)  CM 
è  il  diametro  del  circolo  cir- 
coscritto (difatti  risultano 
uguali  gli  angoli  CNB,  CAM 
che  sono  ambedue  retti). 
Si  ha  dunque 

In  ogni  triangolo  il  ret- 
tangolo di  due  iati  è  equi- 
valente al  rettangolo  del- 
l' altesza  corrispondente 
al  terzo  lato  e  del  dia- 
metro  del    circolo    circoscritto. 

2."  Se  CN  è  la  bisettrice  interna,  le  semirette  OM,  CN  coin- 
cidono, ed  essendo 'CM  =  CN  +  NM,  si  ha  (flg.  270): 
CATcB  =  CN  (CN  +  MN)  «=  CN^  +  CN  .  MN. 
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E  pcrichè  pel  teorema  445  ai  ha  CN .  MN  =AN .  NB  si  ha, 
CA .  GB  =CS*  +  AN .  NB,  cioè: 

In  Offrii  triangolo  il  rettangolo  di  due  lati  é  equivalente 
alla  somma  del  rettangolo  dei  segmenti  che  una  bisettricp 
interna  udente  dal  medesimo  vertice  determina  sul  iato 
opposto,  e  del  quadrato  della  medesima  bisettrice. 

3."  Se  CN  6  1&  bisettrice  dell'  angolo  esterno  (flg.  271),    le 
semirette  CM,  GN  sono  semirette 
opposte  d'una  medesima  retta  (di- 
f&ttì  sono  ambedue  perpeDdicoIari 
alla  bisettrice  interna)  e  si  ha  : 

CM=I*Dr— CN 
e,  perciò,  sostituendo  nell'equiva- 
lenza CATcB  =  CM.CN  data  dal 
teorema  precedente,  si  ha: 


CA .  CB  =  <MN  —  GN) .  CN  ossia 
CA.GB  -  CNf.  MN— GN' 
e  poiché  pel  teorema  4tó,  essendo  NA  e  NM  ambedue  secanti 
del  circolo,  si  ha: 

NA.NB=CN.MN 
deduciajno 

CA.GB  =  NA  .  NB— CN',  cioè: 

In  ogni  triangolo  il  rettangolo  di  due  lati  è  equivalente 
alla  differenza  fra  il  rettangolo  dei  segmenti  che  la  bisettrice 
estema  uscente  dal  medesimo  vertice  determina  sulla  retta 
del  lato  opposto  e  il  quadrato  della  medesima  bisettrice. 

4."  Se  Q  ò  il  punto  in  cui  CM  incontra  la  retta  del  lato  AB, 
e  P  il  punto  in  cui  CN  incontra  il  drcolo  circoscritto  al  trian- 
golo (%  267),  si  ha  : 

m7GS  =  GA..GB 
GP.CQ  =  CA.GB 
quindi  : 

CM  .  ON  =i^  GP .  CQ 
cioè: 

Due  segmenti  isogonali  interni  uscenti  da  un  vertice  d'un 
^angolo  e  terminati  al  circolo  circoscritto  son  divisi  dalla 
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retta  del  lato  del  triaiigolo  opposto  a  quel  vertice,  in  parti 
inrersamente  proporzionali. 

Analogot«oreniapu6enuDcìarsi[ieri  segmenti  isogonali  estèrni 

uscenti  da  un  vertice  e  terminati  sulla  retta  del  lato  opposto. 

401.  Teor.  —  Due  triangoli  che  hanno  un  angolo  eguale 

stanno  fra  loro  cmne  i  rettangoli  dei  lati  che  comprendono 

qiipst'  angolo  eguale. 

Sovrapponiamo  gli  angoli  eguali  dei  due  triangoli,  i  quali 
sieno,  per  es.  ABG,  ADE.  Escluso  il  caso 
cbe  ambedue  i  rimanenti  vertici  di  un 
triangolo  coincidano  con  jfli  altri  vertici 
dell'altro  triangolo  (nel  qual  caso  i  due 
triangoli  sono  eguali  e  il  teorema  è  evi- 
dente) supponiamo  prima  che  coincida  uno, 
per  es.,  E  con  C  {fig.  272).  Poiché  allora  i 
due  triangoli  hanno  il  vertice  comune  C 
/l'a  272  ^  '**  '^*^'  ^^'  ^'^  sulla  stessa  retta,  han 

la  med^ima  altezza  e  stan  fra  loro  come 
le  basi  e  quindi:  ABC:  AGD  :  :  ABr  AD.  Ma  è   evidente  che 
AB .  AC  ;  AD .  AG  :  :AB:AD. 
E  confrontando  le  due  proporzioni  si  ha: 


ABC  :  AGO  !  :  AB  .  AC-:  AD  .  AC. 
?  poi,  oltre  i  vertici  coincidenti  in  A,  i  triangoli  non  hanno 
altri  vertici  comuni,  si  costruisca  la 
-^        distan/A  di  due  vertici  che  non  siano 
sullo  stesso  lato  dell'angolo  comune  : 
per  es.  :  DC  (fig.  273).  I  due  triangoli 
ADE,  ADC  hanno  comune  il  vertice 
D  e  le  basi  AE,  AC  sulla  atessa  retta: 
quindi  è: 
Fig.' 273.  ADE  :  ADC  :  :  AÈ  ;  AO' 

E  poiché  evidentemente  e: 

AE.AD :  AC. AD  :  :  AE :  AC 
si  deduce: 

ADE  :  ADC  :  :  AE  .  AD-  AC .  AD. 
I  due  triangoli  ABC,  ADC  hanno  comune  il  vertice  C  e  le 
libisi  AB,  AD  sulla  etes-sa  retta,  quindi  : 

ABC;ADG::.AB:  AD^ 


E  poiché  è 
si  ha  pure: 


ALTRI   TBORKMI    SUI    P(>I,IG<)>I, 


AB.  AC:  AD.  AC:  :  AB:  AI) 


ABC  :  ADC  :  :  AB .  AC  :  AD .  AC. 


Confrootando  questa  proporzione  con  l'altra  precedentemeote 
trovata,  che  ha  con  questa  i  conseguenti  eguali,  si  deduce: 

ADE  :  ABC  :  :  AE  .  AD  :  AB  .  AC. 

Cor.  —  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo  eguale,  com- 
preso fra  lati  inversamente  proporzionali,  sono  equivalenti. 

Siano  dati  i  triangoli  ABC,  DEF,  tali  che  sia  À  =  D  e 
AB  :  de'  :  :  DF  :  AC. 

Pel  teorema  precedente  si  ha: 

ABC  :  DEF  :  :  AB  .  AC  :  DE  .  DF. 
Poiché   dalla   proporzione  data   si   deduce   appunto   che  è 


i  ABC  ^  DEF. 
'.n  angolo  suppler, 


AB .  AC  -  DE .  DF  risulta  s 

Teor.  —  Se  due  triangoli  hanno 
tare,  essi  stanno  fra  loro  comedi 
rettangoli  dei  lati  che  comprendono  , 
quest'angolo. 

Si  pud  ripetere  la  dimostrazione 
del  teorema  precedente  ,  immagi- 
nando di  disporre  i  due  triangoli  in  ^^ 
modo  che  siano  adiacenti  gli  angoli 
supplementari  (  v.  fig.  274  nella  quale 
i  triangoli  dati  sono  ABC,  ADE). 

Cor.  —  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo  supplemen- 
tare compreso  fra  lati  inversamente  proporzionali  essi  sono 
equivalenti. 

Altri  teoremi  sui  I'Oliuom. 

452.  Teor,  (di  Tolomeo).  —  Il  rettangolo  delle  diagonali 
di  un  quadrangolo  inscritto  in  un  circolo,  è  equivalente 
alla  somma  dei  rettangoli  dei  lati  opposti. 

Sia  ABCD  il  quadrangolo  inscritto  (fig.  275)  e  sieno  AC,  BD 
le  sue  diagonali.  Se  ambedue  le  diagonali  fossero  bisettrici  de- 
sìi angoli  del  quadrangolo,  esso  sarebbe  un  quadrato ,  nel 
qual  caso  il  teorema  si  riduce  all'altro:  il  quadrato  della 
diagonale  d'un  quadrato  e  doppio  del  quadrato  stesso  (§  316, 4."). 
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Supponiamo  che  AC  non  sia  bisettrice  dell'angolo  A.  Allora, 
non  essendo  BAC  =  CAD,  supponiamo  BAC  >  CAD:  si  coatrui- 
sca  l'angolo  BAE  empiale  a  DAC  e  AE  sia  della  stessa  parte 
j  di  AC  rispetto  ad  AB.  Certamente,  per  l'i- 

potesi fatta,  AE  è  interna  all'angolo  BAC. 
1  triangoli  BAE,  CAD  avendo  eguali  gli  an- 
l^li  BAE  e  DAC  per  costruzione,  e  gli  an- 
[;oli  ABE,  ACD  perchè  inscritti  nello  stesso 
arco  AD,  sono  simUi  e  si  ha:  AB:  AC  ;  ; 
!  !  BE  :  CD-lSono  anche  simili  ì  triangoli 
TigijS         ADE,  ABC,  perchè  hanno  eguali  gli  angoli 
EAD  e  BAC,  somme  di  ciascuno  degli  angoli 
eguali  BAH  e  CAD  coU'angolo  comune  EAC,  e  hanno  eguali 
gii  angoli  ADB,  ACB  perchè  inscritti  nello  stesso  arco  BA.  Si  ha 
dunque  AD  :  AC  :  :  ED  :  Bc! 

Dalle  due  proporzioni  precedenti,  pel  teorema  del  §  442  si 
deduce:  AB.  CD  =  AC .  BE  e  AD.BC  ^  AC .  ED.  E  poiché 
somme  di  grandezze  equivalenti  sono  equivalenti,  abbiamo: 

AB.CD  +  AD.BC=AC.BE  +AC.ED. 

Ma  la  somma  di  due  rettangoli  che  hanno  un  lato  comune 
è  il  rettangolo  di  questo  lato  e  della  somma  degli  altri  due 
(§  311);  è  dunque:  AC  .BE  +  AC.ED=AC.BD;  sicché  ab- 
biamo :  AB  .  CD  +  AD  .  BC  =  AC.  BD. 

Del  resto,  anche  se  AÉ  coincide  con  AC  ed  E  è  il  punto  co- 
mune delle  diagonali,  sono  simili,  come  pre- 
cedentemente, i  triangoli  ABE,  ACDe  per-  ^ 
<àò  AB  :  AC  ;  :  BE  :  CD.  Sono  pure  simili  i 
tì;^ngolt  AED,  ABC  e  perciò  AD  :  AC  :  ". 
ED  :  BC.  Da  queste  proporzioni  come  so- 
pra si  deduce  il  teorema. 

453.  È  vero  anche  l'inverso  :  &  il  reltan- 
ffolo  delle  diagonali  di  un  quadrangolo  é  la 
somma  dei  rettangoli  dei  lati  opposti,  il  qua-  Fiy  2?t      '- 

drangola  può  essere  iitscritto  in  un  eircolo. 

Sia  difatti  AB  .  CD  +  AD  .  AC  ==  AC  .  BD. 
bicoche  il  quadrangolo  ABCD  (fig.  276)*  inscrittibile;  e  per  ciù  ba- 
sta che  io  dimostri  che  gli  angoli  ABD,  ACD  sono  eguslt  (g  347,  Se.). 
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Difatti  se  ABD^ScD"  non  fossero  eguali ,  bì  costruisca  BP  in 
modo  che  aia  Xbp  ^  XCD".  La  semiretta  BP  non  coincide ,  per 
ipotesi  con  BD  e  aia  P  il  punto  in  cui  essa  incontra  la  semiretta  AP 
costruita  dal  vertice  A  in  modo  che  sia  tìAP'=  CadT  I  trian- 
goli ABP,  CAD  sono  simili  e  danno  le  proporzioni: 

IB:  AC:  :BP:CD^ 
AB:AC::AP:AD 
Dalla  prima  si  deduce  che  : 

ab!  ci)  =  AC.BP 

Dalla  seconda,  osservando  che  gli  angoli  RAD  e  BAC  sono  eguali 
come  somme  o  differenze  di  angoli  eguali,  si  deduce  che  i  trian- 
goli ABC,  PAD  sono  simili  per  avere  un  angolo  eguale  compreso 
fra  lati   proporaìonaìi :  e  perciò  si  ha  pure: 

AD  :  AC  :  ;  PD  :  BC 

da  cui  :  

AD.BC  i  AC.PD 
E  poiché  somme  di  grandezze  equivalenti  sono  equivalenti ,  da 
questa  equivalenza  e  dalla  precedente  si  deduce: 

AB  .  CD  +  AD  .  BC  =  AC  (BP  +  PD) 

Ma,  essendo  per  ipotesi  : 

ab  .  cd  +  ad  .  bc=  ac  .  bd 

ÀcTbd  = 


BD=  E 


=  AC  (BP  +  PD) 
-  PD 


il  che  è  assurdo  se  C  non  d  su  AD ,  oss 
454,  Teor.  —  In  ogni  quadrangolo  in- 
scritto in  un  circolo  le  diagonali  stanno 
fra  loro  come  la  somma  dei  rettangoli  dei 
lati  che  terminano  agli  estremi  della  prima 
diagonale  sta  alla  somma  dei  rettangoli 
dei  lati  che  terminano  agli  estremi  del-  *) 

Dato  il  quadrangolo  inscrittibile  ABOD 
(flg.  2T7)  sì  vuol  provare  che  ~AC  :  BD  ;  ; 
:  ;  AB.AD+  BC.CD:  AH.BC+  AD  .  DC! 
Consideriamo   i    triangoli    ABD,     BCD,  i  j-^-    ,„ 

quali  sono  iscritti  nel  medesimo  circolo , 
e  sieno  AG,  CF  le  loro  altezze  rispetto  al  lato  BD.  Pel 
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g  449  Cor.  1.°  ai  ha,  indicando  con  MN  un  diametro  del  circolo: 
AB  .  AD  ^  MN  .  AG  BC  .  CD  ^  MN  .  CP 

e  sommaado: 

AB  .  AD  +  BC  .  CD  ^  MN  (AG  +  CF) 

E  poiché,  se  da  C  si  costruisce  la  parallela  a  BD  e  si  prolunga  AQ 

sino  ad  incontrar  tale  parallela  in  un  punto  H,  si  ha  AG  +  CF  = 

=  AG  +  GH  =  AH,  l'equivalenza  precedente  può  scriversi  : 

AB  .  AD  +  BC  .  CD  =  MN  .  AH 

Considerando  ora  i  triangoli  ABC,  ADC,  e  costruendo  da  D  la 

perpendicolare  ad  AC,  finchó  incontra  in  un  punto  K  la  paralleli 

ad  AC  costruita  da  B,  si  ha  analogamente  : 

AB  .  BC  +  AD  .  DC  =  MN  .  DK 

E  poiché  due  grandezze  forman  sempre  una  proporzione  con  al- 
tre due  ad  esse  equivalenti  (g  371)  si  ha; 

AB  .  AD  +  BC  .  CD  :  AB  .  BC  +  AD  .  DC  :  :  MN  .  AH  :  MN  .  DKepiii- 
che  MN.  AH  :  MN  .  DK  ;  ;  AH:  DK  ,  si  ha  pure: 

AB  .  AD  -I-  BC.CD  :  AB  .  BC  +  AD  .  DC  !  ;  AH  :  DK 

Ma  i  triangoli  AHC.  BDK  sono  simili  perchè  rettangoli  e  per- 
ché gli  angoli  acuti  HAC,  KDB  hanno  i  lati  rispettivamente  jieT- 
pendicolari,   E  quindi  : 

AH  :  DK  ',  \  AC  :  BD.  Confrontando  questa  proporzione  con  la  pre- 
cedente si  deduce  ; 

AC  :  BD;  :  AB  .  ad  +  BC  .  CD  :  ab  .  BC  +  AD .  DC 

Tflor,  —  In  ogni  quadrangolo  inscritto  le  diagonali  si  tagliano 
,  in  parli  proponionali  ai   rettangoli  dei  M' 

che  hanno  con  esse  tm  estremo  comune. 

Dato  il  quadràngolo  inscritto  ABCD  (tì(r.  278), 
sia  N  il  punto  comune  delle  diagonali.  Dai 
triangoli  simih  ABN,  CDN  si  deduce. 

AN:DN:  : AB:CD 
E  dai   Iriangoli  ADN,  BCN: 
-''f^^^  DN:  CN:  ;  AD:  BC 

K  pel  teorema  del  §  444  : 

AN  .  DN  :  CN  .  DN  :  ;  AB  .  AD  :  CU  ..BC 
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Ma  poiché  (g  435). 

AN  .  DN  :  CN  .  DN  :  ;  AN  :  CN, 
da  queste  due  ultime  proporzioni  si  deduce: 

AN  :  CN  :  :  AB  ,  AD  :  CD  .  BC 
Analogamente  sì  dimostrerebbe 

BN;DN:  : AB.BC:AD.DC 

455.  Si  dimostra  snelle  il  seguente  taoroma  che  g-eneralii; 
di  Pitagora: 

Teor.  —  Dato  un  triangolo  rettangolo,  ogni  poligono 
che  ha  l'ipotenusa  pei-  lato  é  equiva- 
lente alla  somma  dei  poligoni  siinili  " 
die  hanno  i  cateti  per  lati  cornspon- 

Sia'  ABC  il  triangolo^g.  279)  P,P', 
P*  i  poligoni  simili,  AB  l'altezza  ri- 
spetto all'ipotenusa.  È  BD  terzo  pro- 
porzionale rispetto  a  AD  e  BC  (§  425 
cor.  l.");  e  pel_ teorema  del  g  437ji 
ha  :  P  :  P'  :  :  BC  :  BD  e  P  :  P'  ;  !  HC"; 
DCTDa  queste  proporzioni,  pel_§  389  si  deduce  :  P  :  F  +  P"  ;  ;  BC^ 
Tm  -\-~DG.  E  poiché  è  BC  =  BD  +  DC  é  pure  V  --=  V  +  P'. 

456.  Anche  il  seguente  problema  è  attribuito  a  Pitagora. 
Probi.  —  Dati  due  poligoni,  costruirne  un  altre  simile 

ad  uno  di  essi  ed  equivalente  aWalti-o. 

Sieno  P  e  P'  i  due  poligoni  dati.  Si  voglia  costruire  un 
pol^ono  simile  al  primo  ed  equivalente  al  secondo.  Trasfor- 
miamo i  due  poligoni  in  quadrati  equivalenti;  e  sieno  MN  e 
M'N'  i  lati  di  questi  quadrati.  Sia  AB  un  lato  del  primo  po- 
ligono.. Costruiamo  un  segmento  A'B',  quarto  proporzionale 
rispetto  a  MN ,  MN' ,  Ali ,  cioè  tale  che  sia  MN:M'N'':  : 
:  :  AB  :  A'B'.  K  anche  :  'UN'  :  M'N'»  ;  :  AB«  :  A'B".  Se  co- 
struiamo sul  lato  A'B'  un  poligono  P"  simile  a  P  in  modo 
che  sieno  corrispondenti  i  lati  AB  e  A'B',  si  ha  P  :  P"  :  '. 
:  :  aP :  A'B^  Avremo  coàJP  :  P "  :  :  MN'  :  M' N'»  e  poiché  è 
P  =  MN*,  è  pure  P"  ^  M'N'-  ;  ma  è  P'  =  M'N'',  è  dunque 
P"  =  P'.  Sicché  P",  essendo  simile  per  eostruzione  a  P  ed 
equivalente  a  P',  è  il  poligono  richiesto. 
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Gruppi  armonici  di  punti. 

457.  TflOr.  —  Dati  due  segmenti  disuguali,  si  può  sempre  tro- 
vare un  segmento  compreso  fra  guelli  dati  (cioè  minore  del  mag- 
giore e  maggiore  del  minore)  in  modo  che,  considerando  i  tre  seg- 
menti in  ordine  decrescente,  la  differenia  fra  il  primo  e  il  secondo, 
stia  alla  differenza  fra  il  secondo  e  il  terso  come  il  primo  sta 
al  ter 30. 

Sieno  AB,  BC  i  due  segmentidatiesU  AB  >  BC(fìg.E79  bis). 
Si  coBtruÌBca  il  loro  medio  geomatrìco  BD 

y^ -»^  (§  426),  il  raggio  OD  del  aemicircolo,  e  la 

/  /      \        perpendicolare  BE  a  questo  raggio.  Dico 

/  r/  \       che  ED  é  il  segmenlo  richiesto:  cioè  che 

4  f^ 1^     S  ha  :  AB  >  ED  >  BC  e  che  AB  —  EDT 


/)>?V/,.        =ed-bc::ab:bc.      _      _ 

Intanto  è  evidentemente  AB  >.  AO;   e 
poiché  è  AO  =«OD  è  anche   AB  ^,--  OD  e  a  più  forte  ragione  AB  :^. 

>  ED.         

Inoltre  è  OD  =  OCj  ma  EÓ  <  OB  ;  quindi  (§  15,3°). 

OD—  EO  >.■  OC  —  OB  ossia   ED  >  BC^ 
Dal  triangolo  rettangolo  DOB,  si  ha  (§  316,2°) 

BD*=i:  OD.  ED 
Ma  pel  triangolo  rettangolo  ADC  è  pure; 
BD^  =  ABTbC 
si  ha  dunque:   ÀB.BC  =  OD.ED  e  anche  2  AB.  BC  =^  20D '.  ED 
e  poiché: 

2  ÓD  =  AC  =  AB  +  BC7  ed   è  2  AB  .  BC -^  AB  .  BC  +AB.BC, 
si  ha  pure  : 

AB.BC  +  AB.BC  =  (AB  +  BC)  ED 

AB  .  BC  +  AB .  BC  ^  AB  .  ED  +  BC .'  ED 
che  putì  scriversi  : 

AB.BC—  BC.ED  =  AB  .  ED  —  AB.BC  o  anche; 

BC  (AB  —  ED)  =  AB(ED  — BC) 

AB  —  ÈD^  ED  —  BC  ;  :  AB^  BC. 
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Dunque  ED  é  il  segmento  richiesto. 

458.  Hot.  —  Dati  tre  segmenti,  il  primo  maggiore  del  secondo, 
i  questo  maggiore  del  terio,  se  U  differenza  tra  il  primo  ed  il  se- 
amdo,  la  differenza  tra  il  seconda  ed  il  terzo,  il  primo  ed  il  terzo 
(ormano  in  quest'ordine  ona  proporzione  geometrica,  si  dice  cbe  i 
tre  segmenti  dati  formano  nell'ordine  dato  uaa  proporzione  armo- 
nica e  che  il  secondo  é  medio  armonica  degli  altri  due  (1). 

459.  La  dimostrazione  precedente  ci  indica  il  modo  di  costruire 
il  medio  armonico  ED  di  due  segmenti  dati  AB,  BC. 

Dal  triangolo  rettangolo  BDE,  si  deduce  ED  <  W. 

E  dal  triangolo  rettangolo  OBD,  si  ha  BD  <  OD^  cioè  ED  < 
<  ED  <  OD. 

Ossia  il  medio  armonico  di  due  segmenti  disuguali ,  è  minoi-f 
del  medio  geometrico,  il  quale  è  minore  del  medio  aritmetico.  Dal 
triangolo  rettangolo  OBD,  essendo  Ìl  calato  BD  medio  proporzionale 
fra  l'ipotenusa    OD  e  la  proiezione  ED,  si  deduce  : 

Il  tkedio  geometrico  di  due  segmenti  è  anche  medio  geometrico 
dd  loro  jiMffio  aritmetico  e  del  medio  armonico.  Ed  anche  : 

U  segmento  terzo  proporsionale  dopo  il  medio  aritmetico  e  ìl 
medio  geometrico  di  due  segmenti  dati  è  il  loro  medio  armonico. 

460.  Def.  —  Se  due  segmenti  sono  eguali,  diremo  che  il  loro 
medio  armonico  è  uno  dei  segmenti  dati. 

461.  Def.  —  Dati  tre  segmenti  in  proporzione  armonica,  se  si 
dispongono  su  una  stessa  retta  in  modo  -  ili 

da  avere  un  estremocomunee  gli  estremi     y       ^       (!    Ì     J) 
della  medesima  banda  rispetto  ad  esso  — ,. 

ai  dice  che  questo  estremo  comune  e  gli  JJJT.  3S0 

altri  tre  estremi  dei  tre  segmenti  for- 
mano su  quella  retta  un  gruppo  armonico.  Ad  esempio,  sieno 
i  S€«menti  AD,  AB,  AC  in  proporzione  armonica  (fig.  «>")  e  si 
dispongfuio  sulla  retta  r,  sulla  stessa  semiretta  uscente  <**  "'  '" 
modo  che  questo  punto  sia  un  estremo  comune;  i  punti  A,  tì,  O,  U 
'■  1  gruppo  armonico. 

'  ifinizione  sì  ha  : 

AD  ~  AB;  AB—  AC  :  :  AD  :    AC 

BD;  BC  :  :  AD:  AC 
0  anche 

"ac:"bc  :  :  ad:  bd 

ilcbe  prova  il  seguente  : 

(1)  Questo  nome  deriva  dal  fatto  che  se  si  prendono  tre  corde  mnsicali 
della  steaaa  grossezza  e  natura  ,  tali  che  oieno  le  note  do  ,  mi,  eoi  . 
dell'accordo  perfetto,  le  loro  Inngheize  stanno  fra  loro  come  i   numeri 

],  — ,   —    i  quali  «on  appunto  tali  che  1 —  —  :   -T^T    '  "  '  '    "g 
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Teor.  —  Se  quattro  punti  formano  nu  una  retta  un  gruppo  ar- 
monico, le  distarne  dì  due  di  eisi  non  consecutinì  dagli  altri  due 
formano  una  proponiime. 

463.  Del.  —  Le  coppie  di  puoti  non  consecutivi  A  e  B,  C  e  D 
RI  dicono  coppie  di  punti  conittgatì  (fig.  280)  e  si  suol  dire  che  ì 
punti  C  0  D  dividono  armonicamente  il  segmento  AB  nel  rapporto 

di  AC  «li  AD  o  di  BC  a  BO^  O  che  i  punti  A  e  B  dividono  ar- 
monicamente il  segmento  CD  nello  stesso  rapporto. 

È  vero  il  teorema  inverso  del  precedente: 

Teor.  —  Se  quattro  punti  su  una  retta  sono  tali  che  le  disfonie 
di  due  di  essi  non  consecutivi  dagli  altri  due  formino  una  pj-o- 
porsione,  i  quattro  punti  dati  formano  un  gruppo 

E  difatti,  da(i  su  una  retta  r  i  punti  A,  G,  B,  D, 

AC:  BC  ;  :   AD:  BD 
BD:  BC  :  :  AD:  AC 


ossia  :  AD  —  AB  ;  AB  —  AC  :  :  AD  :  AC,  il  che  prova  che  i  tre 
segmenti  AD,  AB,  AC  formano  una  proporzione  armonica ,  ossia 
che  il  gruppo  A,  B,  C,  D,  è  un  gruppo  armonico. 

Cor.  —  Le  bisettrici  di  due  angoli  adiacenti,  uno  interno,  l'al- 
tro esterno  d'un  triangolo,  dividono  artnonicamente  il  iato  oppo- 
sto nel  rapporto  degli  altri  due  lati, 

464.  Supponiamo  che  il  gruppo  di  punti  ABCD  sia  armonico  :  vuol 
dire  che  è  : 

AC:BC:  ~^  ' 
Ma  se  questa  proporzione  é  vera,  sono  vere  anche  le  se^oenti: 
1."  BC:  AC  : 
2°  BD:  ad: 
3.0  AD  :  BD  : 
4.0  CA  :  Ì5a  : 
5."  DA:CA  :  :  DB:  CB 
6."  Ci  :  DB  :  :  CA  :  DA 
7."    DB:  CB  :  ;  DA:  CA 

le  quali,  pel  teorema  precedente  provano   rispettivamente  ohe   se 

i)  armonico  il  gruppo  ABCD,  sono  pure  gli  altri  armonici: 

BACO,  BADC,  ABDC,  CDAB,  DCAB,  CDBA,  DCBA. 

Ossia;  Dato  un  gruppo  di  punti  armonico  in  un  certo' ordine, 

si  jiio.»soii  cambiare   di  posto  i  primi  dito  Cogli  ultimi  due,  o  pe-- 


AD:  BD 

:  :  ^: 

:  AD 

■  ■   BC: 

;  AC 

■  ■  AC  ; 

:BC 

:  ;  CB 

;  DB 
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mutare  fra  loro  i  primi  due  o  ffU  aitimi  due  e  il  gruppo  rimane 
irnnpre  armonieo. 

Indicheremo  cbe  il  gruppo  ABCD  é  armonico  nell'  ordine  dato, 
scrìvendo  (ABCD).  Uno  dei  punti  si  dice  quarto  armonico  rispetto 
agli  altri  tre. 

465.  Teor.  —  La  metà  di  un  segtnerUo  è  media  proporzionale 
fra  le  distame  del  punto  medio  del  segmento ,  da  due  punti  che 
lo  dividono  armonie  mente. 

Sia  AB  un  segmenta,  0  il  suo  punto  medio,  C,  D,  due  altri  punti 
della  sua  retta,  uno  interno,  l'altro  esterno  che  lo  dividano  armo- 
nicamente. Si  ha  per  deSnizione  :  AC  :  BC  '  \  AD  :  BD  :  da  cui  si 
deduce  (supponendo  AC  >  BC) 

AC—  BC:AC-1-BC::AD  — ro:AD-|-BD 

Ma  è:    AC—  BC  =  ÀO  -|-'ÓC  — (BO—  OC)  =  AO  +  OC  — 

—  AO  +"0C  =  a  OC. 

AC  +  BC=ÀO"+  ÒC  +  BO  — ÒC"=A'o"+BO'-=2  AO. 

AD— Bl5  =  AB=  2  AO. 

AD  +  BD  =  A0+  OD  +  ("OD  — OB)^ 

=  AÓ  +  OD  +  OD  —  AO  =  2  013. 

Sostituendo  nella  proporzione  precedente  si  ha  dunque: 

20C:2  AO:  :2AO:aob 

OC  :  AÓ:  :  AOt  OD 

come  si  voleva  dimostrare. 
Se  ne  deduce  AO*  =  OC  .OD. 
E  vero  il  teorema  inverso:  cioè:  Se  vn  segmento    e  due  punti 

su  una  retta  sono  tali  che  la  metà  del  sei/mento   sia  media   jn-o- 

porxionale   fra    le   distarne 

del  punto  mèdio  del  segmento 

dagli  altri    due  punti ,   gli 

estremi  del  segmento  e  i  punti 

dati  formano  un  gruppo  ar- 
ie^. Probi.   —  Dati  due 

punii  su  una  retla,trovaresu 

questa  retta  altri  due  punti, 

che  dividano  armonicamente 

la  distatua  dei  primi  due  nel  rapporto  di  due  segmenti  dati. 
Sieno  A  e  B  i  punti  dati  (fig.  281):  e  si  vogliano  trovare  sulla 
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fetta  AB  due  punti,  che  dividano  anno nicam ente  il  segmento  AB 
nel  rapporto  di  due  segmenti  comunque  dati,  per  es.  MN,  PQ;  su 
un  raggio  qualunque  uscente  da  A  prendo  AE  ^  MN  e  Bulle  due 
semirette  parallele  ad  AE  uscenti  da  B,  prendo  BF  =  BG  =  PQ. 
Quindi  costruisco  EG  e  EF ,  che  incontreranno  la  retta  AB  nei 
punti  C  e  D,  uno  intemo,  l'altro  esterno  al  segmento  AB  che  sono 
i  punti  richiesti. 
Difatti  per  i  triangoli  simili  AEC  e  CBQ   si  ha: 

AC  :BG:  :  AE  :  BG 
e  per  i  triangoli  simili  AED,  BFD: 

AD:  BD:  :AR  :  BF 
Da  queste  proporzioni,  essendo  BG^BF  si  dediine: 
AC: BC: ;aD:RD: ; AE  iBF 

il  che  prova  che  i  quattro  punti  A,  B,  C,  D  formano  un  gruppo 
armonico,  ossia  che  i  punti  C  e  D  dividono  armonicamente  il  seg- 
mento A  B  nel  rapporto  dei  segmenti  AE,  BF,  che  sono  per  ipo- 
tesi eguali  ai  segmenti  dati  MN,  PQ. 

Non  v'é  altra  coppia  di  punti  oltre  C,  D,  che  divìdano  armoni- 
camente nel  rapporto  dato  il  segmento  AB. 

Difatti  se  vi  fosse  un'altra  coppia  di  punti  C,  D'  (C  intemo  e 
D'  esterno  ad  AB)  dovrebbe  essere  insieme: 

AC:BC:  :  aS:M:  :MN:PQ 

AC'^  :  BC^  :  :  AD' :  BD^  :  :  MN  :  PQ 
da  cui  si  deduce  (§372): 

AC  :  "BC   :  .  AC'  :  BC^ 
e  componendo: 

AC  +  BC  :  AC  :  :  AC  +  BC:kC' 

AB:  AC  ;  :  AB:  AC^ 
,  se  à  C  diverso  da  C  dovendo  C  e  C  essere 
ispetto  ad   Al 

Si  osservi  che,  se  i  segmenti  MN  e  PQ  sono  eguali,  allom  il 
punto  C  diventa  il  punto  medio  del  segmento  AB  e  le  rette  EP  e 
AB  non  s' incontrano.  Si  conviene  allora  di  dire  che  il  coniugato 
del  punto  C  é  a  distoma  infinita.  Il  gruppo  dei  punti  A,  B,  C  e 
del  punto  a  distanza  infinita  l'indicheremo  scrìvendo  (ABC  co). 
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467.  Probi.  —  Dati  tre  punti  su  una  retta,  trovarne  un  altro 

che  formi  con  essi  un  gruppo  armonico,  e  sia  coniugato  di  uno  dei 

punti  dati, 

Steno  A,  B,  C  i  punti  dati  (fig.  282)  e  si  cerchi 

Diug&to  di  C)  tale  che   ABCD   ai& 

uo  gruppo  armonico.  Per  i  punti 

coaiug&ti  A  e  B  ai  costruiBcano  due 

rette  nar&Uele  e  per  C  una    tra- 
sversale ohe  le  ÌQOontrì  nei  puDtL 

1^  e  G  da  bande  opposte  rispetto 

alla  retta  AB  o  dalla  atsBsa  banda, 

socondo  che  C  é  in  temo  od  estemo 

ad  AB.  Sulla  semiretta  uscente  da  B,  nella  stesaa  direzione  dì  AE 

oppure  in  direzìoae  opposta  secondo  che  C  é  intemo  o  estemo  ad 


AB,  I 


BF  =  BG. 


Quindi  si  costruisca  EF,  che  se  C  é  interno  al  segmento  AB  in- 
contrerà la  retta  AB  in  un  punto  esterno  D  che  é  u  punto  richie- 
sto (se  C  fosse  stato  esterno  al  segmento  AB,  sarebbe  invece  D 
un  punto  intemo).  Dai  triangoli  simili  ABC,  CBQ  si  deduce: 

AC:  BC:  :  AÉ:  BG 

e  dai  triangoli  simili  AED,  BFD: 

AD:  BD  :  :  AE  :1f 


E  poiché  è  BG  =  BF  é  pure: 

AC  :  BC: 

Dunque  D  é  il  punto  richiesto. 

Il  punto  D  é  unico:  poiché  se 
dovrebbe  essere 


dalle  quali  si  deduce: 


AD  :  BD 


AD  :  BD 


AD:BD' 


:  altro  e  fosse  D', 


e    anche,  dividendo  o  componendo,  secondo  che  D  é  esterno  o 
interno 

AD  — ED:  ad:  :AD^  — ro^:  ad" 
oppure 

AD-I-  BD  :ÀD:  :  AD'  +  m' ;  ]^ 
ossia,  in  ogni  caso: 

AB:  ad;  :  AB:AIV 
che  non  può  essere,. se  ly  é  diverso  da  D. 
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E  evidente  che,  se  il  punto  C  è  il  punto  medio  del  segmeato 
AB,  il  suo  coniugato  Dèa  distanza  infinita.  E  perciò  riteniamo 
che  gli  «stremi  di  un  segmento,  ti  suo  punto  medio  e  un  punto 
a  distanza  infinita  formano  sempre  un  gruppo  armonico. 

468.  Teor.  (d'Apollonio).  —  Il  luogo  ffeoTtielrico  dei  jÀtnli,  le 
cui  disianze  da  dtie  punti  dati  sono  proporitonali  a  due  segmenti 
dati  è  un  circolo.  Il  diametro  di  questo  circolo  è  la  disianza  dei 
punti  che  dividono  armonicamente  la  dislama  dei  punii  dati  nel 
rapporto  dei  segmenti  dati. 

Sieno  A  e  B  i  punti  dati  (fig.  283),  MN ,  PQ  i  segmenti  dati, 
C  e  D  i  punti  che  dividono 
segmento 


EA  :  EB  :  :  MN  :  PQ 

Si  costruisca  EA,  ÈB^  BC, 
ED.  Essendo  ABCD  un  gruppo 


AC:  BC  :  :  AD  :BD  :  :MN:  PQ 
e,  per  ipotesi  : 

ÈA  :  EB:  :™  :  PQ 
dalle  quali  si  deduce  : 

AC;  BC":  :  EA":EB  e  AD  :  BD:  ;  EA  :  EB 

Queste  due  proporzioni  ci  provano  (§§  409,  411),  che  nel  trian- 
golo AEB  la  retta  EC  è  bisettrice  dell'angolo  intorno  E  del  trian- 
golo AEB  e  che  ED  è  la  bisettrice  dell'angolo  esterno  adiacente. 

Ma  le  bisettrici  di  due  angoli  adiacenti  sono  perpendicolari  quindi 
l'angolo  CED  è  retto. 

E  poiché  i  lati  di  quest'angolo  passano,  qualunque  sia  il  punto 
E,  per  ì  punti  fissi  Ce  D,  il  punto 
E  deve  trovarsi  sul  circolo  che  ha 
per  diametro  CD. 

Questo  circolo  chiamasi  circolo 
d'Apollonio. 

Viceversa,  qualunque  punto  di 
tale  circolo  soddisfa  alla  condizione 
■■ichiesta.  di  aver  cioè  le  sue  di- 
stanze dai  punti  dati  A  e  B  pro- 
proiionaliaisegmentidatiMNePQ. 

Sia  E  un  punto  qu:ilunque  del  cu 
wpjTiirette  EA,  EB.  EC,  ED  (fìg.  284)  e  per  uno  dei  punti  C  o  D, 
per  esempio  da  C.  la  parallela  alla  semiretta  che  passa  nel  punto 
coniugato  ;  si<i  GH  questa  parallela,  che  incontra  nei  pun.ti  G  e  H 


olo  d'Api>llonio.  Costruiamo  le 
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le  semirette  EA  e  EB  alle  quali  non  pud  essere  parallela.  Per  i 
triangoli  ainiili  AGC  e  AED  m  ha: 

OC  :  ed:  :  AC:ÀD 
e  per  i  triangoli  simili  CBH,  EDB  ; 

CH  :  ed:  :  BC:  BD 

E  poiché  per   ipotesi 

AC  :  BC:  :  AD:  BD 

AC:  aS:  :  BC:  BD 

ne  deduciamo: 

Ì5C  :ED:  :  CH  :ED 

E  per  conseguenza  (§  388,  3.°)  è  GC  =  c¥.  Allora  i  due  trian- 
goli ECG,  ECH,  rettangoli  in  C,  avendo  i  cateti  eguali,  sono  eguali, 
e  la  retta  EC  e  bisettrice  dell'angolo  GEB,  sicché  nel  triangolo 
AEB  si  ha  : 

ÈX:  EB  :  :  AC  :  BC  :  :  MN":  PQ 

Dunque  ogni  punto  del  circolo  d'Apollonio  ha  le  sue  distanze  dai 
|iunti  dati  proporzionali  ai  segmenti  dati,  e  il  teorema  è  dimostrato. 

Se  i  segmenti  MN,  PQ  sono  eguali,  il  punto  C  è  medio  del  seg- 
mento AB  e  perciò  il  punto  Dèa  distanza  infinita  e  il  luogo  geo- 
metrico è,  come  sappiamo,  una  retta  perpendicolare  al  segmento 
AB  nel  suo  punto  medio. 

Fasci  armonici  di  rasoi. 

469.  Def.  —  I  quattro  raggi  che  escono  da  un  punto  qualunque 
e  passano  per  i  quattro  punti  di  un  gruppo  armonico,  o  quattro 
rette  parallele  ohe  passano  per  i  punti  di  un  gruppo  armonico  co- 
stituiscono un  fascio  armonico.  Se  le  rette  son  parallele,  lo  diremo 
fascio  armonico  a  raggi  paralleli.  Si  dicono  raggi  coniugati  le  rette, 
che  paesano  per  i  punti  coniugati,  e  uno  qualunque  dei  raggi  si 
dice  quarto  armonico  degli  altri  tre. 

Indicheremo  il  fascio  armonico,  uscente  dal  punto  0  ed  i  cui 
raggi  passano  pel  gruppo  armonico  ABCD  scrivendo  0  (ABCD). 

Quando  uno  dei  punti  armonici  è  a  distanza  infinita,  il  raggio 
corrispondente  d'  un  fascio  é  parallelo  alla  retta  degli  altri  tre 

Invece  di  dire  che  il  fascio  0  (ABCD)  é  armonico,  diremo  ancUe 
che  due  suoi  raggi  coniugati  per  es.  OC,  OD  dividono  armonica- 
mente l'angolo  o  la  striscia  degli  altri  due,  secondo  la  sezione  ABCD.' 

470.  Teor.  —  Un  segmento  parallelo  ad  ttn  raggio  di  wra  fa- 
scio armonico  e  compreso  fra  i  raggi  coniugati  dell'altra  coppia  e 
diviso  per  metà  dal  raggio  coniugato  del  primo. 
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Sia  0  (ABCD)  il  faaclo  armoDioo, 
ikl  raggio  OD.  e  abbia  i  suoi  eatremi 


r,y  S8S 


il  segmento  MN  parallelo 
.=u.i  oui  raggi  coniugati  OA,  OB. 
Dico  che  il  punto  P ,  che  il  seg- 
mento MN  ha  comune  col  raggio 
OC  .coniugato  di  OD,  è  il  punto 
medio  di  MN  (fig.  885). 

Costruiamo  da  C  un  segmento 
parallelo  ad  MN  e  terminato  su- 
gli'stessi  raggi,  e  sia  RS. 

Dai  triangoli  aimili  ARC,  AOD 
eTBCS,  BOD  gi  ha  .■ 


AC  :  AD  ;  :  RC  :  OD      BC":  BD  :  :  CS  :  OD. 
Dalle  quali,  per  essere  armonico  il  gruppo  ABCD,  si  deduce: 
_  RC  :  od:  :  CS  :0D 

e  percitì  è:  HC  —  CS. 

Ma  ai  ha  pure  MP  :  PN  ;  ;  RC  :  (S  ;  deve  essere  dunque  1^  =  PN 
come  vqlev&si  dimostrare. 

471.  È  vero  anche  il  teorema  inverso: 

Teor.  —  Se  dei  raggi  uscenti  da  un  punto, ^due  passano  per  gli 
estremi  di  mm  segmento,  uno  per  il  punto  medio  e  un  altro  è  pa- 
rerlo alla  retta  di  questo  segmento,  questi  quattro  raggi  far 
un  fascio  armonico. 

Cor.  —  1."  Tre  raggi  qualunque  di  un  fasi 
lungamento  del  quarto  raggio  costituiscono  un  fa» 

2.°  I  due  lati  di  un  angolo,  la  sua  bisettrice  e  la  bisettrice 
dell'angolo  adiacente  costituiscono  un  fascio  armonico. 

3."  Se  due  raggi  coniugati  d'un  fascio  armonico  son  perpen- 
dicolari, essi  son  bisettori  degli  angoli  adiacenti  formati  dalle 
rette  degli  altri  due  raggi, 

472.  —  Def.  Qualunque  retta  che  i 
si  chiama  trasversale  del  fascio. 

I  punti  in  cui  essa  incontra  i 
raggi  {e  uno  ditali  punti  potrebbe 
essere  a  distanza  infinita)  costi- 
tuiscono un  gruppo,  chetai  chiama 
selione  del  fascio. 

473.  —  Teor.  Qualunque  se- 
none  di  un  fascio  armonico  è  un 
gruppo»  armonico , 

Sia  0  (ABCD)  fil  fascio  armo- 
a  trasversalejqualunque, 


.  raggi  di  un  fascio. 


A,  B,  I 

(fig.  286).  Da  u 


del  fascio 
questi  punti 


Br  es.  U,  SI  costruisca  la  osi 
a  al  raggio  coniugato  di  (5C, 


e  aleno  RS,  ì  punti  d'in 
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contro  <ji  quesu  parallela  cogli  altri  due  raggi.  Pel  teorema  del 
§  470  é  ^0"=  CST 

Di  più  i  triangoli  ARC,  AJ>0  sono  simili  e  sono  pure  simili  i 
triangoli  CBS  e  OBD,  sicché  avremo: 

AC:  ad:  :RC:^ 
BC-.m;  :  ra":  OD 

Essendo   KC  <~  CS  ae  deduciamo  ohe  A: 

AC:  ad:  :Bc.m 

cioè  che  il  gruppo  ABCD  è  un  gruppo  armonico. 

474.  Probi.  —  Date  due  rette,  trovarne  aitre  due,  in  modo  che 
formino  colle  prime  un  fascio  armonico  dimeni  una  sezione  sia 
(iivisa  nel  rapporta  di  due  segmenti  dati. 

Sia  che  le  rette  date  r  6  r'  sieo  parallele  o  che  sien  concorreDti 
in  uà  punto  0,  si  costruisca  una  secante  comune  che  le  incontri 
nei  punti  A  e  B  e  si  divida  armonicamente  il  segmento  AB  nelj^rap- 
porto  dato.  Se  ABCD  ■  6  il 
gruppo  armonico  ottenuto, 
le  rette  che  passano  per  C  e 
D  e  son  parallele  alle  date 
o  concorrenti  con  esse  nel 
punto   O  risolvono   il  pro- 

475.  Probi.'  —  Batì  tre 
faggi  trovare  il  quarto  rag- 
gio armonico,  e  coniugato 
di  uno  dei  raggi  dati. 

Sia  che  le  tre  rette  date  sieno  parallele,  o  che  sieno  concorrenti, 
1  ai  costruisca  una  secaste  comune,  che  le  incontra,  per  es.  nei  punti 
A,  C,  B.  Si  trovi  il  coniugato  armonico  D  di  uno  di  questi  punti 
rispetto  a^li  altri  due,  e  la  retta  che  passa  per  il  punto  D  ed  è 
parallela  alle  date  o  concorrente  con  esse  é  il  raggio  richiesto. 
E  facile  vedere  che  non  ve  ne  sono  altri;  perché  se  ce  ne  fosse 
un  altro,  ohe  ineoctrasse  la  retta  ABC  io  D'  il  gruppo  ABCD'  sa- 
rebbe armonico,  il  che  non  può  essere,  poiché  è  armonico  ABCD. 

Oppure,  dati  i  raggi  OA,  OB,  OC,  e  richiesto  il  coniugato  di  OC, 
da  un  punto  M  di  OB  si  costruisca  la  retta  PM  parallela  al  co- 
niugato OA.  e  se  P  ò  il  punto  in  cui  essa  incontra  OC,  si  prenda 
su  essa,  da  banda  opposta  dì  M,  MQ  =  Mp-  Il  raggio  OQ  é  quello 
■  richiesto  (fig.  287). 

476.  Teor.  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  le  cui  distarne  da 
due  rette  date  sono  proporzionali  a  due  segmenti  dati ,  è  costi- 
tutto  da  una  coppia  di  rette ,  che ,  insieme  colle  rette  date ,  for- 
mano vm  fascio  armonico. 

NlMHBI.  —  KltmtnU  di  Otomlria  16 
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Sieno  !■  e  r'  le  due  fette  date ,  che  prima  supporremo  concor- 
renti (fig.  28S),  0  il  loro  punto  comune,  MN,  PQ  ì  due  segmenti 
dati,  V  e  V,  due  punti ,  uno  interno  all'angolo  delle_due  rette, 
l'altro  esterno  tali  che  costruite  le  distanze  VR,  VS,  V'R',  V'S'  di 
essi  dalle  rette  date,  si  abbia  : 

VR:VS:  ;  MN  :PQ         TR^:  V^'  ;  ;  MN  ;  PQ 

È  facile  vedere  che  di  tali  punti  ne  esistono  effettivamente,  ae 
non  altro  quelli  le  cui  distanze  sono  effettivamente  eguali  a  MN  e  PQ. 

E  bì  costruisca  VV  che  ,  o  incontra  le  rette  date  in  due  punti 
A  e  B  0  é  parallela  a  una  di  esse,  per  esempio  alla  r.  In  ambe- 
due i  casi,  dalle  proporzioni  precedenti  si  deduce  : 

VR:VS::V^:V^ 

VR:V^:  ;  VS  :  V^ 
,  dai  triangoli  simili   ARV,  AR'V  ;    BVS, 

AV:  AV-:  :  VR;V^ 
BV:  BV^:  :  VS:  V^ 


AV:  AV':  :  BV:  BV 

E  cotì  é  provato  che  il 
gruppo  ABVV'  è  un  gruppo 
armonico,  e  perciò  il  fascio 
0  (ABVV)  è  un  fascio  ar- 

Nnl  secondo  caso,  quando 
cioè  sia  VV  parallela  a  una 
delle  rette  date,  per  esempio 
a  r',  6  allora  neces3ari&- 
mente  VR  ^  V'R'e  dovendo 


VR  :  VS  :  :  VR'  :  VS' 


è  pure  VS  --^  VS',  sicché  i  triangoli  VSR,  VS'B'  sono  in  , 
uguali  ed  è  BV  ^  BV  e  perciò  il  fascio  0  (VBVoo)  é 


Dunque  in  ogni  caso,  i  punii  V  e  V  che  soddisfano  alle  con- 
dizioni poste  dal  teorema,  si  trovano  sulle  rette  OV,  OV  che 
culle  rette  date  costituiscono  un  fascio  armonico.  Viceversa  ogni 
punto  delle  rette  OV,  OV  ha  le  sue  distanze  dalle  rette  dat«,  pro- 
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pornonali  ai  segmenti  dati.  Difatti  preso  un  punto  V"  per  es.  sul 
raggio  OV  e  eostruite  le  sue  distanze  V"R",  V"S"  d&Ue  rette  date; 
si  ha  evidentemente  : 


V"R' 

:0V^' 

: VR : OV 

V^ 

:  OV^ 

:vs:óv 

rW 

v^': 

:  VR:  VS 

Ma  VR  :  VS  ;  :  MN  :  PQ  quindi  V"R"  :  V"S"  W  MN  :  PQ  come 
si  voleva  dimoEtrare. 

Sa  le  rette  date  r,  r'  fossero  parallele,  costruita  una  perpendico- 
lare comune  AB,  si  divida  armonicamente ,  il  segmento  AB  nel 
rapporto  MN  :  PQ  coi  punti  C  e  D.  Da  questi  punti  costruiamo  le 
parallele  alle  rette  date.  È  facile  dimostrare  che  esse  costruiscono 
il  luogo  geometrico  richiesto. 

Poli  e  polari. 

477.  Teor.  Date  due  rette  e  un  punto,  se  da  questo  punto  si  co- 
struiscono le  innumerenoli  secanti 
delle  rette  date ,  il  luogo  geometrico 
dei  punti  coniugati  armonici  del  pun- 
to dato,  rispetto  alte  intersexioni  di 
ciascuna  secante  eolle  rette  date ,  è 
una  retta,  che  insieme  colle  rette  date  e 
con,  un'altra  retta  passante  pel  punto 

Siano  e,  ri  le  rette  date,  ed  0  il 
loro  punto  comune:  A  il  punto  dato 
(fìg.  S89).  Se  r  è  una  secante  che  passa 
per  A,  e  sono  C  e  D  i  suoi  punti  co- 
muni colle  rette  e,  d,  sia  B  il  quarto 
armonico,  coniugato  di  A,  dei  punti 
A,  C,  D.  Allora,  per  definizione,  co- 
struendo le  rette  OA,  OB,  che  indi- 
cbiamo  con  a  e  b,  il  fascio  0  (ABCD)  è 

Inoltre  qualunque  altra  secante  si  costruisca  da  A,  che  incontri 
la  retta  b,  e,  d  nei  punti  B',  C,  D',  il  gruppo  AB'C'D'  è  armo- 
nico: e  B'  è  coniugato  di  A:  quindi  è  vero  il  teorema. 

Se  e  e  d  fossero  parallele ,  basterebbe  costruire  a  e  &  ad  esse 
parallele. 

Def.  —  Date  due  rette  e  un  punto,  la  retta  che  è  luogo  geom. 
dei   coniugati   armonici   del  punto  dato,  si  dice   polare  di   questo 
punto  rispetto  alle  rette  date  e  il  punto,  polo  di  questa  retta. 
,   478.  ProbL  —  Dato  un  punto  e  due  rette,  trovare  la  polare  del 
jmnto   rispetto  alle  rette  date. 


FtjZSS 
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Si  deduce  subito  dal  leorema  precedente  la  costniùoDe  da  sseguirsi. 

Diamo  qui  un'altra  coetruiione.  Date  le  rette  e  e  d  {fig.  290)  e 

il  punto  A,  si  costruiscano  per  A  due  secanti  r  e  r'  e  Steno  C,  D 

e  C,  D',  i  loro  punti  comuni  colle  rett« 

date.  Si  coatruisoono  CD'  e  CD  e  sia 

1  il  loro  punto  comune:  questo  è  aa 

punto  della  retta  richiesta.  Difatti  se 

B  d  il  coniugato  dì  A  sulla  retta  r.  si 

ha  che  è  armonico  il  fascio  I  (ABCD); 

ed  é  pure  armonico  il  fascio  I  (AB'CD'j 

essendo  B"  il  punto  in  cui  la  retta  IB 

incontra  r'  (g  471,  cor.  ì."):  perciò  BB' 

è  la  polare  di  A,  e  I  trovasi  su  di  essa. 

479.  —  Si  noti  che  se  un  punto  B' 

'   i  sulla  polare  di  un  altro  punto  A, 

reciprocamente  la  polare  di  B"  passa 

480.  Def.  Una  figura,  formata  da  quattro  rette  che  s'incontrano 
a  due  a  due  in  sei  punti  dicesì  quadrilatero  completo,  l  sei  punti 
diconsi  vertici  del  quadrilatero,  le  quattro  rette  diconsi  lati,  nella 
fig.  290  le  rette  e,  d,  r,  r\  e  i  punti  O,  C,  D,  A,  C,  D'  sono  i  lati  e  i 
vertici  d'un  quadrilatero.  I  vertici  si  dicono  opposti  quando  non 
sono  sullo  stesso  Iato.  Nella  fig.  indicata  son  dunque  vertici  op- 
piti; 0,  A;C,  D';  C,  D:  le  rette  dei  vertici  opposti  si  chiamano 
diagonali. 

Nel  quad.  compietosi  hanno  tre  diagonali:  ed  d  facile  vedere  il 
seguente 

Teor.  —  In  ogni  quadriliaero  completo  ogni  diagonale  è  dim'sa 
armonicamente  dalle  altre  due. 


fij'  29s 


Polare  di  l'N  punto  rispetto  a  un  circolo. 

481.  Teor.   —   liato  un  circolo  e  un  punto,  se  da  questo  punto 


si  costruiscono  le  innumerevoli  secanti  al  circolo,  il  luogo  geom. 
dei  punti  coniugati  armonici  di  quello  dato  rispetto  alle  interse- 
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!ÌotU  delle  secanti  col  circolo  è  su  una  retta  perpendicolare  al  dia- 
metro, la  cui  retta  passa  pel  punto  dato. 

Sia  0  il  centro  del  circolo  dato,  A  il  punto,  che  supporremo  dap- 
prima interDoodeHlerno(fìg.  291).  Costruiftino  il  diametro  CD  U  cui 
retta  passa  per  A  :  e  in  questo  ilelerminiamo  un  punto  B,  ìa  modo 
che  il  gruppo  A6CD  sia  armonico  e  A,  B  siano  coniug-ati:  e  per  B 
costruiamo  li  perpendicolare  p  ad  AO.  Dico  che  questa  retta  p,  o 
il  segmento  di  essa  interno  ai  cìrcolo,  secondo  che  essa  è  esterna 
o  secante,  é  il  luogo  geom.  richiesto.  Basta  perciù  provare  che 
su  ogni  secante  costruita  per  A,  la  quale  incontri  il  circolo  nei 
punti  C  e  D'  e  la  retta  p  nel  puuto  B' ,  i!  gruppo  AB'C'D'  é  ar- 
monico, con  B'  coniugato  di  A. 

Pel  teor.  d'  Apollonio  si  ha:  D'B:D'A  ;  :  BC  :  AC,  il  che  prova 
che  D'C  é  bisettrice  deli'angDlo  BD'A;  quindi  gli  archi  CC'  e  CE 
sono  eguali  :  sono  quindi  eguali  gli  angoli  C'BC,  C6E  ossia  BC  è 
bisettrice  dell'  angolo  CBE.  E  allora  BB' ,  ad  essa  perpendicolare 
è  bisettrice  dell*  angolo  adiacente ,  cioè  le  quattro  semirette  BD', 
BB',  BC',  BA'  formano  un  fascio  armonico  ed  ogni  sua  seiiotie 
AB'C'D'  6  un  gruppo  armonico.  E  siccome  non  pud  esserci  altro 
punto  diverso  da  B'  che  sodisfi  a  questa  condizione  ,  la  retta  p 
(estema  al  circolo  se  il  punto  dato  A  è  interno)  o  il  segmento  di 
essa  interno  al  circolo  (se  il  punto  dato  à  esterno)  costituiscono 
rispettivamente  il  luogo  geom.  richiesto. 

Òet.  —  Dato  un  punto  ed  un  circolo,  la  retta  cui  appartiene  il 
luogo  geom.  dei  coniugati  armonici  del  punto  dato  si  dice  polare 
del  punto  rispetto  del  circolo  ;  e  il  punto,  polo  di  questa  retta. 

482.  Ricordando  il  t«or.  del  §  465,  si  ha  subito:  OC'  =  OaTOB; 
e  sulla  retta  del  diametro  CD  di  un  circolo  di  centro  0 


si  han  due  punti  A  e  B,  tali  che  sia  OC'  =  OA  .  OB,  la  perpendico- 
lare alla  retta  del  diametro  in  A  è  polare  di  B,  e  la  perpendicolare 
in  B  à  polare  di  A. 

So  A  coincide  con  C,  si  ha  :  OC»  =  ÓcTÒB  donde  6c  =  OB,  il 
che  prova  che  B  coincide  con  C  ossia  potremo  dire  :  la  polare  di 
un  punto  del  circolo  è  la  tangente  in  questo  punto. 

483.  Nel  caso  che  il  ponto  A  sia  esterno,  sieoo  M,  N  (fig.  291  )  ipunti 
comuni  dellapolare  col  circolo.  Se  si  costruisce  MA,  MC,  MD,  si 
ha  pel  teor.  d'Apollonio  che  MC  è  bisettrice  dell'angolo  AMB,  e 
perciò  è  AMB"  =  CMB'=  tìBB',  il  che  prova  che  AM  è  tangente 
al  circolo  nel  punto  M.    Analogamente  per  AN. 

484.  Probi.  —  Trovare  la  polare  di  un  punto  rispetto  a  un  circolo. 
Se   il   punto   è    estemo,  pel  g  483  basta  condurre  le  tangenti 

dal  punto  al  circolo  e  la  retta  dei  punti  di  contatto  è  la  polare. 
Se  il  punto  é  sul  circolo,  la  polare  è  la  tangente  in  quel  punto.  Se 
il  punto  é  intemo  si  può  ripetere  la  costruzione  del  §  481. 

Uà  si  pud  indicare  un'altra  costruzione.  Per  il  punto  A  si  co- 
etrui»(apo  due  secanti  (fip.  292-3)  che  incontrino  il  circolo  mi  punti 
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e,  D  e  C,  D'.  Costruiamo  le  rette  CC ,   DD' 

CD'  e  CD  e  aia  N  iU  w 
loro  punto  comune. 
La  retta  MN  é  U 
polare  richiesta.  Di- 
fatti >  questa  retta 
MN  é  polare  del 
punto  rispetto  alla 
coppia  di  rette  CC 
DD'(§478),equÌDdi 
i  punti  in  cui  essa 
incontrale  rette  CD, 
CD'  sono  coniugati 
armoniei  di  A,  in- 
sieme con  C,  D  e  C\  D'-  Per  U  def.  del  §  481 
anche  la  polare  di  A  rispetto  al  cìrcolo  dato. 

485.  Teor.  —  Le  polari  dei  punti  di 
sano  pel  polo  di  guest"  -retta:  e  i  poli   delle 
passano  per  un  medesimo  jntnto  si  trovano 
lare  di  questo  punto. 

Sia  p  la  polare  del  punto  A  rispetto  al    --- 


3  punto  qualanqu 
passa  per  A  (fig.  294). 


;  dico  che   la  polare  di  B' 


Costruiamo  B'O, 
colo  nei  punti  C,  D',  e  sia  A'  il 
niugato  di  B'  nel  gruppo 
C'D'B'A'  :  e  costruiamo  OA  che  incontri 
j>  in  B.  Poi  si  consideri  i  triangoli 
OAA',  OBB',  che  hanno  l'angolo  0 
comuiie.  Si  ha  (§  465) 

OC'  =  OA.OB     OC'^  ^  OA' .  Off. 
e  poiché  OC  =  OC^ 
"'■^  '■'■'  si  ha  pura  DA  .  GB  =  OA'.OB' 

ossia  ÒA:  OA'  ;  :  OB:  OB' 
cioè  nei  due  triangoli  OAA',  OBB'  l'angolo  eguale  é  compreso  fra  , 
lati  proporzionali.  Essi  son  dunque  simili  e  l'angolo  AA'O',  eguale 
all'angolo  retto  OBB',  i-  pure  retto  :  sicché  la  retta  AA'  è  la  polare 
di  B'  e  passa  per  A. 

Analogamente  si  dimostra  che  se  B,B'  .  ,  .  sono  i  poli  delle 
rette  MN,  MN'  .  ,  .  passanti  per  A,  i  punti  B,B'  ,  .  .  apparten- 
gono alla  polare  di  A.  ' 
486.  Cor.  —  1."  Se  dai  punti  di  una  retta  si  costruiscono  le  cop-  , 
pie  di  tangenti  a  un  circolo,  le  corde  dei  punti  di  contatto,  piu«M  | 
tutte  per  un  medesimo  punto  (polo  della  retta). 

2."  Se  da  un  punto  si  co/iducono   delle  trasversali  a  un  cir-  | 
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colo,  e  pei  punti  d' 
di  ciascuna  coppia 
{polare  del  punto). 

3."  La  polare  < 
poli  dei  lati. 

4."  Il  polo  di  lina  retta  é  l'  interse 
tuoi  punti  qualunque. 

Tenendo  presente  il  §  483  si  ha  pure 

ì^  "    n  ìvrlìffl  d^utì.  an/ìi^lo  i  mi  Intì 
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.   . .  costruiscono  le  tangenti;  la  tangenti 
incontrano  in  punti  d'una  ntedesitna  retta 

che  passa  pei 


■e  delle  polari  di  due 


angolo  i  cui  Ioli  son  tangenti  e 
dei  punii  di  contatto. 


n  circolo 


pumi  ai  cirmatto. 
u.     uitu  jctuiKt  u  »'•  circolo  ha  per  polo  il  punto  d'incontro 
delle  tangenti  condotte  pei  suoi  punti  d'incontro  col  circolo. 

Figure  inverse. 


487.  D6f-  —  Dato  un  rettangolo  (o  un  quadrato)  e 
è  sempre  possibile  (§442, Cor. (trovare  un  altro  segrnentoON, tale  che 
il  rettangola  OH  .  ON  sia  equivalente  al  rettangolo  dato.  Supponi. 
che  0  sìa  un  punto  fisso  del  piano  e  M  un  punto  qualunqu 
una  figura  dello  stesso  piano.  Possiamo  stabilire  di  prendere  tafe 
mento  ON  sulla  semiretta  OM  o  sulla  opposta  ;  ooU'origine  con: 
0.  Allora  per  o^rni  punto  della  figura,  ne  potremo  sempre  deter- 
minare un  altro  in  uno  dei  modi  suddetti:  e  l'insieme  dei  punti 
ottenuti  in  aiaacuno  dei  modi  si  dice  figura  inversa  della  prima. 

Il  punto  fisso  0  dicesi  centro  d'inversione  o  origine:  i  punti  cor- 
rispondenti ponti  recìproci  o  inversi:  le  distanze  ON,  OM  si  di- 
cono raggi  vettori  reciproci.  11  rettangolo  costante  dato  chiamasi 
potenza  d'inversione.  La  potenza  dicesi  positiva  se  i  punti  M  e  N 
riono  sulla  medesima  semiretta  uscente  da  0  ;  negativa  se  son  su 


La  denominazione  di  figure  reciproche  è  facile  ad  intendersi,  per- 
ché, essendovi  un  solo  segmento  quarto  proporzionale  dopo  tre  seg- 
menti-dati, ne  risulta  che  se  il  punto  N  è  l'inverso  di  M  rispetto  . 
a  un  punto  0,  viceversa  M  è  l'inverso  di 
N  rispetto  al  medesimo  punto  0. 

488.  Teor.  —  La  figura  inversa  d'un 
circolo  rispetto  a  un  suo  punto  è  una 
retta  perpendicolare  alla  retta  del  dia- 
metro che  passa  pel  punto  dato.  , 

Sia  e  il  circolo  (fig.  295)  K<  la  potenza 
d'inversione,  0  il  punto  del  circolo  preso 
come  centro  d"  inversione,  M  un  altro 


punto  qualunque  del  circolo,  OD  il  diame- 
tro che  passa  per  0,  R  un  punto  di  OD 
tale  che  OB  .  OD  =  K^  e  N  un  punto  di 
MOUleche  ÒmToN^^  K'.  I  triangoli  ONB,  OMD 
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tianno  comune  l'angolo  0;  e  di  più,  essendo  OB  .  OD  =  OM  .  ON 
ossia  OBiON":  :  OM":  OD^  ì  lati  elle  comprendono  l'angolo  0  sono 
proporzionali.  Se  ne  deduce  che  l' angolo  B  è  retto  come  il  suo 
eguale  M.  Viceversa  per  ogni  punto  N  della  perpendicolare  al 
diametro  OD  in  un  punto  B  tale  elle  EÌa  OB  .  OD  =^  K*,  per  la  bì- 
militudine  dei  triangoli  rettangoli  OBN ,  OMD  si  ha:  OM .  ON  =fc 
=  OB  .  OD  =  K'. 

Se  la  potenza  fosse  negativa,  la  figura  richiesta  sarebbe  la  per- 
pendicolare alla  stessa  retta  OD  in  un  punto  B'  da  banda  opposta 
di  D  rispetto  0,  in  modo  che  OB' .  OD  =  K». 

Si  osservi  che  se  la  potenza  data  è  2K'  (positiva),  la  retta,  fi- 
gura inversa  del  circolo  passa  pel  centro.  Se  la  potenia  è  4K',  la 
retta  è  tangente  al  circolo,  nel  punto  D  opposto  del  centro  d'inver- 
sione. Se  la  potenza  è  maggiore  di  4K'  la  retta  è  esterna  al  circolo. 

Analogamente  si  dimostra: 

Teor.  —  La  figura  inversa  d'una  retta  rispello  a  un  suo  punto 
è  un  circolo  che  passa  pel  centro  d'int/ersìone,  e  la  retta  del  dia- 
metro condotta  da  questo  punto  è  perpendicolare  alla  retta. 

489.  Si  ha  pure: 

Teor.  —  La  figura  inversa  d'un  circolo,  rispetto  a  un  punto 


qualunque  del  piano,  è  un  altro  circolo.  I  centri  dei  due  oir^Mli 
e  ti  centro  d'inversione  son  sulla  stessa  retta. 

Sia  dato  il  circolo  dì  centro  A,  la  potenza  d'inversione  K*  e  il 
eentro  d'inversione  0  (fig.  296)  :  e  la  retta  OA  incontri  questo  cir- 
colo  nei  punti  C  e  E.  Si  determini  su  questa  retta  i  segmenti  OD,  OP 
tali  che  sta  OC  .  OD  =  K^,  OE  ,  OF  =  K'.  E  su  un'  altra  se- 
cante OGM  si  determiDano  pure  i  punti  NH,  in  modo  che  sia 
OG.OH  =  OM  ,  ON  =  K',  e  cosi  di  seguilo.  Dico  che  i  punti  N,H 
sono  sul  circolo  dì  diametro  FD. 

Consideriamo  i  triangoli  OCM,  OND,  ohe  hanno  comune  1'  an- 
golo 0.  Essendo  OC.  OD  ^  OM  .  ON  è  pure  OC  :  OM  ;  :  ON  :  OD^ 
i  due  triangoli  hanno  un  angolo  eguale  compreso  fra  lati  propor- 
iionali  e  perciò  sono  simili,  ossia  sono  eguali  gli  angoli  OCM  e  OND 
ed  anche  i  loro  supplementari  MCE  e  HND. 

Consideriamo  ora  i  triangoli  OME,  ONF  (le  corde  ME,  NF  man- 
gano ^elU  fig.):  essi  hao  pure  l'angolo  0  comune  e  proporzionai 
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i  lati  che  lo  comprendono:  perciò  ì  triangoli  Bon  simili ,  e  sono 
eguali  gli  «ngoli  OEM,  ONF. 

Si  deduce  subito  che  l'angalo  CME  supplementare  della  somina 
M^+DEM'è  eguale  all'angolo  END  supplementare  dell»  somma 
fiND'+  ONF";  e  pjiehé  l'angolo  CME  ó  retto,  anche  l'angolo  END 
i  retto;  ossìa  il  luogo  del  punto  N  é  il  circolo  di   diametro  ED. 

E  &oile  poi  dimostrare  inversamente  che  ogni  secante  uscente 
da.  O  incontra  i  due  circoli  in  punti  G,  M,  N,  H  teli  che  AGTOH -•■ 
=  ÒM .  ON  =  K*. 

Misura  delle  grandezze. 

490.  Abbiamo  ammesso  che  di  tutte  le  gracdezze,  di  cui  ci 
occupiamo,  esistano  summultiple  secondo  qualunque  numero. 

Dat«  due  grandezze  omc^enee,  può  darsi  che  abbiano  mul- 
tiple e  summultiple  comuni.  Dimostriamo  intanto  il  seguente  : 

Teor.  —  Se  di  due  grandezze  omogenee  esistono  summul- 
tiple  comuni,  esistono  anche  multiple  comuni  e  viceversa. 

Sia,  per  es. ,  una  grandezza  C  che  sia  summultipla  secondo 
il  numero  m  ài  una  grandezza  A,  e  secondo  il  numero  p  di 

un'altra  grandezza  omi^enea  B,  cioè  sia  C  ^  —  A,  C  ^  —  B. 

m  p 

Intanto  (%ni  summultipla  di  C,  è  summultipla  comune  di  A  e  B; 
di  più  è  evidente  che  mpG^pA;  iKpC  =  mB,  ossia  la  mul- 
tipli secondo  il  numero  mp  di  C,  è  multipla  secondo  il  nu- 
mero p  di  A  e  secondo  il  numero  m  di  B:  dunque  è  multipla 
comune  di  A  e  B;  e  sono  tali  anche  tutte  le  sue  multiple. 

Cosi  pure ,  se  è  C  =  mA,  C  =  pB,  cioè  se  le  grandezze 
A  e  B  hanno  una  multipla  comune  C,  hanno  anche  innume- 
revoli multiple  e  summultiple  comuni.  Infatti,  ogni  multipla  di  C 

è  multipla  comune  di  A  e  di  B.  DÌ  più,  si  ha  : C  ^  -  A  , 

mp  p 

—  C  ^  —  B  ;  cioè  —  Ce  summultipla  ài  A  secondo  il  nu- 
mp  m  mp 

mero  p  e  summultipla  di  B  secondo  il  numero  m,  cioè  è  sum- 
multipla comune  di  A  e  B. 

Def.  —  Se  di  due  grandezze  esistono  multiple  e  summul- 
tiple comuni,  le  due  grandezze  si  dicono  commensurabili  ;  se 
non  ne  esistono  si  dicono  incommensurabili. 

491.  Taor.  —  Se  due  grandezse  sono  commensurabili  con 
un'altra,  scn  commensurabili  con  questa  anche  la  loro  somma 
f  la  loro  di^eren/fet, 
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Sieno  A  e  B  commensurabili  con  C  e  sia  per  esempio  : 
mA=HC  pB  =  }0 

ossia        A^-C         B  =  ^C, 
m  p 

Si  deduce: 


o  7np(A  +  B)^(np  +  mq)C. 

che  dimostra  che  la  multipla  di  A  +  B  secondo  il  numero  mp 
è  multipla  di  C  secondo  il  numero  np  +  mq;  quindi  A  +  B 
e  C  sono  commensurabili. 

Analogamente  per  la  differenza. 

Si  deduce  dal  teorema  precedente  che:  .se  %ma  grandezza 
è  commensurabile  con  un'altra,  ta/i  sono  pure  tutte  le  sue 
multiple  e  summultiple. 

492.  Def.  —  Abbiamo  detto  che  due  grandezze  sono  com- 
mensurabili se  hanno  multiple  e  summultiple  comuni.  La  mag- 
giore delle  summultiple  comuni  si  dice  massima  summuUipla 
comune  e  si  indica  scrivendo  ni.  s.  e. 

E  facile  dimostrare,  ricordando  il  postulato  d'Archimede,  che: 
Se  di  due  grandezze  esistono  summultiple  comuni,  una 
di  queste  deve  esser  massima. 

493.  Cercheremo  ora  la  m.  s,  e.  di  due  grandezze  commen- 
surabili. 

È  chiaro  che  tale  ricerca  servirà  a  farci  conoscere  se  due 
grandezze  sono  commensurabili  o  no.  Infatti,  se  non  esiste  una 
massima  summultlpla  comune,  non  esiste  nessuna  suramul- 
tipla  comune,  e  le  due  grandezze  sono  incommensurabili. 

494.  Def.  —  Dividere  una  grandezza  per  un'altra  non  mag- 
giore di  essa,  vuol  dire  trovare  quante  volte  la  prima  con- 
tiene la  secondai  la  prima  si  chiama  dividendo,  la  seconda 
divisore. 

Se  A  non  è  multipla  di  B,  ma  la  contiene  m  volte,  si  ha 
A=MiB-|-R. 

Questa  gi-andezza  R,  minore  di  B,  si  chiama  resto  della  di- 
visione. 

495.  Teor.  —  Se  una  grandezza  é  summu/tipla  del  di- 
videndo e  del  divisore,  è  summuUipla  anche  del  resto, 
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Sia  A  =  mB+  R:  ricordando  la  definizione  di  differensa 
di  due  grandezze  si  ha  R=A  —  wtB. 

Ora  se  C  è  summultipla  di  B,  è  suDimultipIa  anche  di  m  B; 
ed  essendo  summultipla  di  A  e  di  m  B  è  summultipla  anche 
della  loro  differenza  {§  101),  ossia  di  R. 

496.  Teor.  —  Ogni  grandezza  summultipla  del  divisore 
e  del  resto  É  pure  summultipla  del  dividendo. 

Sia  A  =  mB  ^R.  SeC  è  summultipla  di  B,  è  summulti- 
pla anche  di  mB;  ed  essendo  summultipla  di  mB  e  di  Rè 
summultipla  anche  di  A. 

497.  Teor.  —  La  grandezza  massima  summultipla  comune 
del  dividendo  e  del  divisore,  è  anche  la  massima  summul- 
tipla comune  del  divisore  e  del  reste. 

Sia  A  ^  m  B  -t  R.  E  sia  C  la  m.  s.  e.  di  A  e  B;  essa  e 
summultipla  comune  di  B  e  di  R  (§  495)  ed  è  la  massima, 
perche  se  fosse  D  la  m.  s.  e.  di  B  e  di  R  6  fosse  D  >  C,  sa- 
rebbe D  summultipla  comune  di  A  e  B  (§  451),  il  che  e 
impossibile  essendo  D  >  C. 

498.  Probi.  —  Costruite  la  massima  summultipla  comune 
di  due  grandezze  commensurabili. 

Sieno  A  e  B  le  due  grandezze  date,  e  sia  A  ^=  »m  B  -j-  R.  In- 
vece di  cercare  la  m.  s.  e.  di  A  e  B,  potremo  (Teor.  prec), 
cercare  l&  m.  s.c.  di  B  e  di  R,  e  se  è  B  ^  «  R,  è  R  la  gran- 
dezza cercata.  Se  e  invece  B  =  «  R  -|-  R',  invece  di  cercare 
la  m.  s.  e.  di  B  e  R,  si  cerca  quella  di  R  e  R'  e  se  è  R  =^ 
=  ^R'  è  R'  la  grandezza  cercata;  se  è  invece  R^j>R'+  R", 
cercheremo  la  m.  s.  e.  di  R'  e  R"  e  cosi  di  seguito,  finché  ar- 
riveremo a  un  resto  che  sia  summultiplo  del  precedente. 

A  un  tal  resto  ci  dovremo  arrivare  perchè  essendo  A  = 
^wB  +  R  e  B>R,  è  A>2R;  ossia  ogni  resto  è  minore 

della  meta  del  dividendo;  sicché  è  R  <-       R'  <  -  R,  ecc. 

ossia  R  <  —  A,  R'  <  —  A  ecc.  Ma  se  le  grandezze  A,  -  A,  -A... 

Z  4  14 

sono  in  numero  indefinito,  possono  diventare  minori  d' ogni 
gi'andezza  ass^nabile  (§  835);  e  questo  non  può  essere,  perchè  le 
grandezze  date  sono  A  e  B  commensurabili,  per  ipotesi  ;  ed  una 
loro  summultipla  comune  C,  divide-  tutti  i  resti  successivi,  i 
quali  non  possano  diventar  minori  dì  essa.  Deve  esserci  dunque 
un  ultimo  resto  che  è  la  m.  s.  e.  cercata. 

499.  Teor.  —  Un  segmento  e  ìa  sua  sezione  aurea  sono 
/icommgnsurabili. 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


252  MISURA   DELLE  GRANDBZEE. 

^  AB  un  segmento,  AH  la  sua  sezione  aurea  (fig.  297).  Se 
a  costruisce  il  cìrcolo  di  centro  A  e  di  raggio  AB,  e  si  prende  una 
corda  BC  ^=  AH  è  questo  il  lato  del  deca- 
gono regolare  inscritto,  e,  come  vedemmo 
(§  330),  è  ACB  un  triangolo  isoscele,  6 
ognuno  degli  angoli  alla  base  è  doppio  del- 
l'angolo opposto;  ed  è  CH  bisettrice  del- 
l'angolo ACB. 

Si  può  osservare  che  il  triangolo  HCB 
è  un  altro  triangolo  isoscele,  in  cui  ognuno 
degli  angoli  alla  base  è  doppio  dell'angolo 
opposto  ad  essa;  e  se  si  costruisce  la  biset- 
trice HD  dì  uno  degli  angoli  alla  base  il  lato 
opposto  è  diviso  in  due  segmenti,  di  cui  il 
maggiore  CD  è  eguale  alla  base  HB,  e  l'altro  è  base  di  un  altro 
triangolo  isoscele  DHB,  nelle  stesse  condizioni  dei  precedenti, 
e  al  quale  si  può  applicare  lo  stesso  rEigioDamento  e  coù  vìa. 
Ora  il  resto  della  divisione  di  AB  per  AH  è  HB  ;  di  AH,  e 
HB,  costruita  la  bisettrice  HD  {essendo  AH  =^  BC  e  CD  = 
=  HB)  èm  ;  il  resto  di  HB  e  DB  (costruita  la  bisettrice  DE 
essendo  DB=  DE  ^=HE)  è  EB,  e  così  di  seguito ,  costruendo 
ogni  volta  la  bisettrice  di  uno  degli  angoli  cilla  base  dei  trian- 
goli isosceli,  elle  successivamente  si  ottengono. 

Si  vede  facilmente  che  questa  operazione  non  finisce  mai; 
non  c'è  dunque  un  segmento  che  sia  m.  s.  e.  de)  segmento  dato 
e  della  sua  parte  aurea.  Il  segmento  e  la 
sua  parte  aurea  sono  dunque  incommensu-  . 
rabili. 

500.  Teor.  —  Il  lato  di  un  quadrato  e 

la  Sita  diagonale  sono  incommensurabili. 

Applichiamo  lo  stesso  metodo  del  g  484 

per   la  dimostrazione  di  questo  teorema. 

Sia  AC  la  diagonale,  AB  il  lato  del  qua-  , 
drato  (flg.  298).  E  AC  >  AB,  e  di  più  AC 
<  2  AB  ;  quindi  AC  contiene  u  la  sol  volta 
AB.  Si  prenda  sulla  diagonale  AE  =  AB; 
i  AC  per  AB 


r  H 


Vij  236 

3  EG  il  resto  della  di- 
visione t"      ~ 

Si  deve  ora   dividere  BC  per  EC.  Si  costruisce  EF  perpen- 
dicolare ad  AG,  che  incontra   BC  in  P.  1    triangoli   f^tMfl- 
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goli  BAF,  FAE  avendo  due  lati  e^ati,  sodo  eguali  ed  e 
BF  =EP;  ma  il  triangolo  rettaDgolo  FEO  è  anche  i  oecele 
sicché  è  anche  EF=EC.  ossìa  M'  =  EC,  e  CF>  EC.  Pren- 
diamo dunque  OH=EC;  così  BC  contiene  2  volte  EC,  e  3Ì 
ha  per  resto  FH. 

Si  deve  dividere  ora  EC  per  FH,  o,  che  è  Io  stet  EF 
per  FH.  Siamo  nello  stesso  caso  precedente.  Si  costruisc  HI 
perpendicolare  a  FH;  avremo  FH  =  HI^IE;  sicché  pren- 
dendo FL^FH,  si  ha  che  EF  contiene  2  volte  FH  e  c'è  ud 
resto  IL.  Ogni  volta  U  divisore  è  contenuto  due  volte  nel  di- 
videndo e  c'è  un  resto,  ecc.;  dunque  le  due  grandezze  consi- 
derate sono  incommensurabili. 

501.  Dof.  —  Se  una  gi-andezza  A  è  multipla  di  una  gran- 
dezza B,  secondo  un  j  certo  numero ,  per  es.  :  m,  ossia  se  è 
A  =  m  B  diremo  che  m  è  la  misura  di  A  rispetto  a  B,  e  B 
si  chiama  unità  di  misura. 

Se  A  invece  è  multipla  di  una  aummultipla  di  B,  per  es.: 

se  è  A  multipla  secondo  il  numero  m  dì  — B,scriveremoA  = 

P 

=  —  B;  e—  è  la  misura  di  A  rispetto  a  B,  presa  come  unità 

di  misura. 

Se  A  non  è  multipla  di  B ,  né  di   una   summultipla  di  B, 

cioè  se  A  e  B  sono  incommensurabili,  sia  —  B  una  summulti- 
pla qualunque  di  B.  Non  è,  per  ipotesi,  A  una  multipla 
di  -  B,  ma  ^  107)  è  compresa  fra  due  multiple  successive  di 

-  B.  Si  noti  che 

la  difiérenia  tra  *"     -  B  e  -  B  è  -     . 
n  n        n 

Si  potrà  sempre  (§  107  Cor.)  scegliere  un  numero  n,  tale  che 

—  Bsiaminorediambeduele  differenze  A Be B — A, 

n,  n  n 

la  quali   sono  amtwdue  minori  di  —  B,  e   perciò  é —  B  < 
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<  -  B  da  cui  7t[  >n;  e  sia  — '  B    il    maggiore    multiplo   di 
--B  che  non  supera  A.  Avremo; 

'**ÌB<A<^^L±ÌB. 

La  differenza  fra  — B  e  - — —  B  è     -  B  e  perciò  è  : 

A  — '^B<— B. 
Ma   «1  si  è  scelto   in  modo  che  sia  —  B<A  —  — B,   è 


dunque  ; 


A 'B<  — B<  A- 


ossia  A -3<A B 

perciò  —  B  >  —  B 

Analogamente  è: 
'  Ed  avendo  scelto  n,  in  modo  che  sia: 


'         B  — A<  — ^-1 

da  CUI  ■ ■  B  <  — — ] 

«1  n 

m,+  l      m  +  1 


e'  perciò   . 
Cosi,  contiuiianilo,  Ni    scelga  un   numero' Kj   in    modo    chà 


n,™-,7Prii>,Goi)'^le 


MISURA   DELLE  GRANDEZZE.  255 

—  B  sia  minore  di  A -'  B  e  di  — — —  B  —  A;  e  sia  —  B 

i"' 

il  massimo  multiplo  di  —  B  che  non   supera  A,   tale  cioè  si 
abbia: 

^  B  <  A  <  "^'■-—  B. 

Si  dimostrerebbe  che  è  —  >  — -  e  — ^ <  ~ e  cosi 

via.  Né  l'operazione  potrebbe  mai  aver  termine,  perehè  ciò 
accadrebbe  solo  quando  uoa  delle  differenze  A B  oppure 

Hp 

m»  4-1 

-^ B  —  A  fosse  nulla,  il  che  porterebbe  essere  A  eguale 

a.  una  multipla  di  una  summultipla  di  B  contro  l' ipotesi. 
Avremo  dunque  le  due  serie: 


.«H-1, 


_  B,     -Ili  B,    i::^  B, . . .  -^^  B  . . . . 

n  M,  rif  Hp 

le  quali  si  possono  considerare  come  stati  di  due  grandezze 
variabili  convergenti,  percbò  gli  stati  della  prima  stm  tutti 
maggiori  di  queUi  della  seconda ,  la  prima  è  decrescente ,  la 
seconda  è  crescente,  e  facendo  oorrisitondere  gli  stati  che  son 
multipli  del  medesimo  summultiplo  di  B,  la  loro  differenza  può 
diventare  minore  di  qualunque  grandezza  assegnabile;  perchè  ■ 

tale  differenza  è  —  B  ed  Wp  è  un  numero  intero  crescente. 

Mp 

Siccome  A  è  minore  di  tutti  gli  stati  delia  prima  e  martore 
di  tutti  gli  stati  della  seconda  grandezza,  senza  essere  uno  stato 
né  dell'una  né  dell'altra,  A  è  il  limite  comune  di  queste  gran- 
dezze variabili  convelluti.  Ora,  gli  stati  di  queste  grandezze 
sono  tutti  commensurabili  con  B,  perchè  multipli  di  summul- 
tipli  di  B  ;  e  le  loro  misure  sono 

m+ì    m.  +  1     TO,  +  1  >np+\ 
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Questo  liaùte  dod  può  essere  uà  numero  razionale  —,  perchè 

se  ciò  fosse,  ai  dovrebbe  avere  A  =  —  B  ed  A  sarebbe  com- 
mensurabile con  B  contro  l'ipotesi. 

E  dunque  un  numero  irrazionale  a ,  che  noi  chiameremo 
misura  di  A  rispetto  a  B, 

Ossia,  se  A  e  B  sono  grandezze  incommensurabili,  si  con- 
sideri A  come  limite  di  due  grandezze  variabili  convergenti  i 
cui  stati  sono  tutti  commensurabili  con  6  :  questo  si  può  sem- 
pre fare,  come  precedentemente  si  è  visto. 

Le  misure  di  tali  stati  sono  gli  stati  di  due  numeri  variabili, 
il  cui  limite  è  un  numero  irrazionale  che  chiamiamo  mtsrtra 
di  A  rispetto  a  B:  e  B  dicesi  unità  di  misura. 

Se  questo  numero  è  i,  scriveremo  A  ^^  :i .  B. 

Riassumendo  : 

Date  due  grandezze  omc^enee  A  e  B,  esiste  sempre  per  de- 
hnizione  la  misura  di  una  rispetto  all'altra,  per  es.  di  A  ri- 
spetto  a  B  ed  è:  MM  numero  intero,  se  A  i  multipla  di  B; 
una  frazione,  se  A  è  multipla  di  urta  summultipla  di  B, 
un  numero  irrazionale  se  A  non  é  multipla  né  di  B  né  di 
una  summultipla  di  B.        ' 

Oda: 

La  misura  di  A  rispetto  a  una  grandezza  omogenea  B 
é  un  numero  razionale,  se  A  e  B  sono  commensurabili;  è 
un  nuìnero  irrazionale  se  A  e  B  sono  incommensurabili. 

Essendo  A  :=  1 .  A,  ogni  grandezza  ha  per  misura  1  rispetto 
a  Bè  stessa. 

La  misura  di  una  grandezza  rispetto  a  un'altra  è  dunque 
un  numero:  e  prende  diversi  nomi  secondo  la  grandezza  che 
si  misura.  Così  la  misura  di  una  linea  si  chiama  lunghezza 
della  linea,  la  misura  di  una  superlìcie  si  chiama  area,  la  mi- 
sura di  un  solido  si  chiama  volume. 

502.  Teor.  —  Se  a  é  la  misura  di  una  grandezza  A  ri- 
spetto ad  un'altra  B,  é  —  la  misura  di  B  rispetto  a  A. 

X."  Se  è  A=mB,  è  evidente  che  B  =-  A. 

2."  Se  è  A  =  -B,  si  ha  M  A  =  mB,  donde  B  =  -  A. 
n  m 
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3°  Se  A  e  B  sono  incommensurabili,  si  considerino,  come 
al  §  501  le  grandezze  variabili  convergenti. 


-B, 

n^' 

-'B 

^B 

»  +  %,      " 

^'b 

- 

B...- 

di 

cui  a  limite  è 

A,  e  ì 

due 

numeri  TorìabUì  convelluti 

"t 

m, 

m. 

m^ 

n       rtj       n,  np 

wt  +  1      m,  +  1      »4+  1  fflp+  1 

n      '        »[      '  n,      '  '  *  '      np 

dì  cui  il  limite  sia  s,  misura  di  A  rispetto  a  B. 
Dall'essere 

-  B<  A 
si  deduce  m  B  <  m  A  donde  —  A  >  B  : 
e  dall'essere  A  <  — —  B  si  deduce  : 


'^  A>B>— ^i— ^ 

m,  «ti  +  1 


-:^A>B>-^; 

Wlp  wip  -1-   1 

e  siccome  dall'essere  —  <  —  <  —  .  .  . 
si  deduce  —  >—>—,    , . 
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n+-l"    m,  +  l  "w,+  1 
abbiamo  che  le  due  serie  di  grandezze 


m  +  1     !   m,  +  1     '   M,  +  1      ■  ■  "»ip  +1      "  " 
sono  stati  di  due  grandezze  variabili,  la  prima   ci'escente,  la 
seconda  decrescente,  tali  che  gli  stati  della  prima  sono  tutti 
mj^giori  di  quelli  della  seconda. 

Di  più  se  si  fanno  corrispondere  gli  stati  che  hanno  lo  stesso 
numeratore,  si  ha  che  la  differenza  fra  due  stati  corrispondenti  è: 


mp  +  1 


«ip  mp  +  l  imp       mp  +  1  \  mp     mp  +  1 

'  Mp  np     ,  ftp         rip 

E  siccome  il  numeratore  di  questa  frazione  può  diveniar 
minore  di  qualunque  numero  assegnabile,  mentre  il  denomi- 
natore è  un  numero  finito,  ciò  jirova  che  la  differenza  fra  gli 
stati  corrispondenti  delle  grandezze  variabili  può  divenir  mi- 
nore di  qualunque  gi-andezza  assegnabile.  Esse  son  dunque 
convergenti.  E  polche  B  è  maggiore  di  ogni  stato  della  mi- 
nore e  minor»  di  ogni  stato  della  maggiore,  B  è  loro  limitf 
comune. 

eira  le  misui-e  degli  stati  di  queste  grandezze,  rispetto  ad  A 
i  quali  definiscono  la  misura  di  B  rispetto  ad  A,  sono  rispet- 
tivamente 


e  poiché  tutti  questi  stati  sono  gì' 
niscono  il  numero  .e,  misura  di  A  rispetto 

il  numero  —  con  che  è  dimostrato  il  teorema. 
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503.  Teor.  —  Tulle  li'  inisitre  di  una  grandezza  rispetto 
•X  un'altra  sono  eguali. 

Se  A  e  B,  le  grandezze  date,  sono  commensurabili,  suppo- 
niamo che  —  e       sieno  due  misure  di  A  rispetto  a  B.   Vuol 


A  =  —  lì         A=  —  Bo  anche 
K='^^  A  =  ''Pb 

e  perciò  dev'essere 


Se  [>oi  A  e  B  sono  incommensurabili,  sieno  a  e  a'  due  nu- 
meri irrazionali,  ambedue  misure  di  A  rispetto  a  B  e  sieno: 


le  due  coppie  di  numeri  vai'iai)ili  convergenti  che  delini 
e  ■/  qualunque  siano  p  e  17.  Si  ha  dunque 
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?ì±ìb",  :!^B,  Ì+ìb..!.  rìi±lB.... 

rtj  n^  Jij  ttq 

le  quali  hanno  lo  stesso  limite  A. 
E  dunque 

!aB<A<   ^!?-tÌB         5:«  B<i<   "^i-t^B 
rip  Ttp  Kg  .     n  q 

Ma,  fissato  uno  stato  ~  B,  si  può  sempre  scegliere  —  B  in 

modo  che  sia  A -■  B  <  A  —  ~  i*i  e  perciò,  qualunque 

sia  -7^  ,  si  può  sempre  avere  ~   B  <  —  B ,  ossia    -r^  < 
nq  ng  rtp  np 

'"i>  ■  ,  »"»  ... 

<  — ^  e  poiché  è    — ^  <  a  SI  ha  che,  qualunque  sia  9,  è  ; 

:8sato  uno 
scegliere  — ^ B  tal* 

«p 
e  perciò: 

Tip  nq  np 

e  poiché  e 

.<=^,sih..<'Ì'±i; 
Np  ng 

Cioè  qualunque  sia  q,  si  ha: 

m'o  +  1 


.q  „g 
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l  che  porta  che  a  è  limite  dei  numeri  variabili   convergenti 


.Ma  il  limite  di  questi  è  a':  dev'easere  quindi  a  =  a', 

504.  Teor.  —   Ogni  numero   rasionale  é   misura    di  una 

grandezza  rispetto  ad  un'altra  grandezza  data;  e  le  due 

grandezze  sono  commensurabili. 

Data  la  grandezza  B  e  il  numero  — ,  si  costruisca  la  gran- 
dezza —  B  e  poi  la  n».  -  B  ^  -   B. 
Questa  ha  per  misura  —  rispetto  a  B;  ed  • 


505.  Teor.  —  Ogni  numero  irrazionale  é  misura  di  una 
grandezza  rispetto  ad  una  grandezza  data;  e  le  due  gran- 
dezze sono  incommensurahili. 

Sia  B  la  grandezza  data,  a  il  numero  irrazionala  Si  costrui- 
scano le  due  classi  di  numeri  razionali  che  definiscono  il  nu- 
mero K  e  ohe  hanno  »  come  limite.  C^nuno  di  questi  numeri 
razionali  individua  una  grandezza,  di  cui  esso  è  misura  ri- 
spetto a  B.  Si  hanno  eoa  due  classi  di  grandezze,  che  ei  pos- 
sono considerare  come  stati  di  due  grandezze  convergenti,  che 
hanno  una  grandezza  limite.  Questa  è  misurata  rispetto  a  B 
dal  numero  x. 

506.  Teor.  —  La  misura  della  somma  di  due  grandezze 
(necessariamente  omogenee)  é  la  somma  delle  loro  misure, 
rispetto  alla  medesima  unità  di  misura. 

Sieno  A  ed  A'  due  grandezze,  ed  a  e  a'  le  loro  misure  ri- 
spetto a  B;  dico  che  la  misura  di  A  +  A'  rispetto  &B  è  a  +  a'. 
Se  a  ed  a'  sono  numeri  razionali,  cioè  se  A  e  A'  sono  com- 
mensurabili con  B,  si  ha: 

A.  =  aB         K'  =  a'B 
da  cui  si  deduce,  sommando: 

A-l-A'  =  (a-f.a')B 
che  dimostra  il  teorema. 
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Se  poi  a  e  a'  suno  Dumeri  irrazionali,  cioè  se  A  e  A'  sono 
incommensurabili  rispetto  a  B,  si  l'onsiderìno  le  coppie  di  nu- 
meri variabili: 

MI,  Mij  mp 

n,    n.  Tip 

/»,  +  1    mj  +  1  mp  +  1 


che  defìniscono  i  numeri  a  ed  a'  e  la  coppia  di  niimei-i  variabili 


-  1       nip  +  I      iv'p  +  1 


che  definiscono,  com'è  noto  dall'aritmetica,  il  numei'o  a  +  e 
considerino  ora  le  coppie  di  grandezze  variabili: 


«1  + 

U.-^'-^N 

nip  -f 

-B...= 

"l 

«p 

■^B  ,    ^B   ... 

m'q 

B  .. 

',4 

''y>.  ~'''t'B. 

^ti 

B 

te  quali  definiscono  le  grandezze  A  e  A',  e  la  coppia  di  Kiaii- 
dezze  Tarìabilì; 

'?'+?*''■     '?■'"?"'"'■■■■'?"'"?"'■■■• 
,»ljli+!^ti\B,,^ti+k±i'B.... 

...."Ìl+ì  +   »ÌLi,B...' 
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formate  facendo  corrispondere  gli  stati  delle  grandezze  pre- 
cedenti, e  sommando  gli  stati  corrispondenti. 

Queste,  come  è  noto  (§  342)  detìuiscoiio  la  grandezza  A  +  A' 
la  cui  misura  è  il  numero  definito  dai  numeri  variabili. 

m,        ni,',    m,  m',         m^         m'„ 

—  +  —';—   +—';■■■—  +   -T--..- 

«1  «1      "i  "i  "y  ")> 

m.+  l  ,     m\  +  \     «t,+  l  ,  m-Jr\        Wp  +  1      m^M. 


ossia  il  numero  n  -{-  a. 

Potremo  dunque  scrivere  A  +  A'  =  (a  +  a')  B. 

Analogamente  si  dimosti-a  che  se  è  A  ^  a  11,  e  A'  =  a'  B; 
è  A  +  A'  =^  (a  -1-  a')  B,  anche  se  dei  numeri  a  a  a'  uno  t- 
razionale  e  l'altro  no. 

507,  Tsor.  —  La  misura  della  diffei-ema  di  due  gran- 
dezze (necessariamente  omogenee)  é  la  differenza  delle  loro 
misure,  rispetto  alla  medesima  unità  di  misura. 

Cor,  —  1,"  Se  una  grandezza  A  É  maggiore,  eguale  o  mi- 
nore  di  un'altra  omogenea  A',  la  misura  di  A  è  maggiore, 
eguale  o  minore  della  misura  di  A',  presa  rispetto  alla  me- 
desima unità  di  misura. 

2."  Se  &  é  la  misura  di  A  rispetto  aB,  m  a  èia  misura 
di  mA  rispetto  a  B  ossia:  la  misura  di  una  multipla  di  una 
grandezza,  è  equimultipla  della  misura  della  grandezza. 

508.  Teor.  —  La  ragione  di  due  grandezzeè  egualea  qvella 
delle  loro  misure  rispetto  ad  %ina  stessa  unità  di  misura. 

Sieno  A  e  B  due  grandezze  omogenee,  a  ebìe  loro  misure 
rispetto  ad  una  ste^a  unità  di  misura.  Dico  che  A  :  B  ;  :  a:h. 

Devo  quindi  provare  che  due  equimultìple  qualunque  di  A 
e  di  fl  contengono  egual  numero  di  volte  rispettivamente  B 
e  b.  Ed  infatti,  se  un  multiplo  ^A  di  A  contiene  B  un  numero  m 
di  volte  si  ha: 

mB^pA<im  +  1)  B. 

E  siccome,  essendo  a  e  6  le  misure  di  A  e  B,  sono  rispet- 
tivamente m(',^a,e(m  +  1)  6  le  misure  di  »iB,  pA  e  (»i  +  1)  B, 
si  ha  mb  ^  pa  <  (m  +  1)  b  che  prova  il  teorema. 

Cor,  —  Se  quattro  grandezze  sono  in  proporzione,  sono 
pure  in  proporzione  le  misure  della  prima  e  della  seconda 
rispetto  ad  una  stessa  grandezza,  e  le  misure  della  tersa 

della  quarta  rispetto  pure  ad  una  stessa  grandezza. 
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Difatti  86  A:B::C:D  ed  a  e  b  sono  le  misure  delle  prime 
due  rispetto  ad  una  terza  grandezza,  e  e  e  iJ  le  misure  delle 
altre  due  rispetto  ad  uà' altra  graadezza,  si  bat 

AiB:;a:b: 
C  :  D  :  :  e  ;  d, 
quindi,  essendo  per  ipotesi  A':  B  ;  '.  0  :  D,  è  pure: 
.a:b  .:c:d. 

Questa  proporzione  ha  il  significato  geometrico:  cioè  prova 
che  due  equimultipli  di  a  e  e  contengono  lo  stesso  numero 
di  volte  rispettivamente  b  e  d. 

509.  È  facile  provare  il  teorema: 

Se  quattro  numeri  formano  una  proporzione  nel  signi- 
■  ficaio  geometrico,  il  quoziente  o  rapporto  dei  primi  due  e 
eguale  al  quoziente  o  rapporto  degli  altri  due. 

Cioò,  se  sono  a,  b,  e,  d  quattro  numeri  tali  che  due  equi- 
multipli qualunque  del  primo  e  del  terzo  contengano  lo  stesso 

numero  di  volte  il  secondo  od  il  quarto,  dico  che  r'^  '^■ 


pa^mb  ^-  b'    da  cui  dividendo  per  p6,  si  ha  :  —  = \-  — 

e       m       d' 
pe^=ìnd  +  d'    da  cui,  dividendo-iuer  pd,  si  ha:  —  :=  —  +   -7 
'  •'      '^  d       p       pà 

h'        H' 

ò  vero  il  teoreniB- 


moltiplicando  ambo  i  membri  detla  prima  per  ph  e  della  si 
conda  per  pd  si  ha: 


e  poiché  si  può  scegliere  p  in  modo  che  sia  pA  >  1  si  avrebbe 
che  pa  contiene  b  un  numero  martore  di  m  volte,  menti'S 
pe  contiene  d  solo  m  volte,  contro  l'ipotesi. 
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Analogamente  si  dimostra  che  non  può  essere  ~r  <  — 7 
d'         .a       '■ 


Viceversa  ^^  "i  ^  3  ^  anche  :  a:  h\;c:d,  nel  significato 

geometrico,  cioè  secondo  la  definizione  data  a  §  369. 
Difatti,  sia  pa  un  multiplo  di  a  che  contiene  m  volte  h,  cioè  sia 
mb  ^  pa  <  {m  -\'  IJS. 

„      .                            a        e                  pa         pc        pa 
Per  ipotesi,  essendo  -,-  =^  t  è  anche  — ;-  ^  — -.; r-;= 

■^  h       d  mb       md{m  +  \)b 

=; — -  ed  essendo  :  rrib  ^  na  è  : 

(m-\-\)d 

md  ^  pc 
ed  essendo  :  pa  <  (m  +  1}  6  è 

pe<{m+\)d 
ossia: 

md  :^  pc  <  (m  +  1)  d 
che  prova  il  teorema. 

510. 1  teoremi  precedenti  giustificano  la  seguente  definizione  : 
Chiameremo  rapporto  di  due  grandezze  il  rapporto  delle 
loro  misure  prese  rispetto  ad  una  stessa  unità  di  misura. 

511.  Teor.  — Il  rapporto  delle  misure  di  due  grandezze 
è  indipendente  dall'  unità  di  misura.  Difatti  se  a,  h,  sono 
le  misure  di  A  e  B  rispetto  a  C  e  a'  e  ft'  le  misure  di  A  e 
B  rispetto  a  C,  ai  ha  sempre:  A  :■  B  ;  ;  a:h;  A  :  B  ;  ;  a'  :  6'  e 
perciò  a:  b  \  [  a'  '.  h'- 

512.  Teor.  —  Il  rapporto  delle  misure  di  due  grande.sse 
rispetto  ad  una  stessa  grandezza,  è  la  misura  di  una  ri- 
spetto all'altra.  Cioè  se  a,  h  sono  le  misure  di  A  e  B  ri- 
spetto a  C,  dico  che  r  è  la  misura  di  A  rispetto  a  B. 

Difatti  se  ic  è  la  misura  di  A  rispetto   a  B,  essendo   1  la 
misura  di  B  rispetto  a  se  stesso  : 
si  ha:  A:B::a:6;A:B::a!:l 

quindi  a:b\\x:\  da  cui  si  ha  : 
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513.  Def  —  Nella  pratica  ai  misurano  i  segmenti  prendendo 
per  unità  di  misura  un  segmento,  che  l'aritmetica  insegna,  e 
che  si  chiama  metro,  o  uno  dei  suoi  multipli  o  summultipli.  Si 
misurano  gli  angoli  prendendo  per  unità  di  misura  1'  angolo 
giro,  che  si  divide  in  360  parti  eguali  dette  gradi,  ogni  grado 
si  divide  in  60  parti  eguali  dette  minuti  primi,  ogni  minuto 
primo  si  divide  in  60  parti  eguali  dette  minuti  secondi.  Si  mi- 
surano gli  archi  di  uno  stesso  circolo,  dividendo  il  loro  circolo 
in  360  parti  eguali  dette  gradi,  ogni  grado  in  60  minuti  primi, 
ogni  primo  in  00  secondi.  Perciò  suol  dirsi  che  un  angolo  ha 
per  misura  la  misura  di  un  arco  di  circolo  che  ha  il  centro 
nel  vertice  dell'angolo.  Si  misurano  le  superficie  prendendo  per 
unità  di  misura  il  quadrato  che  ha  il  lato  eguale  ad  un  metro. 

514.  Tflor.  —  L'area  di  un  rettangolo  sta  all'area  di  un 
(litro  rettangolo  qualunque,  come  il  prodotto  delle  lunghezze 
di  due  lati  consecutivi  del  •primo,  sta  al  prodotto  delle  lun- 
ghezza di  due  lati  consecutivi  del  secondo. 

Sieno  R  e  R'  i  due  rettangoli,  r  ed  r'  le  loro  misure  ri- 
spetto ad  una  stessa  unità,  B  ed  H  due  lati  consecutivi  del 
pi'imo,  6  ed  A  le  loro  misure,  B'  e  H'  due  tati  conaecutivi  del 
secondo ,  b',  h'  le  loro  misure.  Si  costruisca  il  rettangolo  R' 
dei  segmenti  B  ed  H'  e  sia  r°  la  sua  misura  rispetto  alla  stessa 
unità  degli  altri  rettangoli  :  si  ha  : 

R  1  R'  :  :  H  r  H'        R"  :  R'  :  :  B  :  B'. 
Allora  pel  §  508  si  ha  pure: 

r-.r"  Wh-.h-         r'-.r'  ;  ;  b:h'. 
Queste  proporzioni,  essendo  numeriche,  possono  scriversi; 


e  sì  iM>ssono  moltiplicare  termine  a  termine:  si  ha: 

r.r"  _    h.h         ,      r  _   b.k 

r"  .r        h' .  V  r'       h' .  A' 

Cor.  —  1."  Se  R'  è  il  quadrato  unità  dì  misura,  il  rapporto 

-  è  la  misura  di  R  rispetto  a  K'  ed  essendo  allora  6=1; 

ft'=  l;r'  =  l,  si  ha:  r  =  &A  cioè: 

L'area  del  rettangolo  di  dtie  segmenti  è  il  prodotto  delle 
loro  misure. 
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E  si  deduce  :  L'area  f/i  uh  quadrato  è  la  xi'mnda  potrn'^a 
del  suo  lato. 

L'area  di  un  parallelogramma  i  il  prodotto  della  lun-~ 
ghesza  della  sua  base  per  la  ìunghezsa  dell'  altezza  cor- 
rispondente (g  294,  Cor,  1). 

L'area  di  un  triangolo  è  la  metà  del  prodotto  della  lun- 
ghezza delta  m*a  base  per  l'altezza  corrispondente  (^  29h). 

L'area  di  un  trapezio  è  la  metà  del  prodotto  della  somma 
delle  lunghezze  delle  due  basi  per  l'altezza  corrispondente 
(§  297). 

L'area  d'un  poligono  circoscritto  {perei  di  ogni  poligono 
regolare)  é  la  meta  del  prodotto  della  lunghezza  del  peri- 
metro  per  la  lunghezza  dell' apotenia  (§  308,  2."). 

L'  area  d' un  poligono  qualunque  é  la  somma  delle  aree 
delle  parti  nelle  quali  si  può  scomporre  :  oppure  è  l'area 
del  triangolo  ad  esso  equivalente  (§  300). 

L'area  di  un  circolo  è  la  metà  del  prodotto  della  lun- 
ghezza del  segmento  equivalente  al  circolo  per  la  lunghezza 
del  raggio  (§  355). 

L'area  d'un  settore  circolare  è  la  metà  del  prodotto  della 
lunghezza  del  segmento  equivalente  all'  arco  per  la  lun- 
ghezza del  raggio  (§  3611. 

Calcolo  di  jt. 

515,  Abbiamo  veduto  (§  440,  Cor.)  che  la  ragione  del  cìpcoÌo 
al  suo  diametro  è  costante.  Questa  ragione,  che  è  stato  dimo- 
strato essere  un  numero  irrazionale,  si  suole  indicare  colla  let- 
tera TT.  Per  il  calcolo  di  t  si  hanno  vari  metodi  elementari.  Si 
può,  per  esempio,  considerarsi  b  come  il  limite  delle  ragioni  delle 
misure  dei  perimetri  dei  poligoni  r^olari  (inscritti  e"  cii'co- 
scritti  al  circolo  dei  quali  il  numero  dei  lati  va  raddoppiando) 
al  diametro  del  circolo  stesso. 

Queat«  ragioni  sono  gli  stati  di  due  numeri  variabili,  uno 
■  sempre  maggiore  dell'altro,  ma  tali  che  la  loro  differenza  può 
ridursi  minore  d'ogni  numero  assegnabile.  Quando  gli  stati 
corrispondenti  di  questi  numeri,  espressi,  per  es.  in  numeri 
decimali,  abbiano  le  prime  cifre  comuni,  il  numero  formato  da 
queste  può  considerarsi  come  un  valore  approsimato  di  ti. 

Per  applicare  questo  metodo,  bisogna,  conoscendo  la  misura 
del  perimetro  di  un  poligono  regolare  inscritto,  poter  calcolare 
la  misura  del  perimetro  del  poligono  regolare  inscritto  e  cir- 
coscrìtto dì  un  doppio  numero  di  lati. 
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A  questo  scopo  servono  i  seguenti  problemi  : 
516.  Probi.  —  Date  /e  lunghezse  del  raggio  di  un  circolo 
e  dell' apotema  d'un  poligono  regolare  inscritto,  calcolare 
la  Ivnghezza  del  lato  e  dell'apotema  di  un  poligono  regolare 
inscritto  che  ha  numero  doppio  di  lati. 
Sia  AB  il  lato  del  poligono  dato  (flg.  299)  CD  l'apotema.  Se 
ò  E  il  punto  medio  dell'arco  ^,  è  AE  il 
lato  del  polìgono  che  ha  Dumero  doppio  dì 
lati,  e  sia  CF  il  suo  apotema. 

Costruito  il  diametro  EG,  e  il  segmento 

AG,  dev'essere  questo  parallelo  a  CP,  perchè 

sono  tutti  e  due  perpendicolari  ad  A^  ;  ed 

endo  liO  la  metà  di  EG,  è  pure  FC  la 

metà  di  AG.  Inoltre  il  triangolo  AGE  è  ret- 

^'j.  !33  tangolo,  ed  è  AD   l'altezza    corrispondente 

^^  all'ipotenusa.  Si   ha  dunque  (§  425):  QK: 

:  AG  :  :  AG:  DG  e  anche  GÌ:  :  AE  :  :  aF:  ED. 

Sostituendo  alle  grandezze  le  loi-o  misure  (§  508)  chiamando 
I  ed  a  le  lunghezze  del  lato  e  dell'apotema  dati,  e  /'  e  a',  la 
lunghezza  del  Iato  e  dell'apotema  incogniti,  ed  r  la  lunghezza 
dei  raggio  del  cii-colo,  si  ha:    * 

2r:2a'::2a':(r  +  a)  o  Ir-.r  Wl' -.[r— a). 
Dulie  quali,  essendo  proporzioni  numeriche,  si  deduce: 


~V2ri^r  +  a)  l'=l^2r{r. 


-a) 


517.  Probi.  —  Date  le  lunghesse  del  raggio  d'un  circolo, 
del  perimetro  e  dell'  apotema  di  un  poligono  regolare  in- 
scritto, calcolare  la  lunghessa  de!  perimetro  del  poligono 
regolare  circoscritto,  che  ha  lo  stesso  numero  di  lati. 

I  due  poligoni,  l'inscritto  e  il  circoscrìtto,  sono  evidente- 
mente simili,  e  i  loro  perìmetri  stanno  fra  loro  come  gli  apo- 
temi:  e  poiché  l'apotema  del  poligono  circoscritto  è  il  raggio 
dei  circolo,  se  con  P  indichiamo  la  lunghezza  del  perimeti-o 
del  poligono  circoscritto,  con  p  quella  del  jierimetro  del  poli- 
gono inscritto,  con  r  la  misura  del  raggio,  con  a  la  lunghezza 
nota  dell'apotema  del  poligono  inscritto,  si  ha,:P:p,,r:a  dalla 

quale  si  deduce  P  =  — . 
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518.  Supponiamo  ora  di  avere  inscritto  ud  poligono  regolare, 
per  esempio,  un  esagono. 

Se  la  lunghezza  del  raggio  del  drcolo  è  r-,  la  lunghezza  del 
perimetro  dell'esagono  è  6r,   e  la  sua   ragione   al  diametro 

La  lunghezza  del  suo  apotema  si  ha  subito  dal  triangolo 
rettangolo  OBC  (fig.  300)  essendo  ÒG'  =  ÒB*  +  BC^  ossia  r^  = 
^  a*  +  ( -^  j ,  da  cui  deduciamo  '^  ^  s  ^^■ 

Conoscendo  ora  l'apotema  dell'esagono  e  il  r^^o  del  cir- 
colo, si  può  trovare  il  perimetro  e  l'apo- 
tema del  dodecagono  inscritto,  e  perciò  la 
ragione  del  perimetro  del  dodecagono  al 
diametro,  e  così  di  seguito:  ottenendo  così 
dei  numeri  crescenti  tutti  minori  di  n. 

Di  più,  pel  problema  del  §  precedente,  è 
noto  u  perimetro  dell'esagono  circoscritto: 

esso  è  P=  -^  =  4l/3 .  r  ;  sicché  la.  ra- 


^^3 


4l/3r 


gione  di  questo   perìmetro  al  diametro  è  *^  •i''  ^  gi/^  ^ 
2r 

=  3,46 il  qual  numero  è  ma^iore  di   ir.   Calcolando   la 

ra^one  al  diametro  del  perimetro  del  dodecagono  regolare  cir- 
coscrìtto, e  così  di  seguito,  si  ottengono  così  altri  numerì  de- 
crescenti tutti  maggiori  di  f . 

Proseguendo  il  calcolo  fino  ad  ottenere  le  ragioni  al  dia- 
metro dei  perimetri  dei  poligoni  regolari  inscritto  e  circoscritto 
di  96  lati,  Archimede  {morto  212  a.  Q.  C.)  dimostrò  che  jt  è 

compreso  fra  3  +  —  ^  -^  +  ta- 

di  un 


Me^o  (olandese,  1700)  die  per  ir  il  valore  t—  approssimato 

a  meno  dì  un  milionesimo.  Si   tien    facilmente   a   memorìa, 
ricordando  di  scrivere  le  cifre  113^5 ,  le  prime  delle  quali 
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aono  it  denominatore,  le  altre  il  numeratore.  Giorgio  ^'ega 
calcolò  140  cifre  decimali  di  Jt,  Zaccaria  Dose  (1844)  ne  cal- 
colò 200,  Richter  (1854)  ne  calcolò  500,  e  reeentemente  Shanh 
ne  calcolò  più  di  700.  Tutti  trovarono: 

ir  =  3.14159265358979323846 .... 

Per  gli  usi  pratici,  si  ha  sempre  una  suMciente  esattezza 
prendendo  jt  =  3.1416. 

È  naturale  che  per  quanto  ai  spinga  il  calcolo,  non  si  trovi 
un  valore  decimale  esatto  per  n-,  una  volta  provato  che  è  ir- 
razionale. La  dimostrazione  ne  fu  data  da  Lambert  nel  1761. 
Legendre  provò  ohe  è  irrazionale  anche  il  numero  tt*;  il  Lin- 
demann  (1882)  provò  che  t  non  può  essere  radice  dì  nessuna 
equazione  algebrica  a  coefficienti  razionali. 

Indicando  dunque  con  e  la  misura  del  circolo  ed  r  quella 
del  ra^io  si  ha: 


K  indicando  con  S  l'area  del  circolo,  si  ha: 


Cioè:  La  lunghezza  del  circolo  è  il  doppio  prodotto  del 
rapporto  n  per  ìa  lunghezza  dei  raggio. 

L'  area  del  circoìo  è  il  prodotto  dei  rapporto  n  per  il 
quadrato  della  lunghezza  del  raggio. 

Appucazioni  dell' .\lgebra  .alla  Geometria. 

519  II  teorema  enunciato  al  tj  4''2,  quello  del  §  493  e  al- 
tri che  '■imilmente  ii  potrebbeio  enunciate,  provano  che  si 
possono  esprimere  molte  lelazioni  geometriche  per  mezzo  del 
calcolo  algebrico,  quando  s  intendi  operate  ''uUe  miswre  delle 
grandezze  che  si  con'iiderano 

Così  per  esempio,  conoscendo  il  teorema  de!  §  310,  *i  pu^i 
enunciare  il  seguente 

L'atea  di  un  rettant/oìo,  somma  di  ptu  altri  che  hanno 
eguale  t  altezza,  è  il  prodotto  delia  somma  delle  misure  delle 
basi  per  la  misura  dell  alte: la  comune 

Sicché  indicando  con  a,  h,  e,  ri  le  lunghezze  delle  basi  e  con  A 
l'altezza,  avremo: 

ah  +  hh  +  eh  +  dh  =  {a  +  h  -{■  e  +  d)h 
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Similmente  dai  teoremi  dei  §§  312  e  seg.  si  daduce,  chia- 
mando con  a  e  &  la  lungliezza  di  due  segmenti 
(a  4-  6)!  =  a!  +  A*  ^2  ab 
(a  _  6)!  =  fl!  +  ft'  _  2  a/» 
(a  +h)(a  —  b)^a'  —  ¥ 
E  dal  teorema  di  Pitagora,  chiamando  ft  e  e  le  lunghezze 
dei  cateti  ed  a  quella  dell'ipotenusa,  : 
a»  ^  6-  +  c= 
dalla   quale  si  deduce   {si  noti ,  una  volta  per  sempre ,  che 
estraendo  una  radice  quadrata,  ometteremo  il  doppio  segno,  per- 
chè dovendosi  determinare  i  soli  valori  assoluti  delle  lunghezze, 
essi  sono  certamente  positivi): 

h^Va!'  —  e' 
che  dà  il  modo,  conoscendo  la  lunghezza  dell'ipotenusa  e  di  un 
cateto,  di  trovare  la  lunghezza  dell'altro  cateto. 

Il  teorema  di  Tolomeo,  indicando  con  a,  6,  e,  d  le  lunghezze 
dei  quattro  lati,  e  con  e,  f  le  lunghezze  delle  diagonali,  dà 
luogo  all'egut^lianza 

ef^ac  +  bd 
e  il  teorema  del  §  324  all'altra. 

af  +  b^  +  c-  +  d^^^e^  +  P  +  4g^ 
essendo  g  la  lunghezza   della  distanza  dei  punti   medii  delle 
diagonali. 

E  facile  capire  come,  specialmente  nella  soluzione  di  pro- 
blemi, non  si  possa  rinunziare  ai  potenti  mezzi  che  offre  il  cal- 
colo algebrico,  colle  sue  facili  riduzioni,  coi  suoi  numerosi  arti- 
fizi, colle  rapidità  delle  operazioni  che  si  fanno  sempre  su  nu- 
meri o  su  lettere  che  rappresentano  niimeri.  Spesse  volte  dunque 
ci  serviamo  dell'Algebra  per  risolvere  problemi  di  Geometria 
(v.  §  502);  ma  è  bene  che  lo  scolaro  s'abitui  a  trovar  sempre 
anche  la  soluzione  puramente  geometrica  dei  problemi  che  gli 
sono  proposti,  in  quanto  che,  anche  il  calcolo  algebrico,  che  gli 
è  forse  più  facile  seguire,  dipende  da  fatti  geometrici  e  te  pro- 
prietà che  egli  può  dedurre  dal  suo  calcolo,  non  sono  proprietà 
dei  numeri  di  cui  si  è  servito,  ma  bensì  degli  enti  di  cui  quei 
numeri  sono  la  misura. 

520.  Risolveremo  adesso  alcuni  problemit 

1."  Data  la  misura  a  del  la/o  di  un  triangolo  pqi'ilafero, 
trovare  la  misura  deWaltessa,  e  l'area. 
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L'altezza  è  evidente  mente  un  cateto  d'uD  triangolo  rettan—  ' 
golo ,-  di  cui  un  cateto  ha  per  misura  a,  e  1'  altro  ^.  Sicché 
chiamando  con  a)  la  misura  dell'altezza,  avremo: 

Per  l'area,  S,  si  ha  evidentemente: 

2."  Data  la  misura  a  di  un  lato  d'un  quadrato,  trovare 
la  misura  della  diagonale. 
Si  ha  evidentemente: 

ai»  ^  a»  +  a*  =  2  a';  a;  =  a  1^2 
Dalla  relazione  precedente  si  deduce: 

e  siccome  V2  è  un  numero  irrazionale  si  ha  che  la  misura  del 
lato  del  quadrato  ò  incommensurabile  con  la  misura  della  dia- 
gonale; ciò  che  doveva  essere  pel  teorema  del  §  500. 
Questa  proprietà  è  stata  studiata  da  Euclide  nel  seguente  modo: 


-  ^  2,  se  il  rapporto  -  fosse  un  numero  razio- 
nale —  (che  possiamo  supporre  irreducibile)  'dovremo  avere: 

%-^ 

e  dovrebbe  m  essere  perciò  un  numero  pari  2  p,  e  n  (e  quindi 
anche  n^)  essendo  n  primo  con  m,  un  numero  dispapL 
Ma  dalla  precedente  si  ricava: 


ossia  n^  sarebbe  un  numero  pari  contro  quello  che  à  è  pre- 
■  ì  stabilito. 
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3."  QuaVè  la  misura  del  tato  dei  Iriangoh  equilatero 
in  un  circoìo,  di  cut  ìa  misura  del  raggio  sia  r  ? 

Chìamaodo  a:  la  misura  cercata,  si  ha  pel  corollario  del  §  329: 

3!^  =  3  J-« 
da  cui: 

3!  =  ri '3 
4."  Data  la  misura  d'un  segmento,  trovare  quella  della 
sua  parte  aurea. 

Sia  a  la  misura  del  segmento,  x  quella  della  parte  aurea; 
dev'essere: 

x^  =  a{a-x), 

ossia  X  deve  soddisfare  alla  relazione: 
x^-\-ax  —  a^  =  o 
che  è  un'equazione  di  2."  grado.  Ne  deduciamo: 


K|/?— 1(-'+^^~) 


5.°    Trovare  la  misura  del  lato  del  decagono   regolare 
inscritto  in  un  circolo  di  cui  la  misura  del  raggio  è  r. 
11  lato  del  decagono  è  la  parte  aurea  del  raggio  e  quindi 


.J(- 1+1^5) 


Una  semplice  costruzione  del  lato  del   decagono 
in    un    circolo  è   la   seguente  (fig.  301;  : 

Si  costruisca  un  diametro  AB  e  il  ra^io 
CD  ad  esso  perpendicolare.  Quindi  col  cen- 
tro nel  punto  medio  M  del  ra^io  CA  e 
col  raggio  MD  si  costruisce  un  circolo  che 
incontra  il  diametro  AB  nel  punto  E.  Il 
segmento  CE  è  eguale  al  lato  del  decagono. 

Sfatti  si  ha: 

CE  =  MÉ  — CM=MD  — CM  r>f.3si 

Ma  la  misura  di  MD,  essendo  MD  l'ipotenusa  del  triangolo 

rettangolo  MCD  è  data  da  1/    —  -\-  r'^  ^2^  5j  1*  misura  di 


I.  —  Etemenli  di  Geo: 
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CM  è  — ;  quindi  la  misura  ^  di  CE  è  data  da: 

ossia  CE  6  veramente  11  lato  del  decagoDo. 

6."  Trovare  la  misura  del  lato  del  pentagono  inscritto 
in  un  circolo,  di  cui  la  misura  del  raggio  t  r. 

Sìa  r  la  misura  del  raggio:  a  la  misura,  del  lato  del  de- 
cagono iDscritto.  Dalla  flg.  224  dove  AL  è  la  metà  del  lato 
del  pentagono,  si  deduce: 

AL*  =  AB*'—  BL* 

e  siccome  AB  ò  il  lato  del  decagono,  BL  la  metà  della  parte 
minore  del  raggio  diviso  in  media  e  estrema  regione,  a 


(!)'=._(—; 


£  poiché  conosciamo  a  dal  problema  precedente,  > 
sostituzioni  e  riduzioni  si  ottiene: 

icB=      (10  — 2L^} 


w 


10  —  21^5. 
E  poi  facile  verificare  che  si  ha  la  relazione: 

da  cui  si  deduce  che:  il  quadrato  del  lato  del  pentagono  in- 
scritto 6  la  somma  dei  quadrati  del  lato  del  decagono  e  del 
raggio. 

Si  osservi  perciò  che  nella  costruzione  indicata  nella  flg.  301 
il  segmento  DE  ò  eguale  al  lato  del  pent^ono  inscritto. 

£  facile  anche  verificare  che: 

n  lato  del  pentagono  regolare  é  la  parte  aurea  di  una 


Le  diagonali  del  pentagono  regolare  si  tagliano  acam— 
bieoolmente  in  sezione  aurea. 

7.°  Date  le  misure  dei  lati  di  un  triangolo,  trovare  l'area 
del  triangolo. 
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Sieno  a,  b,  e  le  misure  dei  lati  del  triangolo;  ha  ,  hb ,  ht, 
le  misure  delle  altezze  corrispondenti  rispettivamente  ai  lati  a,  b,c 
e  «],  Og  le  misure  dei  due  segmenti,  in  cui  l'altezza  misurata 
da  ha ,  che  possiamo  supporre  interna,  diride  il  lato  che  ha 
per  misura  a. 
Pel  teorema  del  §  321  supponendo  ft>c,  si  ha; 
a,«  —  aK  =  h^  —  c« 
che  può  acrìversi: 

(a,  +ajì(a, -aj)  =  ft*-c« 
E  poiché  a^  +  af  =  a,  divìdendo  ambo  i  membri  di  questa 
eifuaglianza  per  a,  avremo: 

_       _6»  — ^* 

che  unita  all'altra: 

«,   +  «2  =  fl 

ni  dà  facilmente,  sommando  e  sottraendo: 
_6'— gg  +  a^ 
"'~  2a 

«2  _  ftS  +  e» 


B  facile  ora  calcolare  la  misura  dell'altezza  ha,  esser 

A^a  =  6^  —  a,-  =  0  +  a,)  (fc  —  a,) 
Sicché  avremo: 

_    /  fcg  +  a'  +  2 afe  —  c^  \  /"  c<  — aa_6?  ■|.2a6  \ 


E  poiché,  ponendo: 

a+b  +  c^ 
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si  deduce,  sottraendo  riapettiTamente  dai  due  membri  dell'egua- 
glianza precedeote,  2a,  2ò,  2c: 


—  a  +  4  +  c  — 2(p  — a) 
a  —  b  +  c  =  2(p  — 6) 
<,  +  6_c-2(p  — 0) 
aTremo  per  A*o  : 

.,         2pX2(!i— a)X2(p  — »)X2(P- 

■») 

*"                                     4». 
ossia: 

h-a  ^-J^(p  —  a)(p~bHp—c) 

-/  j)  (p  —  dj  (p  —  6>  fp—c). 


i  siccome  l'area  del  triangolo  è: 


S  =  l/p(p  — fl)(p  — 6j(p  — c)     (1). 

Se  fosse  b^c,  cioò  se  il  triangolo  fosse  isoscele,  l'altezza 
del  terzo  lato  lo  dividerebbe  in  parti  ^uali  e  perciò  si  aTrebl)e: 

%  quindi  l'area  sarebbe: 


1  .             Il  /4b^—a-^         1 
^—  ah    =-r«l/    — =  —  ' 

2  2      1/  4  4 


Se  nella  forinola  precedente  trovata  per  un  triangolo  qua- 
lunque, si  suppone  6  =  e,  si  ha 


(1>  Qnesta  formoU  é  detta  di  Erone.  P*re  che  ibue  datk  da  TeoM' 
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sicché  la  formula  vale  in  tutti  i  casi. 

Si  può  vedere  che  se  a  ^=  &  =  e ,  si  trova  la  formula  del 
Probi  1."  di  questo  §  cioè 

■  S  =  -^  l^  3 

Abbiamo  trovato  intanto  le  misure  di  un'altezza  in  funzione 
dei  lati  del  triangolo.  Analogamente  si  troverebbero  le  altre, 
anche  se  esse  fossero  esterne. 
Cioè,  sì  ha: 

A«  =  -^  1/  pip  —  a)lp  —  h)(p  —  cì 
hb  =   j  \rp(p  —  a)(p  —  h)(p  —  e) 

A  e  =   SLl/  pjp  —  aì(p  —  h)lp  —  c) 

S."  Date  le  misure  dei  lati  dì  un  triangolo,  calcolare  guelfe 
delie  sue  mediane. 

Indicando  con  m^ ,  mti ,  m«  le  misure  delle  mediane  cor- 
rispondenti rispettivamente  ai  lati  misurati  da  a,  A,  e  si  ha 
pel  teorema  del  §  ri23. 

A«  +  r»  =s  2  m„  *  4-  ^ 


.  LAo  ^ly^  +  c«)  -  a^ 


.,  =-K2(o2  +  «^)-6^ 


9."  Date  le  misure  di  lati  d'un  triangolo,  trovare  quelle 
delle  »ue  bisettrici  interne. 
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Sieno  a.  b,  e,  le  misure  dei  lati,  la,  U,  le,  quelle  delle  bi- 
settrici interne  ;  m,  n  quelle  dei  due  segmenti'  in  cui  una  delle 
bisettrici,  per  es. ,  quella  misurata  da  la,  divide  il  lato  oppo- 
sto; si  ha: 

min;  :b:c 
donde  componendo  m:tn+n'.[b:b-{-c 

ossia  m:a::b:b  +  e 


Analogamente  si  avrebbe 


Ora  pel  teorema  del  g  450,  Cor.  2," 
bc  =  i^a  +  , 


od  anche  Pa  ^^bc 

ib  -tc)i 
da  cui,  con  facili  riduzioni 

^         ^/-bcKb  +  O^-a^]!  /bc{b  +  e+a)ibTV. 
"      V  6  +  c  |/    '  b  +  e 

ossia,   ricordando   le  posizioni   fatte   nel  §  precedente 
n  +  6  +  C  =  2j3  ecc. 

2  Vbcpip —  a) 
b  +  i 
Analogamente  si  trova: 

a  +  c 


la  = 


^   _  2l^ahp(p  —  cì 
a  +  b 
10."  Date  le  misure  dei  lati  di  un  triangolo,  trovare 
la  misura  del  raggio  del  circolo  inscritto ,  del  raggio  dtl 
circolo  circoscritto,  e  dei  raggi  dei  circoli  ex-inscritti. 
Sieno  a,  b,  e  le  misure  dei  lati  BC,  AC,  AB  del  trian^lo 
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ABC,  r  quella  del  ra^io  del  circolo  inscritto.  Costruendo  i 
segmenti  che  hanno  per  estremi  il  centro  del  circolo  ed  i  ver- 
tici del  triangolo,  questo  festa  diviso  in  tre  triangoli  ;  e  la 
somma  delle  aree  di  questi  è  l'area  del  triangolo  dato. 

Conservando  le  notazioni  adottate  nel  problema  precedente 
avremo  dunque  : 

ar       br        cr 


l(a  +  h-\-c)  =  V  p{p  —  a){p  —  b){p^c) 
da  cui  si  ha  subito  : 


=1/ 


{p  —  a)(p  —  h)  (p  —  e) 


Chiamando  rata  misura  del  raggio  del  circolo  ex-inscritto 
tangente  al  lato  BC,  si  vede  che,  costruendo  le  distanze  del 
centro  del  circolo  dai  vertici  del  triangolo,  si  hanno  cosi  tre 
triangoli;  e  il  triangolo  dato  è  equivalente  alla  differenza  che 
9\  ottiene  togliendo  uno  di  questi  triangoli  (quello  che  ha  per 
base  il  lato  BC)  dalla  somma  degli  altri  due.  Siccbà  avremo: 
br„       cr,       ar, 

"2-  +  "e — r=^ 


da  cui  si  deduce 


i/p(p-b)(p-c) 

bt>e  indicando  con  r^  e  i 

i-inscritti ,   tangenti   ris| 

rs  =  I  /'^*P±_2HP  — e) 
|/  p  —  b 


Similmente  si  avrebl»  indicando  con  rj  e  j-b  le  misure  dei 
ra^  dei  circoli  ex-inscritti,  tangenti  rispettivamente  ai 
lati  AC,  AB 
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Inoltre  indicando  con  R  la  mism-a  del  l't^^io  del  circolo 
circoRcntto  e  con  h  quella  di  iin'ulHMza  del  triangolo,  [ler  esem- 
pio l'altezza  euiTisiiondenr^  al  lato  AB,  pel  teorema  del  §  450, 
Cor.  1."  si  ha 

Dalla  rjuale  si  deduce: 


E  poiché  l'area  del  triangolo  è  data  da: 


ì  di  qui  si  deduce: 


as 


od  anche: 


4  Vp{p~a){p  —  mp  —  c)- 


Dalle  formule  trovate,  se  ne  deducono  facilmente  altre,  f 
plici  ed  elianti,  con  sole  operazioni  aritmetiche. 
Per  es.  si  trova: 


R  =      +  »-t  +  fc  —     ecc. 
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11."  Date  le  misure  dei  lati  e  delle  diagonali   di    un 
quadrilatero  calcolarne  l'area. 

Sieno  a,  h,  e.  d  le  misure  dei  lati  AB,  BC,  CD^  DÀ  (tìs?.  219) 
ed  e  ed  /■  le  misure  delle  diagonali  AC,  BD.  Costruendo  le  per- 
pendicolari AH,  CK  ad  una  diagonale  per  es.  BD,  dagli  altri 
due  vertici,  ed  indicando  con  Aj,  A,  le  loro  misure,  se  S  e  l'area 
del  quadrilatero,  si  ba: 

S  =  _y/'(A,  +  Aj} 

Si  prolunghi  AH  fino  ad  incontrare  in  L  la  parallela  CL 

alla  dissonale  BD,  si  osscptì  che  è  A,  +  Aa  la  misura  di  AI.' 

che  è  CL  =  HK  e  che,  perciò  se  aie  la  misura  di  HK,  si  ha; 

{A,  +  A.>)  =  l^e^  —2  X     e     S  --  -  /"  l/"c..  —  x^ 

Ma  pel  teorema  del  §  321,  si  ha: 


AB-  —  AD*  =  BH-  —  HD*  -  (BH  +  HD)  (EH  —  HD)  = 

-BD.(BH— HD) 


-  CD^  -  DK*—  KD-  =  (BK  +  KD)  {BK  - 


da  cui,  sottraendo: 

AB*  — AD-  — CB*  +  CD^=i=BD(BH— HD)  — BD(BK— KD)^^ 

^  BD  (BH  —  HD  —  BK  +  KD) 
e  poiché: 

BH  =  BK  +  HKeKD  =  HK  +  HD 
e  perciò 

BH  —  HD  — BK+  KD  =  BK+  HK  — Ìffi  =  BK  +  HK + 
-I-  HD  =  2  il  K, 
si  ha  dunque: 

AB^  —  AD*  —  CB- +  CD- =  2  BDTHK 

E  sostituendo  ai  segmenti  le  misure  si  ha: 
a^  —  d^  —  b^  +  c^'2^t  X 
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donde 


ir 

Sostituendo  nell'espressioce  dell'area  si  ha: 

1      l/T      /a»  — d*— 6«  +  c«V 
S- 2  /■(/«>-( ^^ ) 

Con  alcune  riduzioni  si  trova: 


S=—  l/4e«^  — («2  — 5«  +  c'^  — d!i)* 

che  e  la  formula  richiesta. 

Se  il  quadrangolo  è  inscpittibile,  essendo  pel  teorema  di  Teo- 
lomeo  ef=ac  +  hd,  si  deduce: 


S  =  ~-  1^4  (dc  +  bd)^—{a^  +  t^  +  c^  —  cff 

Sviluppando  e  ponendo  a  -^  b  -\-  e  -^  d  ^2  p,  donde  : 
h  +  c  +  d  — a  =  2(p  — a);a  +  e  +  d  —  6  =  2{p  — 6): 
a  +  6  4.rf_C  =  2(p-c);fl+A  -j- e  — d  =  2(p  — d), 
si  ottiene: 

che  è  la  formula  di  Snelliva  (1620)  (1), 

Se  il  quadrangolo  ò  insieme  circoscrittibile  ed  inscrittibile 
cioè  se  è  anche  a  -\-  e  ^h  -|-  d,  la  formula  precedente  diventa: 


12."  Date  le  misure  dei  lati  d'un  quadrilatero  inscrit- 
tibile, calcolare  quelle  delle  diayonali. 

Indicando  con  a,  b,  e,  d  le  misure  dei  lati  e  con  e  eà  f 
quelle  delle  diagonali,  si  ha  pei  teoremi  dei  §  452,  454. 
ef^ac  +  bd 


(1)  Si  é  poi  saputo  che  questn  formala,  come  quella  precedente  di  Eroiu 
sul  triangolo,  erano  conoscLute  anche  dagli  antichi  Indiani,  essendosi  tro- 
rato  nelle  opere  di  Brakmegupta. 
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Moltiplicando  e  dividendo  a  membro  a  membro  ed  estraendo 
la  radice  quadrata,  si  ha: 


-1/' 


(ac  +  hd){ad+hc 


(ae+  hd)(ab  +  ed) 
ad  +  bc 

13."  Date  le  misure  dei  lati  di  un  quadrandolo  inscrit- 
tibile, calcolare  la  misura  del  raggio  del  circolo  circoscritto. 
Sia  ABCD  il  quadrangolo;  a,  b,  e,  d  le  misure  dei  Buoi  lati, 
e,  f  quelle  delle  diagonali  AC,  BD,  e  S  l'area.  Si  osservi  che 
il  circolo  circoscritto  al  quadrangolo  è  circoscritto  anche  ai 
triangoli  in  cui  ogni  diagonale  divide  questo,  E  perciò  pel 
problema  10."  nei  triangoli  formati  dalla  diagonale  che  ha  per 
misura  e,  indicando  con  *,  ed  s^  le  loro  aree  e  con  R  le  mi- 
sure del  ra^io  del  circolo  circoscritto,  si  ha: 
àbe  cde 


R' 


Cd), 


Analogamente  pei  triangoli  formati  dall'altra  diagonale  si  ha: 


Moltiplicando  a  membro  a  membro,  si  ha: 
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i  poiché  è  ef^ac  +  hd  e 

S  =-  l^{p  —  fl)  (p  ~  6)  (/)  —  e)  (;J  —  rf) 


1/      (p  —  a)  (p  —  A) 


erf)  la/i   -  hi^} 


{p  —CUP—  di 

521.  È  utile  anche  sapere  interpretare  geometricamente  le 
soluzioni  ottenute  dai  problemi  risoluti  col  metodo  prece- 
dente. 

Cosi  se  il  risultato  di  un  problema  fosse  a  +  '/,  dove  ne'- 
fossero  le  misure  di  due  segmenti  dati ,  intenderemmo  geo- 
metricamente che  il  risultato  è  il  segmento  somma  o  diffe- 
renza dei  due  segmenti  in  cui  le  misure  sono  a  e  h.  Se  a  eli 
fossero  le  misure  di  due  superficie,  il  risultato  del  problema 
sarebbe  la  superficie  somma  o  differenza  delle  due  su[terficie  date. 

Trovare  tale  semento  o  tale  superficie  s'indica  dicendo  co- 
struire l'espressione  a  ±  h. 

522.  Daremo  alcuni  esempi,  supponendo  che  le  misure  date, 
sieno  misure  di  segmenti. 

1."  Costruire  l'espressione  3  a. 
E  il  segmento  triplo  del  segmento  di  cui  la  misura  è  n. 

2."  Costruire  l'espressione  ab, 
È  il  rettangolo  dei  segmenti  di  cui  le  misure  sono  a  b  h. 

„  „   „  ,  ah   a^    aiìC 

ò.     Costiitire  (e  espressioni  — ,  — ,    ■  -. 
^  e  '  e      d 

11  segmento,  la  cui  misura  è  — ,  è  il  segmento  quarto  pro- 
porzionale dopo  i  segmenti  le  cui  misure  sono  e,  6,  a.  Infatti, 
chiamando  d  la  misura  di  questo  segmento,  si  ha  : 


Si  ha,  anal(^amente  che  —  è  il  segmento  terzo  proporzic- 


„prii>,Google 


Per  la  prima  parte  di  questo  problema,  si  eostruisca  — -  e 

sia  un  segmento  di  cui  lii  misura  è  p.  L'espressione  data  di- 
venta eguale  a  eG\  che  sappiamo  costruire  p»el  2."  problema 
di  questo  §. 

ohe 
A.     Costruire  (espressione  — . 

Si  ha 


Sappiamo  costruire  —  e  sìa.  f  la  misura  riel  segmento  o 


5."  Costruire  l'espressione  V  ah. 
11  segmeoto,  la  cui  misura  è  \/ab,  è  il  segmento  medio  pro- 
porzionale fra  queUi  le  cui  misure  sono  a  b  b.  Infatti,  indi- 
cando  con  x  la  sua  misura,  si  ha  : 
a  :  X  l  ',  ce  :  b 

a;^  =  ah     e     ìt  =  \/ah. 

ti."  Costruire  Vespressione  x=  l^A. 
Supponiamo  che  A  sia  un'  espressione  razionale  omogenea 
di  2."  grado.  Indicando  con  /  la  misui'a  di  un  segmento  ar- 
bitrario, si  eostruisca  un  segmento  di  lunghezza  y  tale  che 
s'ia  ly--  A.  e  allora  essendo  x  =  V'iy,  il  segmento  richiesto  è 
medio  proporzionale  fra  i  due  s^m^nti  le  cui  misure  sono  2  e  t/. 
7."  Costruire  l'espressione  \/^  a?  +  V. 
È  l' ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo,  essendo  a  e  ^  le 
misure  dei  cateti. 

8."  Costruire  l'espressione   Ve?  —  b^. 
È  un  cateto  di  un  triangolo  rettangolo,  essendo  a  la  misura 
dell'ipotenusa,  b  quella  dell'altro  cateto. 

9.°  Costruire  V  espressione  v  a'  +  A-  +  '■*■ 
Sia  d  la  misura  dell'ipotenusa  d'un  triangolo  rettangolo,  i 
cui  cateti  abbiano  per  misura  a  e  è^  :  è  d^  a-  +  b^.  L'espres, 
sione  data  diventa:  V  d-  -{-  n'^' ,  che  pel  problema  precedente 
sappiamo  costruire. 
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Si  OBepTi  ohe  6 -5;  =^^-^  =. i  1/ 7  o»  _  i  l^lOa»— 9n«; 

l/f  7  7  1 

cosicché  — —  è  la  misura  di  un  segmento  summultiplo  secondo 

il  numero  7  di  un  cateto  d'uD  triangolo  rettangolo  di  cui  l'i- 
potenusa è  il  quadruplo  del  segmento  cbe  ha  per  misura  a  e 
l'altro  cateto  è  il  triplo  dello  stesso  segmento. 
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I. 

Trasversali  del  triangolo. 


523.  Del.  —  Se  una  retta  incontra  le  rette  dei  lati  d'un  trian- 
golo, diremo  che  tale  retta  é  una  trasversale  de\  triangolo. 

Se  una  trasversale  incontra  tutte  le  rette  dei   lati   in    punti  di- 
stinti, essa  determina,  coi  vertici 
d*un  triangolo  sulla  retta  d'ogni  „ 

lato ,  due  segmenti  ;  sicché  si 
hanno, io  tutto,  sei  segmenti.  Così 
dato  il  triangolo  ABC,  la  trasver- 
sale DF  (fig.  303)  determina  i  seg- 
menti AE  ,  EB  sulla  retta  AB  : 
BD,  DC  sulla  retta  BC;  e  FA.  f"^ 
po' sulla  retU  AC.  /ìj  3ei 

In  quel  che  segue  indicheremo 
con  a,b,  eie  misure  dei  lati  BC,  AC,  AB;  con  e,,  e»  le  misure  dei 
segmenti  AE,EB;  con  a     a,  le  misure  dei  segmenti  BD.DC,  con 
b„  &,  quelle  dei  segmenti  FC, FA. 

524.  Toor.  (di  Menelao).  —  Se  ttna  trasversale  incontra  le  tre 
rette  d'un  triangolo  in  tre  punti,  di  cui  uito  o  tutt'e  tre  son  ne- 
cessariamente esterni,  il  prodotto  delle  lunghezze  dei  tre  segmenti, 
non  consecutivi,  determinati  da  tali  punti  e  dai  vertici  é  eguale 
al  prodotto  delle  lunghezze  degli  altri  tre. 

Costruita  da  un  vertice  A  la  parallela  AG  al  lato  opposto  CB  , 
avremo  dei  triangoli  simili  BDE,  EAG  : 

BE':ÉA:  :BD:  AG 
e  ricordando  le  notazioni  precedentemente  fissate  e  chiamando  d 
la  lunghezza  del  segmento  AG,  avremo  pure; 


dalla  quale  proporzione  si  deduce: 


Dai  triangoli  simili  GAF,  FCD  si  deduce: 

afìCf:  :  ag:cd 
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} 


da  nui: 

b^.d  =  a,.ài. 

Moltiplicando  i  membri  di  questa  egaaglianza  jier  quelli  deli'egira-| 
glianza  precedentemente  trovata,  si  ha; 

a,  b.c.d^  a,  b,  e.  d 


come  volevamo  dimostrare.  J 

525.  È  vero  il  teorema  inverso: 

'  Teor.  —  Se  sopra  ognuna  delle  rette  dei  lati  d'un  triangolo  si  i 
acf glie  ttn punto  {dfi  quali  uno  solo  o  tuttie  tre  sieno  esterni  ai  ri' 
spettivi  lati),  in  modo  che  il  prodotto  delle  lunghesso  di  tre  seg-  | 
menti  non  consecutivi,  determinati  da  tali  punti  e  dai  vertici,  sia 
eguale  al  prodotto  degli  altri  tre,  i  punti  scelti  sono  su  una  m^-  } 
desima  retta.  j 

Sieno  a^,  by,  o,  le  lunghezze  dei  segmenti  BD,  CF,  AE  (fig.  302),  | 
non  consecutivi,  e  a,,  &j,  e,  le  lunghezze  dei  rimanenti  DC,  AF,  BE; 


Dico  che  il  punto  F  che  posso  supporre  estemo  al  lato  AC  deve  ' 
trovarsi  sulla  retta  DE. 

Se  cosi  non  fosse,  e  fosse  invece  F'  che  è  pure  esterno  al  lato  AC,  i 
l'intersezione  delle  rette  DE,  AC,  avremo,  pel  teorema  pr 
chiamando  ì>\,  b\  le  lunghezze  dei  segmenti  FC,  F'A; 


Dividendo  ì  membri  di  questa  eguaglianza  per  quelli  della  pre- 
!edente,  si  ha: 

V,      h\ 


che,  dividendo,  dà  luogo  all'altra  proporzione 
b,  —  b,:  b\  —  b',::b,:  b\. 

Ma  i  primi  due  termini  di  questa  proporzione  sono  eguali  ,  es-  | 
sendo  ambedue  la  lunghezira  del  segmento  AC  ;  sicché  gh  altri  due  \ 
sono  eguali  e  perciiv  F'  coincido  con  F, 

Il  teorema  del  g  524  sì  estende  facilmente  al  caso  di  un  poligon 
di  un  qualunque  numero  di  lati.  Ossia: 

526.  Teor.  —  Se  le  rette  dei  lati  di  un  poligono  piano  sono  se 
cale  da  una  trasversale,  che  coi  vertici  del  poligono  detemtina  si 
ogni  retta  due  segmenti,  il  prodotto  delle  lunghesse  di  quei  seg 
menti  che  non  hanno  estremi  comtmi  è  eguale  al  prodotto  dei  ri- 
manenti. 
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5£7.  Fiesato  un  punto  nel  piano  di  un  triangolo,  se  si  costruÌBCono 
le  rette  dì  quel  punto  e  dei  vertici  del  triangolo,  esse  iocontrerajino, 
in  generale,  le  rette  dei  lati  opposti,  ognuna  in  un  punto.  OgnuDO 
di  questi  puntJ  determina,  coi  vertici  del  triangolo,  sulla  retta  dei 
quali  ai  trova,  due  segmenti.  Si  hanno  così  sei  segmenti,  che,  nei 
oasi  della  figura  303,  sono  i  segmenti  B'A,  B'C,  A'C,  A'B,  CE,  C'A. 
Indicheremo  le  loro  lunghezze  rispettivamen  te  con  &,,  &,,  o^,  a],e,,  C|. 
Tati  rette  sono  anche  dette  ceviane  del  triangolo  :  e  ciò  pel  teo- 
rema seguente. 

528.  Teor.  (di  Ceva).  —  Il  pf adotto  delle  limgheiie  dei  tre  seg- 
menti ,  (Ae  non  hanno  alcun  eMremo  cortame  e  sono  determinati, 
tuUe  rette  dei  lati  d'un  trianffolo,  dai  vertici  di  questo  e  da  tre 


i  puvao  arbitrario^  e 


r.f.iM 


rette  uscenti  dai  vertici  e  concorrenti  t 
eguale  <d  prodotto  delle  lunghette  degli  altri  t 

Tanto  ee  il  punto  0  è  intemo  che  se  è  esterno  al  triangolo  dato 
(fig.  303)  si  ha  che  CC  è  una  trasversale  del  triangolo  ABA'  ;  e 

Eerciò,  ritenendo  le  notazioni  del  g  precedente,  e  chiamando  d,,  d, 
I  lunghezze  dei  segmenti  OA,  OA',  avremo: 
d,c,(a,  +  a,)=d,c^a^. 
Analogamente,  pel  triangolo  AA'C  e  per  la  trasversale  BO',  si  ha: 

d,a^b^=d^b,{a^+a,) 
E  poiché  prodotti  di  numeri  eguali  sono  eguali,  si  ha: 
d|  d,  Of  &j  e,  (a^  +  Oj)  ^  d(  d,  a,  6,  e,  (tt,  +  a,), 
dalla  quale  si  deduce: 

a,  ft,  e.  =>  a,  6,  e, 
come  Tolevamo  dimostrare. 
Sì  dimostra  facilmente  il  teorema  inverso  : 
Se  dai  vertici  d'un  triangolo  escono  tre  rette,  e  il  prodotto  dell* 
lunghette  di  tre  segmenti  non  eonsecutim,  fra  quelli  che  l'inter- 
setione  di  ognuna  di  esse  col   lato  opposto  determina  coi  vertici 
d»l  triangolo,  i  eguale  al  prodotto  delle  lungheiie  degli  altri  tre, 
tali  rette  hanno  un  punto  oomune. 


D,™-,7Pril>,'G0l)^le 


589.  Cor.        - .- 

iriangolo  (fig.  304)  ai  ha  (§409) 


APPENDICE. 

AA',  BB'  CC'  sono  le  bisettrici  dagli  angoli  del 


dalla  quale  ai  deduce 


BA'  :  A'C  :  .  AB  t 
perciò  é  pure: 


Moltiplicando  i  termini  dello  si 
posto  in  queste  proporzioni,  si  ha 
nuova  proporKÌone  che  è  : 


a,ÈjC,  =  <i, 


Pel  teorema  inverso  del  §  preeedeote  possiamo  dire: 

Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  triangolo  hanno  un  punto 
comune. 

Si  dimostrerebbe  similmente  che  : 

Le  tre  mediane  d'un  triangolo  hanno  un  punto  comtinj: 

E  cosi  altri  teoremi  che  già  conosciamo. 

Se  dal  centro  del  circolo  insorittti  nel  triangolo  (punto  comune 
delle  bisettrici)  si  costruiscono  le  perpendicolari  sui  lati ,  ognuno 
di  questi  resta  diviso  in  due  segmenti  ;  e  usando  le  solite  notazioni, 
ei  ha  evidentemente  «,  =  &„6,==c„  e,  =  a,;  da  cui  si  deduce 

E  perciò:   le  rette  dei  vertici  e  delie  proiesioni  dell'i 
lati  opposti  del  triangolo,  hanno  un  punto  ci 

La  relazione 
é  anche  verificata  quando  sia,  per  es.  : 


Se  ne  deduce:  La  mediana  d'un  lato  d'un  triangolo,  e  le  rette 
uscenti  dagli  estremi  di  questo  lato  che  dividono  i  lati  opposti  in 
parti  propofiionali,  hanno  un  punto  comune. 

530.  Teor.  {di  Pascal).  —  /  loti  opposti  di  un  esagono  inscritto 
iti  un  circolo  si  tagliano  in  tre  punti  situati  in  lìnea  retta. 

Sia  ABCDEF  un  esagono  inscritto  (che  può  essere  anohe  intrec- 
ciato) e  aieno  M,N,  P  i  punti  di  incontro  delle  coppie  di, lati  op- 
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posti  AB,  DE;BC,  EF;CD,  AF  (fig.  294).  Dico  che  i  punti  M,  N,  P 
sono  sulla  medesima  retta. 

Infatti,  con9Ìderani)o  il  triangolo  QRS  formato  dalle  rette  di  tre 
lati  non  consecutivi  e  insieme  ciascuno  degli  altri  tre  lati  come 
trasversale  del  detto  triangolo,  ei  ha  (indicando  i  segmenti  invece 
delle  loro  misure)  per  la  trasversale  AP: 


QAXRPXSK=ARX  SPXQt'; 
per  la  trasvecsale  EM: 

SE  X  QM  X  'RD  =  EQ  X  RM  X  "SD  ; 
per  la  trasversale  BN  : 

QB  X  RC  X  NS  =  RB  X  CS  X  NQ  ; 
E  moltiplicando  a  membro  a  membro,  e  ricordando  che: 

QA  .  QB  =  QE.  QF  ;  RA  .  RB  -^  RC  .  RD  ;  SE.  SF  =  SC  .  iàl) 
si  ha,  sopprimendo  i  prodotti  eguali  nei  due  membri  : 


RP  X  QM  X  NS  =  SP  X  RM  X  NQ 


punti  M,  N,  P  sulle  rette  dei  lati  del  ti 


11  che  prova,  che 
golo  QRS  sono  pel  t 
sulla  medesima  retta. 

Se  due  lati  dell'esagono  son  paral- 
leli, per  es.  AF,  CD,  non  si  avrebbe 
l'eguaglianza  sopra  stabilita  per  la 
trasversale  AP;  ma  ad  esse  si  potreb- 
bero sostituire  le  altre  due  :  QA.  QS^ 
="QR.QFe  QR.'SF  =RA.  (^de- 
dotte dal  teorema  di  Talete;  e  si 
avrebbe  aaguendo  il  procedimento  pre- 
cedente^ X'NS=RM  XNQ  ossia 
QM":  RM  :  :  :  :  QN  :  NS  :  il  che  prova 
che  MN  é  parallela  ai  due  lati  dell'e- 
sagono che  son  paralleli.  SÌ  conviene 

di  dire  che  il  punto  P  è  sulla  retta  MN  a  distanza  infinita,   e  si 
ritiene  quindi  vero  il  teorema  anche  in  questo  caso. 

É  facile  vedere  se  due  coppie  di  lati  son  paralleli  anche  la  ter7.a 
coppia  son  paralleli. 

Casi  particolari.  —  Se  due  vertici  consecutivi  dell'esagono  coin- 
cidono, un  lato  diventa  nullo,  e  si  conviene  che  la  retta  di  questo 
lato  sia  la  tangente  al   circolo  in  quel   vertice  doppio.  Si   putì  di- 
"  "       '  '        B,  sussistere,  cioè  che 

1  pentagono  ABCDE  inscritto  in  un  circolo,  e  la  tan- 
gente  AF  in  un  vertice  A,  le  coppia  di  rette  AB,  DE  ;  BC,  EA  ;  CD, 


J'ig.  305. 


mostrare  che  il  teorema  di  Pascal 
i  ha: 


^Mi/GoDi^le 


2."  Dato  UD  quadrangolo  inscritto,  le  tangenti  al  circob  in  due 
vertici  opposti  si  tagliano  in  un  punto  dalla  retta  dei  punti  d' in- 
contro dei  iati  opposti. 

3."  Lo  tangenti  nei  vertici  d'un  triangolo  inscritto  incontrano 
1  lati  opposti  in  tre  punti  in  linea  retta. 

531.  Teor.   {di  Brianchon).  —  Le   tre  diagonali  d'un  esagono 
circoscritto  ad  un  circolo  passano  per  un  medesimo  punto. 
Sia  ABCDEF  l'esagono  circoacritto  (fig.  306)  e  G,  H,  I,  L,  M,  N 
i  punti  di  contatto  dei  auoi  lati.  L'esagono 
-1  GHILMN  che  ha  per  vertici  questi  punti  è  un 

esagono  inscritto  e  pel  teorema  di  Pascal 
(§  531)  le  coppie  di  rett«  dei  suoi  lati  ojjposti 
si  incontrano  in  tre  punti  P,  Q,  R  di  una 
retta.  Ma  le  rette  dei  lati  di  questo  esagono 
sono  le  polari  (§  485,  cor.  5.°)  dei  vertici  del- 
l'esagono dato;  cosicché  é,  per  esempio,  GH, 
^'       ^      *  polare  di  B  e  LM  polare  di  E:  e  se  GH  e  LM 

7if  "/is  s'incontrano  in  P ,  è  P  polo  della  retta  BE: 

"  -^  "  analogamente  Q  é  polo  di  CF,  e  R  polo  dì  AD. 

E  poiché  P,  Q,  R  sono  su  una  retta,  le  loro 
polari  BE,  CF,  AD  passano  per  un  punto  come  si  voleva  dimostrare. 
532,  Teor.  —  Se  si  considerano  tre  rette  che  abbiano  un  punto 
comune  e  passino  pei  tre  tiertici  d'tfn  triangolo,  su  ognuna  di  esse 
restan  determinati  dal  punto  comune,  dai  vertici  del  triangolo  e 
dalle  rette  dei  lati  opposti,  due  segmenti  :  il  rapporto  dellf  iwn— 
ghette  di  questi  due  segmenti  é  eguale  alla  somma  dei  rapporti 
delle  lunghette  dei  segmenti  in  cui  son  divisi  i  lati  uscenti  dallo 

Dato  il  triangolo  ABC,  e  le  rette  AA',  BE',  CC'  uscenti  dai  vertici, 
sia  0  il  loro  punto  comune  (fig.  304),  che  divide,  per  es.  ;  AA' 
nei  due  segmenti  AO,  OA',  dei  quali  sieao  rispettivamente  dj  e  (^, 
le  lunghezze. 

Considerando  il  triangolo  ABA'  e  1»  trasversale  CC  avremo  pel 
teorema  di  Menelao: 

Cid,(a,  +  a,)=c,d,o, 
e,  nel  triangolo  AA'C  eoli»  trasversale  BB': 
b,  d,  a,  =  b,  d,  (a,  +  a,) 
dalle  quali  si  ^deduce: 


e,      6,      d,  /a,  +  aA 
e,      b,      d,  \a,  +  àj 
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come  volevamo  dimoatrare. 
Analogamente  ai  trova: 


f,     h    -,     _ 

Cor.  —  Chùmftado  d  U  liJiigtLem&  di  ÀÀ'  £ 
d  —  d,  +d. 


pel  teorema  precedente  : 


Similmente,  indicando  con  e,  f,  le  lunghez 
1-1+   ^  +  ^ 


e,       6.                      a,       e, 

'  f 

'+«;+? 

^,  +  ..  +  A            ■         ,         1 

1 

Esegaendo  la  somma  indicata  nel  secondo  membro,  tenendo  pre-   ' 
sente  che  a ^ b^c^=' ai b^c^t  si  ottiene: 

oioé  :  Se  tre  rette  uscenti  dai  vertici  d'un  triangolo  hanno  un  punto 
conwne,  e  si  fa  il  rapporto  del  segmento  che  ha  gli  estremi  in  que- 
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ilo  punto  e  sul  lato  opposto  al  vertice  donde  esce  la  retta,  col  seg- 
mento di  questa  compreso  fra  il  vertice  e  il  iato  opposto,  la  somma 
ili  questi  rapporti  è  costante  ed  eguale  a  l. 
Cosi,  per  le  mediane,  essendo 

^J  =  ^  =  A_i 
d       e        f       "à 


533.  Teor.  —  Se  da  un  punto  della  superficie  di  un  triangolo 
si  costruiscono  i   segmenti  perpendicolari  ai   tifi,   la  somma  dei 
rapporti   di   questi  segmenti  alle   al- 
'  texxe  rispettivamsnte  parallele ,  è  eo- 

stante ed  eguale  a  1. 

Sieno  OA' ,  0B'\  OC  i  segmenti 
uscenti  dal  punto  0  e  perpendico- 
lari rispettivamente  ai  lati  BC,  AC, 
AB  del  triangolo  ABC  ;  indicheremo 
con  ic,  y,  3  le  loro  lunghezze:  e  ìndi- 
-  chercmo  con  A,  A',  k"  le  lunghezze 
delle  altezze  AA',  BB',  CC'  (fig.  307).  Si 
/"(a.  .^or  costruisca  AO  che  incontra,  in  D  il  lato 

opposto;  sia  d  la  lunghezza  del  seg- 
mento AD,  d    la  lunghezza  del  segmento  OD. 
Pei  triangoli  simili  ODA',  ADA'  si  ha: 


rf. 

d 

■  r 

■h 

si  avrebbe 

,, 

e- 

W 

f, 

f. 

h" 

^1 

^. 

\^ 

y 

A 

-+^-5+?+ 


come  volevamo  di 


'.        f 
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534.  Cor.   —  1."  Nel  caso  che  0  fosse  il  centro  del  circolo  in- 
scritto nel  triangolo ,  si  avrebbe  : 


cioè:  L'inversa  della  mintra  del  raggio  del  circolo,  inscrìtto  nel 
triangolo,  é  la  somma  delle  inverse  delle  misure  delle  altezze. 

%."  Se  il  triangolo  d  equilatero,  ei  ha:  ft=- A' ?=/(";  la  formoli 
d&ta  dal  teorema  precedente  diventa  : 


punto  della  superficie  d'u: 
eguiile  a  un'aliena. 
Ttic:  d'un  triangolo  s 


cioè:  La  somma  delle  distan. 
triangolo  equilatero  dai  lati  . 

535.  Teor.  (di  SUwart).  —  Se  per  un 
costruisce  una  trasversale,  e  si  molti- 
plica Varca  del  Quadrato  di  ciascuno  dei 
lati  concorrenti  in  gtiel  aertiee  per  la 
lunghezza  del  segmento  «on  adiacente 
determinato  sul  terio  lato  delta  trasver- 
sale, la  somma  o  la  differenza  di  tali 
prodotti   (secondo  che   la   trasversale   è 

intana  o  esterna)  è  eguale  al  prodotto  -*"  M 

della  misura  del  terso  lato,  rispettivo-  t--    ^„„ 

mente  per  la  somma  o  la  differenza  fra  -^ 

il  prodotto  delle  misura  dei  due  segmenti 

sulla  retta  del  terso  lato  e  l'area  del  quadrato  del  segmento  di  tra- 
sversale compreso  fra  il  vertice  donde  esce,  e  la  retta  del  terzo  lato. 

Cioè,  indicando  con  a,  b,  o  le  misure  dei  lati  BC,  AC,  AB  del 
triangolo  ABC  {fig.  308)  con  q  la  misura  del  segmento  di  trasver- 
sale AD  uscente  dal  vwtice  A  e  terminato  sulla  retta  BC,  con  m, 
n  le  misure  dei  due  segmenti  BD,  DC,  si  ha: 
6%  +  ci»!  =  a  (mn  +  ?') 
se  la  trasversale  é  interna:  e 


bhn- 


(^n  =  a  (m 


f) 


cin  —  6'n!  =  a  (mn  —  q^) 
sela  trasversale  è  esterna,  secondo  cteè  n  —  m^^ 


aoppi^^m  — »!=< 
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Quando  U  tr&BTersaJe  à  intero»  e  non  ooinoida  ooll'alteiu  AH; 
indicando  con  p  la  misura  del  segmento  DH;  dai  triangoli  ABD, 
ADC,  uno  dei  qoali,  per  es.  ABD,  ò  ottusangolo  e  1'  altro  é  acu- 
tangolo, si  Ila: 

e*  ^  m'  -|-  3*  +  2  mp 
é*  ^  «'  +  5*  —  2  np 
d&Ue  quali: 

tfn  ^  m*M  +  a*"  +  2  mnp 
ìflm  ^  mn*  -j-  '"S*  —  2  mnp 
E  sommando 

6»m  +  c*«  =  inf.(m  +  «)  +  5*(m  +  n) 
e  poichà  IN  +  N  ^  a 

riha;  d*tn +■  o*n  =  a  (»Mt  4- 3*) 

È  facile  verificare  che  il  teorema  sussiate  anche  se  AD  coincide 
con  AH. 

Se  la  trasversale  è  esterna,  conservando  le  ootaiioni  precedenti 
essendo  q  la  misura  del  segmento  della  trasversale  compreso  fra. 
il  vertice  e  la  retta  del  lato  opposto,  si  osserva  che  nei  triangoli 
ABD,  ACD  gli  angoU  opposti  ai  lati  AB,  AC  sono  coincidenti  e 
perciò  inrieme  acuti  o  insieme  ottusi. 


Nel  1.»  oaso  (fig.   309)  gU  angoli  coincidenti  ADB,  ADC  sono 
acuti  e  ri  hft: 

1^  =  m'  +  j'  —  2  mp 
Jt  =-  «1  +  jt  _  2  ftp 
eperoiA 

e*»»  =  m%  +  3*n  —  2  mnp 
lAn  ^  mn*  -j-  mq*  —  2  mnp 
e  sottraendo  : 

,^n  —  tflm  =  mnim  —  n)  +  q^n-m) 
noché,  se  à  m  —  n  =  a,  si  deduce: 
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seén  —  n»  =  a,  Bih»  invece  : 

b*m  —  e*»  ^  a  (mn  —  g*) 
Nel  secondo  cilso,  gli  angoli  coinoideoti  ADB,  AUC  iiono  ottusi 
e  si  ha: 

e'  =»  m'  +  5*  +  2  mp 
b^^n*  +  q'  +  2mp 

e*»!  =  m*n  +  g'n  +  2  mrtp 
6<m  =  mn'  +  ^m  -)-  3  mnp 
«  sottTMndo  bì  tks,  come  sopra: 

t^n  —  à*m  =  ma  {m —n)  +  q^  {n  —  m) 
sicchà  si  giunga  anche  in  questo  caso  alla  medesima  conclusione. 
Analogamente  ai  dimostra  LI  teorema,  servendosi  di  quello  di 
Pitagora,  se  AD  è  perpendicolare  a  BC. 

Anche  qui  è  facile  a  verificare  il  teorema  se  AD  coincide  con  AH. 
536.  Cor.  —  1,°  Se  la  trasversale  è  la  mediana,  si  ha  m  ^  n, 
(!  :^2m;  quindi: 

(6«  +  c')m  =  am(m«+9') 
èa  +  e*  =  3  m*  +  2  g= 
ohe  è  il  teorema  della  mediana  (g  32S3). 
2."   Se   la   trasversale  è    la    bisettrice   interna   si    ha  —  ^  -  o 

bm  =  cn  ossia  :  b^m  ^  ben  o  anche  bcm  =  c^n  quindi  ft^m  +  c*n  = 
=*  ben  +  bcm,  quindi  pel  taor,  pree.  &c  (m  -H  n)  =  a  {mn  +  q^)  ed 
essendo  m  -f-  »  =  ",  si  ha:  bc  =  mn  +  '  che  è  il  teorema  delle 
■  bisettrici  inteme  (§  449,  Cor.  2.°). 

3.°  Se  la  trasversale  é  la  bisettrice  es.   ma,  ai  ha  pure  ~  =  i 

bhn  ^  ben  e  bcm  =    'n 
E  essendo  HC  interso  a  BD  si  ha: 

bcm  —  ben  =  a  (mn  —  q  ) 
e  poiché  m  —  n=-^  a  si  deduce  bc^mn  —  5'  che  é   il  teorema 
delle  bisettrici  esterne  (§  450,  Cor.  3.°1. 

II. 

La  geometria  del  triangolo. 

537.  Dai  teoremi  precedenti,  i  quali  non  sono,  si  può  dire,  che 
un  esempio,  delle  eleganti  proprietà  che  possono  dedursi  riguardo 
al  triangolo,  principalmente  dai  teoremi  di  Menelao  e  di  Ceva  e  dai 
loro  invera,  si  pob«bbero  dedurre  anche  molti  facili  teoremi  ri- 
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guardanti  ì  polìgoni  piani,  e  più  sp«cialmente  i  quadrilateii  e  gli 
esagoni. 

Lasciando  da  parte  tale  studio,  che  lo  scolaro  ritroverà  più  tardi 
nella  Geometria  proiettiva,  vogliamo  dare  un  breve  cenno  di  quella 
parte  della  Geometria  elementare  ,  che  puù  chiamarsi  Geometria 
del  triangolo  e  gli  stranieri  chiamano  geometria  elemetitare  re- 
cente (1). 

Riporteremo  qui  alcuni  teoremi  che  ai  fondano  solamente  sulla 
Planimetria. 

Coniugate  isogonali. 

538.  Def.  —  Due  rette  AX,  AY  (fig.  310)  son  dette  coniugate 
isogonali ,  rispetto  a  un  angolo  ìt.\.C ,  quando  esse  formano  an- 
goli eguali  colla  bisettrice  di  quest'angolo 
(§  450). 

539.  Teor.  —  Se  daduepimti  qualun- 
que di  due  coniugale  isogonali  rispetto  ad 
Mj»  angolo,  si  costruiscono  le  perpendico- 
lari ai  lati  di  quest'angolo: 

1."  /  rettani/oli  dei  segmenti  perpendi- 
colari allo  stesso  lato  sono  equivalenti. 

2."  Oli  estremi  di  tali  segmenti  sui  lati 
dell'angolo ,    sono   su   uno   stesso  circolo 
\-*  (eortciclici). 

3."  La  retta  degli  estremi  dei   segmenti 

tisventi  da  un  punto  di  una  coniugala,  è 

perpendicolare  all'altra  coniugata. 

Sia  CAB  l'angolo  dato,  AX,  AY  due  coniugate  isogonali,  X  ed 

Y  i  punii  scelti  su  di  esse,  XM,  XP,  i  segmenti  perpendicolari  ai 

lati  e  uscenti  da  X   e  YN,  YQ  i  segmenti  pure   perpendicolari   ai 

lati  e  uscenti  da  Y  (fig.  310). 

1."  Dai  triangoli  simili  XAM,  YAQ  si   deduce: 

XM:  AX;  ;"YQ  :  AY 

e  dai  triangoli  sìmUi  PAX,  NAX  : 

XP  :  Àx:  :  YNt  aV; 

Pel  teorema  del  g  388,  si  deduce  dalle  proporzioni   precedenti  : 
XM;XP  :  :  YQ:  YN. 

(1)  Si  possono  consultare  le  opera:  J.  Casey,  Geometrìe  élémentaire 
recente;  traduit  de  1' aoBliis  par  Pr.  Falisae.  —  A.  I.  Q.  T.,  A.  8^1- 
labaa  of  moderne  piane  Qeotnetrjf.  —  A.  Emmerich,  Oer  Brocard'ache 
Winkil  dea  Dreiecks.  —  C.  Alasi»,  I.'i  recente  geometria  del  triangolo. 
Un  breve  e  chiaro  cenno  riassuntivo  del  compianto  prof.  A.  Lugli  si  trova 
nel  Perio  lieo  di  MaluiLUilica. 


XP.YN  ^  XM.YN. 

2."  Si  ha'  pure  per  gli  stessi  triangoli  simili 
_AM  .^  :  :  AQ  :^ 
AP:  AX  ;  :  AH  :  AY, 
e  perciò  è  ; 

AM:  AP  :  :  AQ:  AN. 

Se  dunque  ei  costruissero  i  triangoli  AQN,  AMP,  essi  sarebbero 
cimili,  avendo  un  angolo  eguale  compreso  fra  lati  proporzionali  ; 
e  perciò  sono  eguali  gli  angoli  ANQ ,  APM  ;  e  perciò  gli  angoli 
MPQ,  QNM  sono  supplementari.  Il  cireolo  che  passa  per  Q,  M,  N, 
passa  dunque  anche  per  P. 

3."  Il  quadrilatero  AMXP,  avendo  gli  angoli  opposti  supplemen- 
tari è  inscrittibile  in  un  circolo  :  son  dunque  eguali  gli  angoli  MAX, 
MPX;  ma  è  SAX  =  OaV,  è  dunque  f^  =  «Sa?.  E  siccome 
questi  angoli  hanno  una  coppia  di  lati  perpendicolari  (AQ  e  XP), . 
anche  l'altra  coppia  (MP  e  AY)  son  perpendicolari,  come  si  voleva 
dimostrare. 

Similmente  si  dimostra  che  à  QN  perpendicolare  ad  AX, 

E  vero  pure  il  teorema  inverso. 

Se  ti  rettangolo  delle  distaine  di  due  punti  dii  im  lato  di   ur 
angolo  é  equivalente  al  rettangolo  delle   di- 
stante degli  stessi  punti  dell'altro  lato  del-  . 
l'angolo,  le  rette  di  quei  punti  e  del  vertice 
sono    coniugate    isogonali    ì-ispetto    a    qw- 
si' angolo. 

540.  Teor.  —  Se  tre  rette  uscenti  dai 
oertici  d'  un  triangolo  hanno  un  punto  co- 
mune ,  le  loro  conittgate  isogonali  hanno 
pure  un  punto  comune. 

Dato  il  triangolo  ABC  (fig.  311)  o  le  retto  T'f-Jii 

concorrenti  AX,  BX ,  CX,  sieno  AY,  BY  le 

coniugate  isogonali  rispettivamente  di  AX,  BX.  Esse  s'incontrano 
in  un  punto  Y.  Dico  che  CY  é  la  coniugata  isogonale  di  CX  rispetto 
all'angolo  C. 

Si  ha,  pel  teorema  del  §  539,  che  i  rettangoli  delle  distanze  di 

X  e  di  Y  dai  lati  AC  e  BC  sono  ambedue  equivalenti  al  rettangolo 

delle  distanze  di  X  e  Y  dal  lato  AB.  Tali  rettangoli  son  dunque 

equivalenti ,  e  le  rette  CX  e  CY  sono  isogonali  rispetto  all'  an- 

,  gorlo  C. 

l  punti  X  e  Y  si  dicono  coniugati  isogonali  rispetto  al  trian- 
golo ABC. 

Cor.  —  1 
gaio,  il  p 
Itolo  fi  eguaio  al  prodotto  delle  dixtnnse  daWaltro  pttnto. 
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2."  n  punto  medio  deUa  distoma  dei  due pimti  coniugati  isogonali, 

è  emtidistante  dalle  proieiioni  dei  due  punii  sui  lati  del  triangolo. 
3."  Le  sei  proiezioni  di  due  punti  isogonali  suilaCi  di  un  trian- 
golo sono  dunque  ooncicliche. 

Coniugate  isotomiche. 

541.  Def.  —  Due  rette  wscenti  da  un  Yertice  d'un  triangolo,  si 
dicono  coniugate  isotomiche  (1),  rispetto  «1  lato 
-»  opposto  di  questo  triangolo,  quando  determi- 

nano coi  vertici  del  triangolo   su   questo   Iato, 
due  segmenti  eguali. 

Cosi  {fig,  312)  sono  coniugate  isotomiclie  le 

rette  AW,  AC,  perchè  i  segmenti  BB',  CC  sono 

^,  .      eguali. 

,^  542.   Teor.    —  Se  due  rette  lucenti  da  un 

iìJ-.J/!  vertice  d'un  tHangolo  son  coniugate  isotomiche 

rispetto  al  lato  opposto,  e  due  rette  uscenti  da 

un  altro  vertice  sono  pure  coniugate  isotomiche  rispetto  al   lato 

opposto,- le  rette  del  terxo  vertice  e  dei  punti  cimtuni  alU  prime 

sono  pure  coniugate  isotomiche  rispetto  al  terxo  lato. 

Chiamando  X  e  Y  i  punti  comuni  alle  coniugate  isntom, 
da  A  e  da  B,  dico  che  CX,  CY  son  coniugate 
isotomiche  rispetto  al  lato  AB  (fig.  313). 

Sieno  a.,  b,.  e,  rispettivamente  le  lunghezze 
dei  segmenti  BA',  CB',  AC  e  a»,  6„  e,  quelle 
dei  segmenti  A'C,  B'A,  CB,  determinati  sui 
lati  del  triangolo  dalle  rette  concorrenti  in  ^ 
X-  e  a'.,  b'„  C,,  a't,  b'i,  e',  le  lunghezze  di  S 
segmenti  bA'",  'cB",  AC,  A"C,  B"A  C'B 
determinatisuilatidalle  rette  conoorrentim  Y.  J'  -'-'^ 

Si  Tuol  dimostrare  che  è  e,  ^  c'j. 
Si  ha  pel  teorema  di  Ceva: 


«;  b\  ?, 
ibi 

i  fattori  eguali  nei  due  membri 


Moltiplicando  a  membro  a  membro  e  ricordando  che,  per  ipotesi, 
'      -^        «^    e  perciò  a",  =  a^,  ^j  =  &;,  ai  ha,  sopprimendo 


(1)  Da  wof  (eguale)  a  tó^io?  )taglio)  :  di  sgttal  t^lio. 
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e  poiehà  a  e,  +  e, , -r 

la  lunghezza  del  lato  AB,  ,,    

leva  dimostrare. 

I  punti  X  e  Y,  tali  ohe  la  coppie  di  rette  dei  vertici  e  di  que- 
sti punti  sono  rispettivamente  ifiotomiehe  rispetto  al  lato  opposto, 
"  j ■  ---    --^  rispetto  al  triangolo. 


Antìparallele  e  simediane. 

543.  Def.  —  Due  rette  si  dicono  antiparalleie  rispetto  a  due  altre 
rette  quando  l'angolo,  che  una  delle  prime 

ta  con  una  delle  seconde,  é  eguale  all'an- 
golo che  formano  le  altre  due. 

Cosi  te  rette  BC,  B'C  (fig.  314)  sono 
antìparallete  rispetto  alle  due  AB,  AC, 
percDd  sono  eguali  gli  angoli  ACB',  ABC. 
Soo  dì  conseguenza  eguali  gli  angoli 
AB-C,  ACB. 

544.  Teor.  —  Le  inter sei  ioni  di  due 
rette  antiparalleie  rispetto  ad  altre  due, 
con  queste  due,  san  punti  cortcìcUci. 

lì  quadrilatero  CBCB  é  inscrittibila , 
avendo  gli  angoli  opposti  supplementari. 
I  punti  C,  B,  C,  B'  80n  dunque  su  uno 
stesso  circolo. 

Teor.  —  Le  rette  antiparallele  ai  lati  d 

rallele  alle  tangenti  costruite  dai  vertici 
A  M      del  triangolo  al  circolo  circoscritto. 

Difatti,  è  Tangolo  MAC  (fig.  315)  eguale 
all'angolo  ABC,  e  poiché  è  Sb5  =  XC^ 
è  pure  MAC  ^  X^BS  ma  questi  sono 
angoli  alterni  interni  rispetto  alle  rette 
AM,  B'C,  sicché  queste  son  parallele. 

Ricordando  la  definizione  di  punti  or- 
tiei  al  §  142,  si   ha  facilmente  che: 

Le  rette  dH  punti  artici  d'un  triangolo 
sono  antiparallele  ai  lati. 

545.  Def.   —  Chiameremo  simediane  (1)  d'un  triangolo  te  co- 
niugate isogonali  delle  mediane. 

Poiché  la  mediane  d'  un  triangolo  hanno  un  punto  comune ,  si 
ha  subito  il 

Toor.  —  Lt  simediane  d'un  triangolo  hanno  un  punto  a 

546.  Dof.  —  n  punto  comune  delle  simediane  d'un  triango 
chiama  il  punto  simediano  o  punto  di  Lemoine  del  triangolo. 


ri  angolo  s 


Fi^.  3!.' 


(1)  Vale:  simmetriche  delle  madiane. 
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547.  Si  sa  che  la  mediana  d'un  lato  divide  jier  metà  tutti  ì  seg- 
menti paralleli  a  questo.  Si  ha  ora  il  seguente: 

Teor.  —  La  simedinna  d'un   lato  divide  par  tmld  tutti   i  seg- 
menti antiparalleli  a  questo  lato. 
A  Sia  AM  la  mediana  del  lato  BC,  AS 

la  simediana,  con  quella  coniugata  iso- 
gonale. Sia  RQ  un  segmento  antiparal- 
lelo a  BC  incontrato  da  AS  nel  punto 
D.  Dico  che  D  é  il  suo  punto  medio 
(flg.  316).  Si  prenda  AR'  =TAR  sulla 
retta  AC  e  AQ'  =  AQ  sulla  retta  AB.  II 
triangolo  AR'Q'  è  inversamente  eguale 
al  triangolo  ARQ,  e  R'O"  risulta  pa- 
rallelo a  BC,  sicché  E,  punto  d'in- 
contro di  AM  con  R'Q'  d  il  buo  punto  medio.  Se  noi  immaginiamo 
di  far  coincidere  i  due  triangoli  ARQ,  AR'Q',  coinciderà  Q  con 
Q',  R  con  R',  e  E  con  D,  per  l'eguaglianza 
degli  angoli  BAM,  CAS,  È  dunque  D  il  punto  a 
medio  di  RQ. 

Cor,  —  Le  simediane  di  un  triangolo  pas- 
sano pei  veHici  del  triangolo  fm-mato  dalle 
tangenti  al  circolo  circoscritto  nei  vertici 
del  triangolo  dato. 

548,  Teor.  —  Le  distante  del  punto  di 
Lemoine  dai  lati  del  triangolo  sono  propor- 
sionali  a  questi  lati. 

Sia  K  il  punto  di  Lemoine:  M  l'estremo 
di  una  mediana  su  un  lato  (fìg.  '^1^-  Si  co- 
struiscano le  perpendicolari  MD,  ME  agli  altri  due  lati  < 
KN  le  distanze  ai  K  da  questi  lati.  Si  ha  pel  teorema  del  §  5 

MD.KL  =  ME.KN 


MD:ME:  :KN:KL 
ma  ,  essendo  equivalenti  i  due   triangoli  ABM , 

AB,  ME  '^  AC  -MD 

da  cui  

MD:ME:  :  AB:  AC-^ 
Confrontando  le  due  proporzioni  ottenute 

KN  :  KL  :  :  ^  :  AC, 
549,  Cor.  —  1 ,"  Se  si  chiamano  a:,  y,  3  le  lunghi 
stame  del  punto  di  Lemoine  dai  lati 


sti  lati, 


,  ha: 


i  deduce  : 


delle  di- 
le  lunghezze  di  que— 
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Da  cui  SÌ  deduce  fanilmente  : 

a'        b>         e' 

^  +  fty  +  e.-_  SA  _ax 

„»  4-  fil  +  e»         «t  4-  ft!  +  e'         n«  " 

essendo  A  l'area  del  triangolo. -  E  perciò  ei  ha: 


2.°  iiVa  ie  somme  rfei  quadrati  delle  distarne  di 
lati,   quella  relativa  al  punto  di  Leinoine  dai  lati  è 
Si  ha  l'identità  algebrica  : 


:^+y'  +  ^^  = 


a'  +  b^  +  c^ 


Nel  secondo  membro  (Lc  +  fty-J-cj  rappresenta  nel  nostro  caso, 
il  doppio  dell'area  del  triangolo  che  è  costante;  anche  il  denomi- 
natore é  costante;  l'espressione  dunque  assume  il  minimo  valore 
quando  è  : 

ay  :^  Èa:  ;  63  =  cj/;  cx=^=ai, 
ossia  quando  é  : 


cioè  proprio  quando  il  punto  di  cui  le  diatanie  dai  lati  son  ic,  y,  a 
è   il  punto  di  Lemoioe. 

^0.  Da  queste  prime  elementari  proprietà  da  noi  riportate ,  si 
deducono  eleganti  teoremi  dovuti  specialmente  a  Lemoioe,  a  Bro- 
card,  a  Tucker,  a  Neuberf,  a  Cesaro. 

Ne  citeremo  soltanto  alcuni,  rimandando  lo  studioso,  che  ne  vo- 
lesse maggiore  coguizione,  alle  foatì  piii  sopra  citate. 

Se  dal  punto  di  Lemoine  d'  un  triangolo  si  costruiscon  le  pa- 
rallele  ai  lati,  i  sei  punti  d'interseiione  di  queste  tre  rette  coi 
lati  son  sopra  uno  stesso  circolo.  Questo  circolo  si  chiama  il  cir- 
colo di  Lemoine. 

Se  dal  punto  di  Ijemoine  d'un  triangolo  si  costruiscon  le  anti- 
parallele ai  lati,  i  set  punti  d'intersexione  di  queste  rette  coi  tati 
son  sopra  uno  stesso  circolo.  Questo  circolo  sì  chiama  il  secondo 
circolo  di  Lemoine, 

Se  si  proietta  ciascun  punto  artico  di  un  lato  d'un  triangolo  sugli 
nitri  due  lati,  le  sei  proiezioni  che  così  si  ottengono  son  sopra 
ikn  medesimo  circolo.   Questo  circolo  si  chiama  il  circolo  di  Taylor. 

Se  dal  punto  K  (di  Lemoine)  di  un  triangolo  ABC  e  sulle  di- 
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»tanse  di  quésto  pttnto  dai  vertici  si  prendoMo  «  punti  A',  B',  C, 
in  modo  <Àe  sia  : 

KA'riCA-Kff  :KB::KC':  ice 
e  si  costruiscono  le  rette  A'B',  B'C,  A'C,  queste  incontrano  i  lati 
del  triangolo  in  sei  pwnti,  i  quali  san  sopru  un  medesimo  circolo. 
Questo  cìrcolo  ai  chiama  circolo  di  Tucker. 

I  puinti  orlici  d'un  triangolo,  i  punti  medi  dei  lati,  e  i  puntt 
medi  delle  distame  dei  vertici  dal  centro  artico  son  sopra  uno  stesso 
circolo.  Questo  circolo  ai  chi&ma  il  cìtvoIo  dei  none  punti  o  di 
Feuerbach  (1800-1834). 
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1.  Si  risponda  alle  seguenti  domande:  —  Che  specie  di  linea  si 

costruisce  quando  si  accenna  a  un  oggetto  lontano  ?  -^  Cor 
nosoeste  qualche  linea  che  soddisfi  a  due  sole. delle,  condi- 
zioni richieste  dal  postulato  della  retta?  —  A.  quali  delle 
condizioni  richieste  dal  postulalo  della  retta  non  soddisfa  il 
circolo? 

2.  Si  risponda  alle  seguenti  domande:  —  La  superlicie. .delle  ac- 

que stagnanti  ò  veramente  piana  ?  -^  Perché  uno  sgabello 
a  tre  piedi,  aocbe  se  diseguali,  sta  sempre  saldo  poggiato  sul 
terreno  *  E  se  lo  sgabello  è  a  quattro  piedi  '  —  Conoscete  qual- 
che superficie  che  soddisfi  solo  a  qualcuna  delle  eondinonì  ri- 
chieste nel  postulato  del  piano  ^  '     .  : 

3.  Dati  due  segmenti  (o  duo  angoli  o  due  stri-feie        )  costruire 

la  loro  somma,  oppure  la  loro  differenza,  o  il  doppio  della 
somtna,  0  il  triplo  della  differenza 

4.  Tre  angoli  consecutivi  sono  uguali    Se  una  semiretta  è  biset- 

trtoe  dell'angolo  medio,  essa  ò  bi'^ettrice  anche  dell  a^ngólo 

'5.  Da  un  puato  escono  due  semiiette  Se  le  ne  prolunga  una 
e  sulle  tre  semirette  che  tosi  si  hanno,  «i  prendono  tre  seg- 
menti uguali  con  l'origine  comune  dimoiti  are  che  le  rette 
che  passano  per  gli  estremi  di  questi  segmenti  sono  per- 
pendicolari -*  - 

ti.  Data  una  ietta  e  due  punti  da  una  stessa,  banda  di  essa, 
costruire  per  questi  due  punti,  due  rette,  che  incontfandosi 
su  quella  data,  formano  due  angoli  uguali 

7.  Costruire  due  angoli,  essendo  date  la  loro  somtna  e  la  loro 
differenza  {La  somma  de'la  somma  e  de  Ila  diffei  ensa  dei  due 
angoh  è  doppia  dUV angolo  maggiore    .     dunque      .).  ■ 

ri.  Da  un  punto  in  un  piano  escono  13  rag^.  Il  prittief  angolo  è 
triplo  di  ciascuno  dei  tre  consecutivi,  ciascuno  di  questi-  ■è 
la  metà  di  ognuno  dei  rimanenti.  Calcolare  eiascuno  ai  questi 
angoli  in  frazione  di  angolo  piatto  {■Tutto  l'I  giro  è  formato 
dì  SO  degli  angoli  minori,  ciascuno  dei  guali  é  '\^^  di.  piatto: 
quiftdi  il  ì"  angolo  sani . , ,). 

Nahnbi.  —  Etn'iieiUi  iji  Gnomitrii.  ^U 
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9.  Dimostrare  che  se  sopra  pit  rette  parallele,  segate  da  una 
trasvereale,  si  costruiscono  con  l' origine  nei  punti  d'  in- 
contro e  da  una  stessa  banda,  segmenti  uguali,  per  gli 
estremi  dì  tutti  questi  segmenti  passa  una  sola  retta  e  questa 
retta  ó  parallela  alla  trasversale. 

10.  Due  rette  si  tagliano  in  un  punto.  Se  dal  punto  d'incontro  si 

staccano  sui  quattro  raggi,  quattro  segmenti  uguali,  dimo- 
strare :  che  i  qui)ttro  segmenti  che  uniscono  gli  estremi  dei 
segmenti  sono  a  due  a  due  uguali,  paralleli  o  perpendieolai'i. 

11.  Se  per  gli  estremi  e  pel  punlo  medio  di  un  segmento  si  co- 

struiscono tre  perpendicolari  al  segmento,  ogni  punto  della 
perpendicolare  intermedia  è  equidistante  dalle  altre  due. 

12.  Oli  estremi  di  un  segmento,  sono  equidistanti  da  ogni  per- 

pendicolue  alla  mediatrice  del  segmento. 

13.  Se  due  rette  incontrano  ciascuna  i  lati  di  un  angolo  in  punti 

equidirtanti  dal  vertice,  le  due  rette  non  possono  incon- 

14.  Se  due  angdi  hanno  una  coppia  di  lati  paralleli  e  una  dì  lati 

perpendicolari  o  sono  complementari  o  differiscono  di  un 
angolo  retto. 

15.  Per  un  punto  dato  A  costituire  una  retta  tale  che  il  suo  seg- 

mento compreso  fra  i  lati  di  una  strìscia  sìa  uguale  ad  un 
segmento  dato  (St  eo&truisca.  prima  il  segmento  neUa  stri- 
scia e  poi  la  parallela  .  .  .). 

16.  Date  due  strisele  qualunque  coi  lati  non  paralleli  ed  un  punlo 

A,  costruire  per  questo  punto  una  retta  in  modo  che  1  seg- 
menti di  essa,  compresi  fra  le  strisele  date,  siano  uguali 
(Le  strisce  s'incontrano  e  c'è  un  segmento  compreso  in  am- 
bedue. La  parallela  da  A  .  .  .) 

17.  Trovare  un  punto  equidistante  da  due  rette  concorrenti  e  che 

abbia  una  distanza  data  da  un  punto  dato. 

18.  È  impossibile  costruire  due  triangoli  che  abbiano  la  stessa 

base,  si  trovino  da  una  stessa  banda  rispetto  alla  retta  dì 
questa,  ed  abbiano  uguali  i  lati  che  hanno  un  vertice  co- 
mune {Si  dimostra  all'assurdo). 

Ì9.  In  un  triangolo  qualunque,  l'angolo  formalo  dalle  bisettrici 
di  due  angoli  é  uguale  alla  somma  di  un  retto  e  della  metà 
del  terzo  angolo  (Costruendo  la  bisettrice  del  terto  angolo 
e  applicando  il  teorema  dell'angolo  esterno  ,  .  .). 

20.  11  doppio  dell'angolo  esterno  alla  base  d'un  triangolo  isoscele 
supera  di  due  retti  l'angolo  al  vertice. 

SI.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  la  stessa  base,  questa  é  dimez- 
zata dalla  retta  dei  vertici  opposti. 

SS.  Se  due  triang:oli  isosceli  hanno  perìmetri  uguali  e  le  altezze 
corrispondenti  alle  basi,  rispettivamente  uguali,  sono  uguali. 
{Si  facciano  coincidere  le  altezze  dei  due  triangoli  e  si  di- 
mostri all'assurdo  che  anche  i  due  triangoli  devono  coÌn~ 
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23.  La  somiiUL  delle  dietanze  di  un  punto  delU*  base  d' un  tiian- 
gola  isoscele  dai  due  lati  eguaU  è  coatanle.  Quale  modifica- 
zione deve  farai  nell'enuDoiato,  affinahè  sia  vero  il  teorema, 
quando  il  punto  scelto  è  su  un  prolungamento  della  base? 
{Si  dimostri  che,  quando  il  punto  è  interno  alla  base,  la 
somma  delle  sue  disianze  dai  tati  egu(di  è  tettale  a  una 
delle  alleale  corrispondenti  a  questi  lati). 

'ìi.  La  somma  delle  distanze  di  un  punto  interno  d'un  triangolo 
equilatero  dai  tre  lati  é  costante.  E  se  il  punto  è  esterno? 

25.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  iaoscele,  conoaoendo  la  somma 

dell'ipotenusa  e  del  cateto. 

26.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  punti  medi  dei  lati. 

27.  Costruire  un  triangolo,  dato  :  un  lato,  un  angolo  adiacente  e 

la  mediana  corrispondente. 

28.  Costruire  un  triangolo,  dato  :  un  lato,  un  angolo  adiacente  e 

l'altezza  corrispondente  a  quel  Iato. 
SO.  In  tutti  i  triangoli,  l'angolo  formato  dall'alteitza  e  dalla  bi- 
settrice, che  hanno  origine  da  uno  stesso  vertice,  é  la  semi- 
differenza degli  altri  due  angoli  rimanenti. 

30.  Se  due  lati  d'un  triangolo  sono  disuguali,  la  mediana  con  essi 

concorrente,  forma  col  lato  maggiore  angolo  minore  ;  invece 
l'altezza  con  essi  concorrente  forma  col  lato  maggiore  angolo 
maggiore  (si  prolunghi  la  mediana  d' un  segmento  uguale 
ad  essa 

31.  Due  triangoli  isosceli  che  hanno  eguale  l'angolo  al  vertice  e 

la  mediana  corrispondente,  sono  eguali. 

32.  Se  dì  un  triangolo  rettangolo  isoscele,  si  divide  l'ipotenusa  in 

tre  parti  uguali,  le  rette  del  vertice  opposto  a  dei  punti  di 
divisione,  non  dividono  l'angolo  retto  in  tre  porti  uguali. 

33.  Determinare  il  luogo  geometrico  dei  punti,  tali  che  la  diffe- 

renza fra  le  distanze  da  due  rette  date  sia  un  segmento  dato. 

34.  Costruire  la  bisettrice  di  un  angolo  che  abbia  il  vertice  inac- 

cessibile. 

35.  Se  dal  punto  medio  di  un  lato  d'un  triangolo  equilatero  si 

costruisce  la  perpendicolare  ad  uno  degli  altri  lati,  essa  divi- 
derà questo  lato  in  due  parti:  una  tiipla  dell'altra  (Si  co- 
struisca l'altexia  parallela  .  .  .). 

36.  Dato  un  angolo  di  un  triangolo,  la  differensia  o  la  somma 

dei  Iati  che  lo  comprendono,  e  il  Iato  opposto,  costruire  il 
triangolo. 

37.  Se  un  cateto  d'  un  triangolo   rettangolo  è  metà  dell'  ipote- 

nusa, l'angolo  opposto  a  quello  è  terza  parte  di  un  retto, 

38.  La  bisettrice  uscente  da  un  vertice  di  un   triangolo  qualun- 

que à  compresa  fra  la  mediana  e  l'altezza  uscenti  dallo  stesso 
vertice,  e  se  l'angolo  ò  retto,  essa  è  pure  bisettrice  dell'an.- 
golo  che  formano  la  mediana  e  l'altezza  (V.  ea.  30). 

39.  In  un  triangolo  rettangolo  l' angolo  della  mediana  e  dell'  al- 

tezza uscenti  dal  vertice  dell'  angolo  retto ,  &  la  differenza 
degli  angoli  acuti  del  triangolo  (V.  es.  29). 
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40.  Ckiatruire  un  triangolo  equilatero  che  abbia  i  vertici  su  tre 

rette  parallele  date  (Sia  ABC  il  triangolo  richiesto,  e  AB'C 
un  altro  triangolo  equilatero  di  cui  un  lato  AB'  sta  la 
distansa  delle  parallele  esterne.  Il  triang.  ACC"  è  eguale 
a  AB'B  e  perciò  è  rettangolo.  .  .} 

41.  Dimostrare  che  la  somma  delle  diagonali  di  un  quadrangolo 

convesso  é  minore  del  pei'imetro  e  maggiore  del  semipe- 
rimetro. 

42.  Coalruire  un  quadrangolo  dati  tre  angoli  e  i  due  lati  ohe 

devono  comprendere  il  quarto  (Questo  si  può  conoscere,  co- 
noscendo gli  altri  tre}. 

43.  In  un  parallelogrammo  i  punti  d'incontro  delle  bisettrici  dei 

suoi  angoli  interni,  sono  vertici  un  rettangolo. 

44.  Se  da  un  punto  della  base  di  un  trìangolo  isoscele,  si  costrui- 

scono le  perpendicolari  agli  altri  due  lati ,  il  quadrilatero 
risultante  ha  perimetro  costante  qualunque  sia  il  punto  sulla 
base  del  triangolo  (Eserc.  23). 

45.  E  dato  un  triangolo  equilatero  ed  un  rombo,  tale  che  un  suo 

vertice  coincide  con  uno  del  triangolo,  i  due  suoi  lati  che  non 
contengono  quel  vertice,  passano  per  gli  altri  due  vertici  del 
triangolo  e  ogni  lato  è  uguale  d  lato  del  triangolo  dato. 
Dimostrare  ohe  l'angolo  del  rombo  che  ha  il  vertice  comune 
con  quello  del  triangolo  è  '"jg  di  un  angolo  retto, 

46.  Da  un  triangolo  isoacele  staccare  un  trapezio,'  che  abbia  una 

base  comune  col  triangolo  e  gli  altri  tre  lati  uguali. 

47.  11  vertice  di  un  triangolo  isoscele  è  unito  con  i  vertici  op- 

posti del  quadrato  costruito  sulla  base.  Dimostrare  che  le 
intersezioni  dei  segmenti  costruiti  con  le  diagonali  del  qua- 
drato, trovansi  su  una  retta  parallela  alla  base  del  triangolo. 

48.  Se  per  i  vertici  di    un   parallelogrammo  e  dal   centro   si    co- 

struiscono dei  segmenti  paralleli  terminati  su  una  retta  qua- 
lunque del  piano ,  dimostrare  che  la  somma  dei  segmenti 
uscenti  dai  vortici  ò  quadrupla  del  segmento  uscente  del 
centro. 

49.  Dimostrare  che  il  quadrilatero  avente  per  vertici  i  punti  medi 

dei  lati  di  un  rettangolo,  è  un  rombo,  e  che  il  quadrilatero 
aventi  per  vertici  i  punti  medi  dei  lati  di  un  rombo,  è  un 
rettangolo. 

50.  Se  la  base  minore  di  un  trapezio   è  uguale  alla  somma  dei 

lati  non  paralleli  le  bisettrici  interne  degli  angoli  adiacenti 
alla  base  maggiore,  concorrono  in  un  punto  della  base  mi- 
nore (Essendo  ABCD  i*;  trapezio  é  CD  =  AD  +  BC,  co- 
struendo la  bisetiriix  A\i ,  si  hi.  subito  die  AD  =  DEi 
perciò  EC  '=  BC  e  BE  é  bisettrice  .  . .) 

51.  In  un  quadrilatero  qualunque  ie  distanze  dei  punti  medi  dei 

lati  opposti  e  la  distanza  dei  punti  medi  delle  diagonali , 
hanno  un  punto  comune  che  è  il  punto  medio  di  e' 
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5^.  Dimostrare  che  la  distanza  dei  punti  medi  delle  diagonali 
di  un  trapezio,  è  parallela  alle  basi  ed  uguale  alla  loro  se- 
mìdifferenza. 

53.  Se  ABCD  e  EFGH  sono  due  quadrati,  tali  che  i  vertici  del 

secondo  sieno  i  punti  medi  dei  lati  del  primo  eie  Lsono 
i  punti  d'intersezione  dei  segmenti  BH  e  BG,  col  lato  EF 
del  secondo  quadrato,  dimostrare  che  i  punti  1  e  L  dividano 
in  tre  parti   uguali   EF. 

54.  Costruire  un  rettangolo  data  la  diagonale  e  il  perimetro. 

55.  Costruire   un  quadrato  data  la  somma  della  diagonale  e  del 

lato. 

56.  Determinare  il  luogo  geometrico  dei  punti  medi  delle  parti 

esterne  delle  secanti  condotte  da  un  punto  a  un  circolo. 

57.  Determinare  il  luogo  geometrico  degli  estremi  dei  segmenti 

uscenti  da  una  circoaferenna  data,  uguali  e  paralleli  ad  un 
segmento  dato. 

58.  Costruire    iu   un    circolo   una    corda   in    modo    che    la   diffe- 

renza fra  i  due  archi  che  essa  sottende  sia  uguale  ad   un 

59.  Dato  un  circolo,  costruire  una  corda  che   sia   perpendicolare 

ad  un  dato  diametro  ed  uguale  ad  un  segmento  dato. 

60.  Dato  un  circolo  ed  una  sua  corda,  costruire  una  nuova  corda 

ohe  sia  uguale  ad  un  segmento  dato  e  che  sia  dimezzata 
dalla  prima. 

tìl.  Costruire  tre  circoli  uguali  e  tangenti  fra  loro  e  un  altro  che 
sia  tangente  a  tutti  e  tre. 

02.  Dato  un  circolo  e  due  punti,  costruire  un  altro  circolo  che 
passi  per  questi  punti  ed  intersechi  il  primo,  in  modo  che 
la  corda  comune  sia  parallela  ad  una  retta  data  (Il  centro 
del  circolo  richiesto  è  sulla  mediatrice  .  .  .  ed  è  anche  suUa 
perpendicolare  condotta  dal  centro  del  -circolo  dato  allii 
retta  data.  .  .). 

63.  Costruire  un  circolo  di  dato  raggio,  in  modo  che  sia  tan- 
gente ad  una  retta  data  e  abbia  il  centro  su  un'altra 
retta  data. 

tì4.  Costruire  un  circolo  di  dato  raggio,  che  sia  tangente  a  due 
circoli  dati  {Le  distarne  del  centro  del  circolo  richiesto  di 
ciascuno  dei  centri  dei  circoli  dati  .  ,  .). 

65.  Per  un  punto  dato  costruire  una  secante  ad  un  circolo  in 
modo  che  1'  angolo  al  centro  corrispondente  al  minor  arco 
detcrminata  dalla  secante  sta  nguale  ad  un  angolo  dato. 

06.  Costruire  una  tangente  ad  un  circolo,  in  modo  che  formi  con 
una  retta  data,  un  angolo  dato. 

67.  Costruire    una  retta  che  sia  equidistante  da  due  punti  dati 

e  che  abbia  una  data  distanza  da  un  tei-zo  punto  dato. 

68.  li  diametro  del  circolo   inscritto  in    un   triangolo  rettangolo 

é  uguale  alla  differenza  fra  la  somma  dei   cateti  e  l' ipo- 
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69.  La  somma  dei  diametri  dei    circoli    iascritti  e  ciroasoritti  ad 

uà  triangolo  rettangolo  è   uguale  alla  somma  del   cateti. 

70,  Dimostrare  che   il   perimetro    d'un   triangolo   rettangolo  è 

uguale   al  diametro  del  circolo  ex  inscritto   tangente    alla 
ipotenusa. 
TI.  Costruire  ud  triangolo  equilatero,  in  modo  che  abbia  un  ver- 
tice in  un  vertice  di  un  quadrato  dato,  e  gli  altri  due  ver- 
tice sui  lati  del  quadrato  stesso. 

72.  Costruire  un  triangolo  isoscele  date  le  altezze. 

73.  Se  ai  considerano  due  circoli  di  centro  0  e  0',  tangenti  ester- 

namente e  il  circolo  di  diametro  00';  dimostrare,  che  questi 
tre  circoli  hanno  comuni  le  tangenti  esterne. 

74.  Costruire  un  triangolo ,  data  la  posizione  di  un  tato  noto  e 

dell'ortocentro. 

75.  La  saetta  di  un  arco  è  minore  della  metà  della  saetta  dell'arco 

doppio. 
70.  1  tre  punti  simmetrici  (ì)  di  un  dato  punto  di  una  circonfe- 
'renza  rispetto  a  tre  rette  passanti  per  il  centro,  sono  ver- 
tici di  un  triangolo  che  rimane  sempre  uguale ,  qualunque 
sia  la  posizione  del  punto  (Gli  archi  sottesi  dai  lati  del 
nuovo  triangolo  sono  rispettivamente  eguali  agli  archi  sot- 
tesi dai  lati  del  pntno). 

77.  Due  circoli  disuguali,  tangenti  esternamente,  hanno  per  taD~ 

genti  esteme  comuni  AB  e  CD.  Dimostrare  che  il  quadrilatero 
ABCD  è  circoscrittibile  ad  un  circolo  {Costruiscasi  la  tan- 
gente interna  comune). 

78.  Fra  tutti  i  segmenti  aventi  gli  estremi  sopra  due  circoli  che 

si  tagliano,  e  passanti  per  uno  dei  punti  comuni  di  questi, 
il  massimo  è  quello  parallelo  alla  retta  dei  centri  (La  sua 
metà  è  uguale  alla  disfama  dei  centri:  la  metà  d'ogni  al- 

79.  Dati  due  circoli  eguali  secanti ,  inscrivere  un  quadrato  nella 

figura  (lente  circolare)  formata  dall'arco  di  ciascun  circolo  in- 
terno all'altro. 

80.  Se  1  ó  il  centro  del  circolo  inscritto  e  I'  il  centro  del  circolo 

ex-inscritto  tangente  alla  base  di  un  triangolo  isoscele  ABC, 
dimostrare  che  il  circolo  di  diametro  li',  e  tangente  ai  lati 
uguali  e  precisamente  negli  estremi  della  base  del  triangolo. 
Se  è  BC  la  base  si  ha  Tl'B  =  TBC  avendo  i  lati  perp.,  ma 
è  ÀBT=  IBC quindi. ..). 

81.  Nel  triangolo  ABC  si  costruiscono  le  bisettrici  degli  angoli 

B  e  C  che  s'incontrano  in  I.  Dal  vertice  A  preso  come  cen- 
tro, con  raggio  arbitrario,  si  descrive  un  arco  di  cu-colo,  che 

(1)  Un  punto  si  dice  iintmslrico  dì  n 
i|uando  i  due  punti  sono  gli  estremi  di  i 
sia  la  mediatrice. 
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Incontra  rispettivamente  ì  tati  AB  e  AC  nei  punti  D  e  E.  Se 
0  d  un  punto  dell'arco  DE  dimostrare  che  la  somma  BIC  + 
+  ^0^  i  uguale  a  tre  angoli  retti. 

82.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  conoscendo  il  perimetro  e 

l'altezza  corrispondente  ali 'ipotenusa. 

83.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  conoscendo  la  mediana  e  Iti 

altezza  relativa  all'ipotenusa. 

Hi.  inscfivere  in  un  circolo  un  triangolo  rettangolo  i  cui  cateti 
passino  per  due  punti  dati. 

85.  Data  U  poaiziooe  di  due  palle  sul  bigliardo,  costruire  la  via 
che  una  di  esse  deve  percorrere,  per  incontrare  l'altra,  sup- 
ponendo che  debba  battere  su  tre  sponde,  e  ricordando  che 
l'angolo  d'incidenza  è  eguale  all'angolo  di  riflessione. 

So.  Le  corde  eguali  di  un  circolo ,  se  si  tagliano,  si  tagliano  in 
parti  rispettivamente  uguali. 

87.  La  corda  ohe  ha  per  estremi  i  punti  medi  di  due  degli  archi, 
nei  quali  un  circolo  resta  diviso  dai  Tertìci  di  un  triangolo 
equilatero  ìnaeritto,  è  divisa  in  tre  parti  uguali  dai  lati  del 
triangolo  dato. 

.SS.  Due  circoli  si  tagliano  ortogonalmente.  Le  rette  che  congiun' 
gono  un  punto  dell'  uno  ai  loro  punti  comuni ,  incontrano 
l'altro  circolo  agli  estremi  di  un  diametro  (Se  AB  è  la  corda 
comitne;  PA,  PS  (e  rette  che  incontrarw  ti  circolo  di  centro 
0,  nei  punti  M,  N,  si  costruisca  il  circolo  AOBO'  . .  .). 

rtl).  Costruire  un  circolo,  che  abbia  per  centro  un  punto  dato,  in 
modo  ohe  le  tangenti  ad  esso  costruite  da  due  punti  dati, 
formino  un  angolo  dato. 

90.  Determinare  il  luogo  dei  eentri  dei  circoli  di  raggio  dato,  che 

toccano  un  circolo  dato. 

91.  Determinare  il  luogo  dei  centri  dei  circoli  dì  raggio  dato,  che 

formano  un  dato  angolo  con  un  dato  circolo. 
9i.  Determinare  il  luogo  geometrico  degli  ortocentri  dei  triangoli 
con  una  base  oomune,  inscritti  nello  stesso  circolo. 

93.  Dati  tre  punti  di  un  circolo ,  costruire  la  tangente  in  uno  di 

essi  senza  servirsi  del  centro  del  circolo. 

94.  Da  uno  dei  punti  comuni  a  due  circoli  che  s'intersecano,  co- 

struire una  retta ,  tale  che ,  la  parte  di  essa  compresa  fra 
le  due  circonferenze  sia  uguale  ad  un  segmento  dato  (Si  co- 
struisca il  circolo  passante  pei  centri  dei  dite  circoli ,  pai 
con  raggio  egualt  alla  metà  del  segmento  dato . .  .). 
93.  Se  due  secanti  si  tagliano  nel  punto  di  contatto  di  due  cir- 
coli tangenti,  le  corde  che  congiungono  gli  estremi  di  que- 
atc  secanti  sono  pai'allele. 

96.  Le  bisettrici  degli  angoli  formati  dalle  rette  dei    lati  opposti 

di  un  quadi'iiatero  inscritto,  sono  perpendicolari, 

97.  La  bisettrice  dell'angolo  A  del  triangolo  ABC  inscritto  in  un 

circolo  ,  incontra  questo  in    un  punto  M.  Si  costruisca  MN 
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perpendicolare  su  uno  dei  lati  uscenti  da,!  vertice  A.  Le  di- 
stanze del  punto  N  dagli  estremi  di  quest'ultimo  lato,  sono 
uguali ,  una  alla  seraiaommi,  l'altra  alla  semidifferenTa  dei 
lati  che  comprendono  l'angolo  A  [Sul  lato  maggiore  AB  su 
cui  sia  N,  si  prenda  AH  =  AC.   Il  trianqolo   BMH  è  iso- 

98  Le  altezze  di  un  tiiangolo  sono  bisettcìci  degli  angoli  del  trian 

golo  che  ha  per  vertici  i  punti  ortici 

99  (jostmire  un  triangolo  dati  i  buoi  punti  ertici 

100  1  punti  medi  delle  basi  d  un  trapezio  inscritti]  in  un  circolo 

il  centio  del  circolo  il  punto  comune  alle  liagonali  e  il 
punto  comune  delle  rette  dei  lati  non  paialleli  son  sopra  una 
medesima   etta 

101  Un  tnangolo  ABC  lettangolo  in   \  é  inscritto  m  un  circolo  di 

centro  0    &i    costruiscano    i   oiicoli   circoscritti  ai    triangoli 
ABO  e  AGO    Dimottrare     l  "  Che  le  tangenti  a  questi  due 
'  circoli  nel  punto  A  sono  perpendicolari  fra  loro    2  "  Che  la 

tangente  nel  punto  A  al  circolo  di  centi  o  0  é  parallela  alla 
ietta  dei  CLutri  0  0  d"  Che  il  quadrilatero  AOO  0  è  in- 
scrittibile 

102  Costruire  un   quadrilatero  inscrittibile     sapendo  che  due  lati 

consecut  \i  sono  eguali  a  un  segmento  dato  e  gli  altri  due 
eguali  a  altri  due  segmonii  puie  dati 

103  Dimostrare  ebe    le  bisettrici   iegli  angoli  esterni  di    un   qua- 

drangolo qualunque    foimano  un   quadrangolo    insci ittibile 

104  Se  da  un  punto  M  qualunque  di  una  circonferenza  si  costruì 

'  Ncono  le  perpendicolari  ai   lati  di  un  tnangolo  in  essa  m- 

soritto  1  punti  d  incunlio  di  dette  peiptndicolari  sui  lati 
tjovansi  su  una  medesima  ietta  {retta  di  Simson)  Nel  caso 
che  ìt  triangola  sia  equilatero,  la  retta  di  Simson  divide  per 
metà  il  raggio  che  va  al  punto  M. 

IOj.  Se  un  poligono,  che  ha  un  numera  pari  di  lati  é  circoscritto 
a  un  circolo^  la  somma  dei  lati  di  posto  dispari  è  uguale  alla 
somma  dei  rimanenti.  Se  invece  il  poligono  è  inscritto  ,  al- 
lora la  somma  degli  angoli  di  posto  dispari  è  uguale  alla 
somma  degli  angoli  di  posto  pari. 

lOii/  Se  i  lati  di  un  pentagono  ai  prolungano  da  tutte  e  due  lo 
parti  fino  ad  incontrarsi,  dimostrare  che  la  somma  degli  an- 
goli nei  punti  d'interseiione,  è  ugnale  a  2  angoli  retti  ed  in 
'  generale,  dato  un  poligono  di  n  -l- 4  lali,  la  somma  degli 
angoli'cosl  formati  è  uguale  a  S»  angoli  retti. 


107.  Se  per  i  vertici  di   un  quadrangolo  si  costruiscono  le   paral- 

lele alle  diagonali,  .si  ottiene  un  parallelogramma  doppio  del 
quadrangolo. 

108.  Costruire  un  parallelogramma,  equivalente  a  un  triangolo,  in 

modo  che  abbia  un  lato  e  un  angolo  dati. 
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109.  Le  quattro  parti  in  cui  un  triangolo  é  diviso  da  due  mediane 

sono  a  due  a  due  equivalenti  ;  e  due  sono  doppie  delle  al- 
tre due.  Le  sei  parti,  in  cui  il  friangolo  è  diviso  dalle  tre 
mediane  sono  equivalenti." 

110.  Se  P  è  un  punto  preso  nel  piano  di  un  parallelogrammo  ABCU, 

dimostrare  che  il  triang-oio  PBD  è  equivalente  alla  somma 
dei  triangoli  PAB  e  PBC. 

111.  Qualunque   segmento  che  abbia   gli  estremi  sulle  basi  di   un 

trapezio  e  passi  pel  punto  medio  delia  mediana ,  divide  il 
trapezio  in  due  parti  equivalenti  (Trasformando  i  due  tra- 
peti in  triangoli,  ecc.). 

112.  Costruire  un  rettangolo  di  cui  un  lato  sia  doppio  dell'altro,  e 

che  aia  equivalente  a  un  rettangolo  dato  (La  metà  del  ret- 
tangolo si  trasformi  in  quadrato). 
l!3.  Se  un  segmento  é  diviso  in  due  parli  uguali  e  due  disuguali, 
la  somma  dei  quadrati  delle  parti  disuguali  è  equivalente  a 
3  volte  il  rettangolo  di  queste  parti  insieme  a  quattro  volte 
il  quadrato  del  segmento  che  è  tra  i  punti  di  divisione. 

1 14.  Determinare  su  un  segmento  dato,  due  punti  equidistanti  da- 

gli estremi,  in  modo  che  il  quadrato  della  parte  intermedia, 
sia  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  delle  estreme  ;  e  di- 
mostrare che  in  tal  caso  il  quadrato  dell'intero  segmento  d 
equivalente  alla  somma  dei  quadrati  delle  partì  estreme,  piit 
il  doppio  rettangolo  del  segmento  dato  e  della  parte  media 
[Il  segmento  medio  è  la  differenza  fra  la  diagonale  del  qua- 
drato costruito  sul  segtneiito  dato  e  il  segmento  stesso). 

1 15.  A,  B,  C,  D,  sono  quattro  punti  appartenenti  ad  una  medesima 

retta.  Se  M  è  un  punto  di  questa ,  equidistante  dai  punti 
medt  dei  segmenti  AB  e  CD  e  N  un  punto  del  segmento 
AD,  dimostrare  che  : 


AN    +_BN^  H^N     -l^ND^  =  AM   + 
+  BM-  +  CM^  J-  DM-  +  4  MN^ 

1 16.  Dati  due  raggi  di  un  circolo  perpendicolari,  se  per  un  punto 

preso  su  uno  di  essi  si  costruisce  la  pai'allela  all'altro  rag- 
gio fino  a  incontrare  il  circolo,  il  quadrato  di  questo  segmento 
parallelo,  piit  il  quadrato  del  segmento  compreso  fra  il  punto 
dato  e  i!  punto  d'incontro  della  bisettrice  dell'  angolo  retto 
con  la  parallela ,  à  equivalente  al  quadrato  del   rag'gio. 

1 17.  Se   si  costruiscono  sui   lati  d' un   triangolo  ABC   i   quadrati 

esterni,  ABDE,  ACFG ,  BCHK,  dimostrare  che  le  mediane 
del  triangolo  dato,  uscenti  rispettivamente  dai  vertici  A,  B 


naii  dei  quadrati  dei  s 
.  Se  dal  punto  medio  di  un  cateto  di  un  triangolo  rettangolo. 


i  perpendicolare  sull'ipotenusa,  la  differei 
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dei  quadrati  dei  segm«iti  determinati  su  di  quesU,  i  equi- 
valente  al  quadrato  dell'altro  cateto. 

ì'iO.  In  un  trian^lo  ABC  si  costruiscono  le  altezze  BM  e  GN  ri— 
speltivament«  sui  lati  AC  e  AB.  Il  quadrato  dal  lato  BC  è 
equivalente  al  rettangolo  di  AB  e  BNjpib  il  rettangolo  di 
AC  e  CM. 

Hi.  La  somma  dei  quadrati  delle  distanze  dì  un  punto  di  un  dia- 
metro del  circolo,  dagli  estremi  delle  corde  parallele  a  quel 
diametro,  é  costante. 

1S2.  Se  due  corde  AB  e  CD  di. un  circolo  di  centro  0  si  tagliano 
in  E  ad  angoli  retti,  dimoetrare  ohe  la  somma  dei  quadrati 
di  AB  e  CD,  più  quattro  volte  il  quadrato  di  OE  è  equiva- 
lente al  doppio  del  quadrato  del  diametro. 

123.  Dal  punto  medio  D  del   lato  AC  di  un  triangolo  equilatero 

ABC  si  costruisce  la  perpendicolare  DE  a  BC.  Dimostrare  che 
il  quadrato  di  BD  è  tre  quarti  del  quadrato  di  BC,  che  il 
quadrato  di  B^  é-  tre  quarti  del  quadrato  di  BD  e  che  il 
triangolo  BDE  è  tre  quarti  di  BCD. 

124.  Se  un  angolo  di  un  triangolo  è  (re  quarti  di  un  angolo  retto, 

il  quadrato  del  lato  opposto  é  equivalente  alla  somma  dei 
quadrati  degli  altri  due  lati  e  del  rettangolo  dei  lati  stessi. 
1^.  Se  si  congiunge  un  punto  qualunque  D  della  base  dì  un  trian- 
golo  isoscele  ABC  col  vertice  opposto  A,  dimostrare  che  : 

1^'  —"ad®  =  BD.DC 

Come  si  modifica  il  teorema  se  il  punto  D  é  su  un  prolun- 
gamento della  base^ 

1^.  Se  si  congiunge  il  vertice  dell'angolo  retto  di  un  triangolo 
rettangolo,  con  ì  vertici  opposti  del  quadrato  costruite  sul- 
l'ipotenusa, la  differenza  dei  quadrati  delle  congiungenti,  é 
equivalente  alla  differenza  dei  quadrati  dei  cateti. 

127.  Se  si  coslruÌBCono  sui  lati  di  un  triangolo  rettangolo  i  qua- 
drati, e  le  distanze  dei  vertici  più  vicini  di  questi  quadrati  ; 
dimostrare  che  la  somma  dei  quadrati  dei  lati  dell'esagono 
ottenuto,  é  equivalente  a  otto  volte  il  quadrato  dell'ipotenusa 
del  triangolo. 

1^8.  In  un  trapezio  la  somma  dei  quadrati  delle  diagonali  è  equi- 
valente alla  somma  dei  quadrati  dei  lati  non  pai'alleli,  più 
il  doppio  rettangolo  delle  basi. 

ViS.  Se  un  punto  qualunque  é  preso  nell'interno  di  un  rettan^lo, 
la  somma  dei  quadrati  delle  sue  distanze  da  due  vertici  op- 
posti, è  equi  volente  alla  somma  dei  quadrati  delle  sue  distanze 
dagli  altri  due. 

130.  Se  con  le  mediane  dì  un  triangolo,  si  costruisce  un  secondo 
triangolo,  le  mediane  di  quello  risultano  i  tre  quarti  dei 
lati  del  primo  triangolo. 
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131.  L<&  somoM  del  quadruplo  del  quadrato  di  una  mediana  e  del 
triplo  del  quadrato  del  lato  corrispondente  è  doppia  delta 
somma  dei  quadrati  dei  lati  del  triangolo. 

l'òì.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  d'un  triangolo  è  tripla  della 
somma  dei  quadrati  delle  distanzerai  baricentro  dai  vertici. 

1:^3.  In  ogni  triangolo  rettangolo  il  quintuplo  del  quadrato  della 
mediana  corrispondeate  all'ipotenusa,  é  equivalente  allasomma 
di  quadrati  delle  mediane,  corrispondenti  ai  cateti. 

131.  L'ipotenusa  AB  di  un  triangolo  rettangolo  ABC  è  diviaa  in 
tre  parti  uguali  dai  punti  D  e  E.  Dimostrare  che  se  si  co- 
struisce CD  e  CE,  la  somma  dei  quadrati  dei  lati  del  trian- 
golo CDE  ,  è  equivalente   ai  due  terzi    del   quadrato  di  AB. 

V.i~ì.  Essendo  dato  un  punto  A  su  un  circolo,  se  si  prendono  altri 
due  punti  M  e  N  sullo  stesso  circolo,  in  modo  che  la  somma 
dei  quadrati  dei  segmenti  AM  e  AN  sia  equivalente  ad  un 
quadrato  dato ,  determinare  il  luogo  geometrico  del  punto 
medio  di  MN. 

136.  In    un    quadrilatero  ABCD  se  col   centro  in  E    (punto  medio 

della  distanza  dei  punti  medi  delle  diagonali),  si  costruisce 
un  circolo  e  si  prende  un  punto  qualunque  P  di  questo,  dimo- 
strare che  la  somma  PA^  +  PB*  +     PC'  +  PD'   è   costante. 

137.  Se  per  un  punto  qualunque  M  della  distanza  dei  punti  medi 

delle  basi  di  un  trapezio  ,  inscritto  in  un  circolo  si  eostrui- 
sce la  corda  parallela  alle  basi,  il  quadrato  di  essa  é  equi- 
valente alla  somma  dei  quadrati  delle  distanze  daM  ai  quat- 
tro vertici  del  trapezio. 

138.  Le  diaconali  d'un  pentagono  regolare  si    dividono  a   vicenda 

in  sezione  aurea. 

139.  La  parte  minore  d'un  segmento  diviso  in  sezione  aurea  é  la 

parte  aurea  della  parte  maggiore. 

1 40.  Il  segmento  AB   é  diviso  in  sezione  aurea  dal    punto  C.  Sul 

prolungamento  di  BC  (segmento  maggiore)  prendasi  BD  = 
=  BC  ,  e  su  BC,  BE  =  AC;  saranno  i  segmenti  AD  e  AE 
divisi  rispettivamente  dai  punti  B  e  C  in   sezione  aurea. 

141.  I  ra^gi  che  concorrono  a  formare  un  quadrante  sono   lati  di 

un  quadrato  circoscritto  al  quadrante  :  dimostrare  che  la 
parte  della  diagonale  del  quadrato ,  che  é  esterna  al  qua- 
drante, é  uguale  al  raggio  del  circolo  inscritto  nel  quadrante. 

142.  Se  si  prolunga  un  Iato  dell'esagono   inscritto  in  un  circolo, 

di  un  segmento  uguale  ad  esso,  il  segmento  che  congiunge 
l'estremo  della  secante  ottenuta  con  il  centro  del  circolo  è 
uguale  al  lato  del  triangolo  equilatero  inscritto  nello  stesso 
circolo. 

143.  L'ottagono  regolare  inscritto  é  equivalente  al  rettangolo  for- 

mato coi  lati  dei  quadrati  inscritto  e  oircosci-itto  allo  stesso 
ciroolo. 
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144.  Il  dodecagono  regolare  inacritto  6  equivalente  al  quadrato  del 

lato  del  triangolo  equilatero  inBcritto  nello  stesso  circolo. 

145.  (Teorema  dì   Ytirignon).  Se  si  prende   un  punto  M  nel  piano 

di  un  parallelogramma  ABCD  e  si  costruiscono  tre  parallB— 
logrammi  che  abbiano  per  lato  comune  il  segmento  MA  e  pei- 
lati  non  comuni  i  segmenti  AC,  AB,  AD,  il  primo  paratie— 
logramma  é  somma  0  differenza  degli  altri  due  (Distinguere 

146.  Se    ABEF   e    ACGH   sono  i  quadrati  costruiti  sui  lati  AB  , 

AC  di  un  triangolo  ABC,  dìmostare  che  la  somma  dei  qua- 
drati di  BC  e  FU  é  equivalente  al  doppio  della  somma  dei 
quadrati   di  AB  e  AC. 

147.  Trasformare  un  poligono  in  un  triangolo  rettangolo  isoscele. 

148.  Costruire  un  circolo  somma  o  differenza  di  altri  due. 

149.  Costruire  un  circolo,  di  cui  la  superficie  eia  somma  o    difTe— 

renza  della  supertìoie  di  altri  due. 

150.  La  superficie  d'una  corona  circolai-o  (anello)  compresa  fra  due 

circoli  concentrici  è  equivalente  a  un  cìrcolo  che  ha  pei' 
diametro  la  corda  del  circolo  maggiore  la  quale  ò  tangente 
al  circolo  minore. 

lól.  Se  si  divide  in  due  segmenti  il  diametro  d'un  semicircolo  e 
su  questi  due  segmenti  come  diametn  si  costruiscono  dalla 
stessa  banda  del  dato,  due  seraicircoli,  si  ottiene  una  figura 
che  ha  per  contorno  i  tre  semicircoli,  e  chiamasi  arbelo. 
Dimosti'are  che  la  superficie  dell'arbelo  è  equivalente  a  quella 
d'un  circolo,  tale  che,  il  quadrato  del  suo  diametro  à  equi- 
valente al  rettangolo  dei  diametri  dei  semicircoU  minori. 

152.  Se  sui  lati  d'un  triangolo  rettangolo,  come  diametri,  si  co- 
struiscono da  una  stessa  banda  tre  aemicìrcoli,  si  ottengono 
due  lunule  o  menischi  (lunule  d'Ippocrate)  di  cui  la  somma 
è  equivalente  al  triangolo. 


153.  In  un  parallelogrammo  ABCU,  se 

BM  e  DN  essendo  M  e  >  i  punti  medi  lati  AD  e  BC,    essi 
duidono  la  diagonale  AC  in  tre  parti  uguali 

154.  In  ogni  triangolo,  la  retta  di  un  vertice  e  del   punto    medio 

di  una  mediana  non  uscente  da  esso,  divide  il  lato  opposto 
in  due  segmenti,  uno  doppio  delll  altro. 
135.  Se  SI  costruiscono  tie  tangenti  a  un  circolo,  due  delle  quali 
paialiele,  il  raggio  del  circolo  e  medio  proporzionale  tra  i 
segmenti  della  terza  tangente ,  compresi  fra  il  punto  di 
contatto  e  le  altre  due 

156.  In  un  dato  triangolo  inscrivere  un  quadrato 

157,  Dimostrare  che  le  rette  AB  e  AD  di  un  dato  ettagono  regolare 

ABCDEFG  incontrano  la  retta  CF  in  due  punti  B',  D',  tali  che 
sussìste  sempre  : 

AF    =  AC  +    ÀiF 
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158.  In  ogni  triangolo  i  segmenti   determinati   su   una  bisettrice 

interna  dall' incoatro,  sono  proporzionali  alla  somma  dei  due 
lati  concorrenti  con  essa  bisettrice  e  al  terzo  lato. 

159.  Se  in  un  triangolo  rettangolo  è  inscritto  un  quadrato,  il  tato 

di  questo  che  iita  sull'ipotenusa,  è  medio  proporàonj^e    fra 
gU  altri  due  segmenti  dell'ipotenusa. 

160.  Se  una  retta  uscente  da  un  vertice  d'un  triangolo   lo   divide 

in  due  triangoli   simili,  il  triangolo    dato  o  é    rettangolo  '  o 
è  isoscele. 

161.  Costruire  un   poligono  che  sia  simile  a  un   poligono  data  e 

abbia  perimetro  dato. 

162.  Se  due  angoli  di  un  triangolo  sono  uno  uguale  e  l'altro  supple- 

mentare a  due  angoli   di  un  altro  triangolo,  i  lati  che  com- 
prendono i  terzi  angoli,  sono  proporzionali. 

163.  In  un  triangolo  ABC,  rettangolo  in  A,  se  I  é  il  punto  d'in- 

contro delle  bisettrici  BB'  e  CC,  dimostrare  che  : 

AB' .  AC-  =  AV 

164.  Determinare  la   condizione  necessaria  e   sufficiente,   affinchè 

l'ortocentro  di  un  triangolo  isoscele  bisechi  l'altezza. 

165.  In  un  triangolo  rettangolo  ABC  si  costruisce  la  mediana  AA 
relativa  all'ipotenusa,  e  per  un  punto  E  di  questa  mediana 


i  perp.  ad  e^sa  che  incontri  i  cateti,  o  i  loro  prolunga- 
menti, in  due  punti  M  e  N  ;  infine  si  congiunge  il  vertice 
A  dell'angolo  retto  col  punto  medio  K  di  MN,  Dimostrare 
che  la  coagiungente  AK  é  perpendicolare  all'ipotenusa  del 
triangolo  dato.  (Se  il  è  U  punto  d'incontro  di  AK  e  BC 
e  D  quello  di  MN  e  BC  baxio  dimostram  che  son  simili  ì 
triangoli  AKE  e  DHK|.     ■ 

166.  Dato  un  circolo  e  tis.^ti  due  raggi,  costruire  una   corda   che 

sia  divisa  da  quei  raggi  in  tre  parti  uguali. 

167.  Con  una  retta  parallela  alla  base  d'un  triangolo,  dividerlo  in 

due  parti  una  doppia  dell'altra. 

168.  È  dato  un  triangolo  ABC  e  una  retta  nel  suo  piano.  Costruire 

una  parallela  a  questa  retta  in  modo  che  determini  con  le 
rette  AB  e  AC  un  triangolo  equivalente  al  dato. 

U}9.  Se  un  rettangolo  é  inscritto  in  un  triangolo  rettangolo,  avendo 
I  angolo  retto  in  comunt  il  rettangolo  dei  segmenti  dell  ipo- 
tenusa sarà  equualente  alla  somma  dei  rettangoli  dei  seg- 
menti in  cui  restano  divisi  i  cateti 

ITU  àe  due  circoli  sono  tangenti  eternamente,  il  segmento  di  una 
tangente  esterna  comune  che  ha  per  estremi  i  punti  di  con 
fatto  é  medio  proporzionale  fra  i  diametn 

171  Costruire  in  un  circolo  dato,  aei  circoh  tangenti  fra  loro 
e  al  circolo  dato  e  dimostrale  che  il  circolo  interno  tan- 
gente a  tutti  1  wi  circoli   *  usualp  a 


\.ii    \B       \C  sono  ji-pctliv ameni     i  lati    il  un  pentagono  i,  di  un 
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decagono  regol&re  inscritti  in  un  circolo  di  centro  0.  Se  si 
costruisce  fino  ad  AB,  la  bisettrice  OP  dell'angolo  AOC,  di- 
mostrare che  sono  simili  le  coppie  dei  triangoli  ACB,  ACP 
e  AOB.  POB. 

173.  Dati  tre  punti  A,  B  e  C  su  una  retta  delermioare  au  questa 

retta  un  altro  punto  D,  tale  che  la  distanza  DB  sia  media. 
proporzionale  fra  le  distanze  DA  e  DC. 

174.  Trovare  due  segmenti,  datane  U  somma  e  il  segmento  che 

è  il  loro  medio  geometrico. 

175.  Sul  lato  AB  del  triangolo  ABC  si  prenda  AC  =  ACT  Dimo- 

strare che  il  cerchio  passante  per  A  e  C  e  che  ha  il  centro 
suir  altezza  AH,  interseca  il  Uto  BC  in  due  punti  :  D  e  E, 

ÀD^  =  a"e»  =t  AB.  AC. 

176.  Dati  due  circoli  tangenti  internamente  nel  punto  C,  ae  si  co- 

struisce ■  la  retta  dei  centri  e  da  un  punto  D  di  essa  la 
perpendicolare  che  incontri  da  una  medesima  banda  i  cir- 
coli nei  punti  E  ed  F,  dimostrare  che  la  differenza  dei  qua- 
drati di  DE  e  DF  è  equivalente  al  doppio  rettangolo  di  CD 
e  della  distanza  dei  centri. 

177.  Determinare  il  luogo  geometrico  dei  terzi  vertici  dei  triangoli 

che  hanno  una  base  comune  e  gli  altri  due  lati  in  un  dato 


rapporto  (Il  circolo  d'Apollonio). 

178.  Sulla  perpendicolare  alla  retta  di  due  punti  dati  A  e  B,  in 

un  suo  punto  variabile  M  si  riportano  MN  ^  MA  e  MO  ^= 
=  MB.  Dimostrare  che  il  luogo  del  punto  P,  incontro  delle 
rette  AO  e  BN,  é  il  cerchio  di  diametro  AB.  (L'angolo  APB 
è  retto:  infatti  t"  triangoli  NPO,  AMO.  .  .). 

179.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  Iati  e  la  bisettrice  dell'angolo 

compreso. 

180.  Dividere  un  triangolo  in  quattro  parti  equivalenti  con  tre  rette 

parallele  ad  uno  dei  lati. 

181.  Dati  sei  punti  in  un  piano,  A,  C,  E  su  una  retta  e  B,  D,  F 

80  un'altra,  dimostrare  ohe  le  intersezioni  di  AB  e  DE,  BC  e 
EF,  CD  e  FA  sono  su  una  linea  retta  (Teorema  di  Menelao). 

182.  Un  lato  di  un  poligono  è  diviso  in  n  parti,  su  ciascuna  dello 

quali  è  descritto  un  poligono  simile  e  similmente  disposto 
di  quello  dato.  Dimostrare  che  la  somma  dei  perimetri  dei 
poligoni  cosi  ottenuti  è  ugualfl  a  quella  della  figura  mag- 
giore o  se  le  parti  sono  uguali,  la   somma   della  auperficie 

dei  poligoni  minori  equivale  a  —  della  superficie  del  poli- 
gono dato. 

183.  Se  dal  punto  M  della  tangente   MN  di   un  circolo  dato    [es- 

sendo N  il  punto  di  conlatto)  si  coatruisce  la  secante  MAB 
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ed  è  MN  !=  AB  (essendo  AB  la  corda  determinata  dalla 
secante)  dimoatrare  che  la  sezione  aurea  di  AB   è  MA. 

185.  Costruire  da  un  vertice  di    un  triangolo,  un    segmenta,    elle 

abbia  1'  altro  estremo  sul  lato  opposto  e  sia  medio  propor- 
zionale fra  i  segmenti  che  esso  determina  sul  lato  {Si  cir- 
coicrxTe  il  circolo;  poi  si  oostrtusce  il  l.  g.  dei  punti  medi 
delle  eorde  uscetai  dal  vertice  considerato.  Se  esso  incontra 
il  iato  opposto. . .) 

186.  Costruire  un  rettangolo  equivalente  ad  un  quadrato  dato,  in 

modo  che,  la  differenza  dei  suoi  lati  adiacenti  sia  uguale  a 
un  segmento  dato  (/(  lato  del  qitad,  sia  la  tang.  di  un  cìr- 
colo  e  la  diff'erenja  la  parte  esterna  d'una  secante). 

187.  Se  si  oostruÌBCono  tre  tangenti  ad  un  circolo,  due  delle  quali 

parallele,  il  raggio  del  circolo  è  medio  propoli  io  naie  fra  i 
segmenti  della  terza  tangente  compresi  fra  le  altre  due  e  il 
punto  di  contatto. 

188.  Se  per  un  punto  P  della  corda  CD  perpendicolare  al  diametro 

AB  di  un  circolo  dato,  si  costraisce  la  corda  APQ ,  il  ret- 
tangolo AP  .  AQ,  é  costante. 

189.  Se  si  eongiunge  il  centro  0  di  un  circolo  con  un  punto  qua- 

lunque A  di  una  sua  corda,  il  quadrato  del  segmento  co- 
struito più  il  rettangolo  delle  parti  in  cui  resta  divisa  la 
corda,  ò  equivalente  al  quadrato  del  raggio  (iSt  costruisce 
il  diametro  cui  appartiene  OA  :  le  corde  d'ttn  circolo  SÌ 
tagliano  ecc.) 

190.  Presi  due  punti  su!  diametro  di  un  circolo ,  equidistanti  dal 

centro,  se  per  uno  di  essi  si  costruisce  una  corda  e  sì  con- 
giungono gli  estremi  di  questa  con  l'altro  punto;  dimo- 
strare ohe  la  somma  dei  quadrati  dei  iati  del  triangolo  for- 
mato, è  costante. 

191.  Sia  ABCD  un  semicircolo,  il  cui  diametro  é  AB,  e  AD  e  BC 

due  corde  che  s'incontrano  in  P.  Dimostrare  che: 

AB^=  AD.  AP  +  BC.  BP 


(Si  costruisca  da  P  la  perpend.    PH  sul  diam.  Il  triang. 

PHB  é  simile  a  ACP  e  così  PAH  a  ADB  :  i  lati  sono  pi-op. 

quindi  i  rettangoli. . .  sommando). 
'..  In  due  triangoli  rettangoli  simiti,  il  rettangolo  delle  ipotenuse 

è  equivalente  alla  somma  dei  rettangoli  dei  cateti  omologhi 

(Si  confronti  ciascun  rettangolo  col  quadrato   di  uno   dei 

suoi  lati. . .) 
I.  Se  da  un  punto  di  un  circolo  si  costruiscono   diverse  corde, 

e  una  secante  parallela  alla   tangente  nel  punto  fissato ,  le 

corde  sono  divìse  ognuna  in  due  segmenti;  e  il  rettangolo 

dell'intera  corda  e  del  suo  segmento  compreso  fra  la  secante 

e  la  tangente  è  costante. 
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194.  Se  da  uà  puato  praso  nell'interno  di  un  poligono  regolare  i 
n  lati  sì  costruiscono  le  perperdicolari  ai  lati,  la  loro  soma: 
è  uguale  a  n  volte  il  raggio  del  cerchio  inscritto.  Quale  coi 
sideraiioue  deve  farsi  affinché  il  teorema  sia  vero  par  u 
punto  preso  esternamente  al  poligono  dato  ì 

Ì&5.  Costruire  un  triangolo  simile  ad  uno  dato  che  abbia  i  vertì 
su  tre  rette  parallele  date  (Vedi  Es.  40.). 


196.  Interpretare  e  dimostrare  geometricamente  le  seguenti  espreis- 

(a  +  b)'-{a-b!P^4ab. 
Ha  +  b)b  +  a'  =  {a  +  ^)\ 

197.  llimoslrare  algebricamente  i  seguenti'teoremi  :  1."  11  rettao— . 

golo  di  un  segmento  e  di  una  parte,  è  equivalente  al  qua-' 
drato  di  questa  parte  piii  il  rettangolo  delle  due  pai'ti  ;  2.  Se 
un  segmento  è  diviso  in  due  parti,  la  somma  dei  quadrati 
dell'intero  segmento  e  dì  una  sua  parte  è  equivalente ' al 
doppio  rettangolo  dell'  intero  segmento  e  della  parte  pre- 
detta ,  più  il  quadrato  dell'  altra  parte  ;  3."  La  somma  dei 
quadrati  delle  parti  disuguali  di  un  segmento,  6  equivalente 
al  doppio  del  quadrato  della  sua  metà  più  il  doppio  quadrato 
del  segmento  compreso  fra  i  punti  di  divisione. 

198.  Data  la  somma  delle  lunghezze  dì  due  segmenti,  e  la  sommai . 

delle  aree  dei  loro  quadrati,  costruire  questi  segmenti. 

199.  Data  la  somma  delle  lunghezze  dei  segmenti  e  l'area  del  loro 

rettangolo  costruire  i  due  segmenti. 

200.  Una  tangente  qualunque  ad    un   circolo  inscritto   jiel   qua- 

drato ABCD  incontra  i  lati  CB  e  CD  nei  punti  M  e_N  rispgit- 
tivamente.  Dimostrare  che  il  triangolo  AMN  ha.  una  area 
costante. 

201.  Se  6  e  e  sono  le  misure  dei  cateti  di  un  triangolo  rettangolo, 

a  quella  dell'ipotenusa  e  h  quella  della  sua  altezza  corri- 
spondente, dimostrare  che  il  trtangolo,  i  cui  lati  abbiamo 
per  misura  rispettivamente ,  b  -\-  e,  h,  a-i-  k  è  pure  '  ret- 
tangolo. 

202.  Dato  UQ  triangolo  equilatero,  il  cui  lato  abbia  pea'  misura  a, 

inscrivere  un  altro  triangolo  equilatero  ,  la  cui  area  sia 
uguale  a  s*. 

203.  Sul  lataAB(lacui  raisuraèa)  di  un  triangoloequilateroABC, 

si  prende  un  punto  P  e  si  eostruisce  PQ  perpendicolare  a  BC, 
indi  QR  perpendicolare  a  AC  ed  infine  RP  perpendicolare  ad 
AB.  Calcolare  la  misura  di  AP  in  modo  che  P'  coincida  con  P. 

204.  DeterminsH'e  le  relazioni  <die  esistono  fra  la  distanza  dei  cen- 

tri e  i  raggi  di  due  circoli,  affinché  si  possa  eostruire  u.n 
quadrante  iiwcritlo  in  uno  dui  ciicoli  e  circoscritto  all'altro 


D,™-,7Pril>,G0l.)^lc 


205-  Perche   un  triangolo  che  ha  per  lati  x  ^=  2a,  y  ^  a*  ■\'  le 
j=  a»  — l  è  rettangolo! 

206.  Se  la,  Ib,  U,  Bono  le  lunghezze  delle  biaettriai  di  un  triai^lo 

di  cui  i  lati  han  per  misura  a,  b;  e,  dimostrare 

7     7      7  o'  6=  e" 

la.  Ib.  h  =^  .  -.-  ..^.-  ■  .^  :     ■ 

(a  +  b)  (6  +  c)  (e^tc) 

{si  applichi  il  teorema  della  bisettrice,  si  crnnpotìgoMO  le  prò- 

porzioni;  fi  moltiplichino  fra  loro,  «co.). 

207.  Date  le  lunghezze  delle  distanze  di  tre  ponti  da   due  rette 

perpendicolari,  riconoscere  se  i  tre  punti  sono  in  line&  retta 
\SÌ  applichi  il  teorema  di  Talete). 

208.  In  ogni  triangolo   il  prodotto  delle  distanze  del  centro  dal 

circolo  inscritto  dai  tre  vertioì_  é  aguale  a  4  r  R*. 

209.  Se  R  e  r  sono  le   lunghezze  dei  raggi  dei  circoli  inscritto  e 
'un  triangolo  e  d  è  la  distanza  dei  loro  cen- 


r       R+rf      R—d 

ZÌO.  Dimostrare  che  le  aree  dei  triangoli  inscritti  in  un  mede- 
simo circolo  sono  proporzionali  ai  prodotti  delle  misure  dei 
loro  lati. 

SII.  Se  con  A,  r,  r„  r,  indichiamo  le  misure  dell'altezza  di  nn 
triangolo  rettangolo  corrispondente  all'ipotenusa,  e  dei  raggi 
dei  circoli  inscritti  uno  nel  triangolo,  e  gli  altri  due  nei  trian- 
goli determinati  dall'altezza,  si  hanno  le  relazioni  : 

=■  +  '-.+'■.=  '' 
r^  =  ,-,'+ V 

212.  In  un  triangolo,  di  cui  la  misura  della  base  é  a  e  quella  del- 

l'altezza  à  hf  é  inscritto  un  rettangolo  aveute  due  vertici 
sulla  base  e  gli  altri  due  sugli  altri  due  lati.  Calcolare  la 
base  e  l'altezza  del  rettangolo ,  sapendo  che  il  suo  perime- 
tro è  2p. 

213.  In  un  triangolo  la  mediana  e  la  bisettrice  esterna  uscenti  dal 

medesimo  vertice  sono  uguali.  Determinai'e  il  valore  del  lato 
opposto  a  questo  vertice  in  funzione  degli  altri  due  lati. 

214.  In  un  triangolo  la  misura  di  un  lato   supera  di    n  quella  di 

uu  altro  lato  ed  è  minore  di  n  di  quella  del  terzo  Uto.  Co- 
noscendo le  misure  k  e  m  dell'altraza  e  della  mediana  cor- 
rispondente a  quel  lato,  determinare  le  misure  dei  tre  lati. 

215.  Sia  AC  la  diagonale  di  un  rettangolo  di  carta,  i  cui  lati  han 

per  misura  a  e  6.  Piegando  il  rettangolo  in  modo  che  A  coin- 
cida con  C,  calcolare  l'area  del  pentagono  che  si  ottiene  (  Dal- 
l'area del  rettangolo  sì  tolga  quella  del  triangolo  equilatero 
compresa  fra  due  diagonali  e  il  tato  opposto  del  penta-- 
gotto...).  ,     . 

Nahhii.  —  Elementi  di  (Homelria.  SI 
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216.  Costruire  an  triangolo  rettangolo,  conoscendo  l'altezza  corri- 

rndente  alla  ipotenusa  e  la  differenza  dei  cateti. 
>Ure  i  lati  di   un  triangolo    rettangolo ,   conoscendo  la 
sua  area  e  sapendo  cbe  le  misure  dei  suoi  lati  sono  in  pro- 
gressione aritmetica. 

218.  La  somma  delle  misure  dei  cateti  d'un   triangolo   rettangolo 

è  s,  la  perpendicolare  costruita  dal  vertice  dell'angolo  retto 
sull'ipotenusa,  ha  per  misura  h.  Calcolare  le  misura  dei  c&tetì. 

219.  Calcolare  le  misure  dei  lati  d'un  triangolo  rettangolo,  cono- 

scendo ì   raggi    dei   due   circoli  inscritti  nei  due   triangoli  , 
determinati  dalla  mediana  corrispondente  all'ipotenusa. 
S20.  L'area  di  un  triangolo  rettangolo  è  s,  il  perimetro  é  p,  de- 
terminare le  misure  dei  suoi  lati. 

221.  Circoscrivere  ad  una  circonferenza  data,  un  trapezio  isoscele 

equivalente  ad  un  quadralo  dato.  Calcolare  i  lati  del  tra- 
pezio (Si  prendano  per  incognite  le  due  basi;  ni  eguagli 
l'area  del  trapeiio  al  quadrato  dato;  si  costruisca  la  pa- 
rallela  ad  uno  dei  lati  convergenti  ;  essa  passa  per  .... 
dunque  .  .  .). 

222.  Conoscendo  le  misure  della  mediana  e  dei  segmenti,  che   la 

bisettrice  uscente  dallo  sfesso  vertice  determina  sul  Iato 
opposto  di  un  triangolo,  calcolare  la  misura  dei  lati. 

223.  Se  r  er'  sono  le  misure  dei  raggi  di  due  circoli  che  si  tagliano 

calcolarne  la  corda  comune  sapendo  che  la  distanza  dei  loro 
centri  ha  per  misura  d  (si  calcolino  i  segmenti  in  cui  la 
distanza  ò  divisa  dalla  corda). 

224.  Nel  quadrilatero  ABCD  gli  angoli  A  e  C  sono  retti.  Sapendo 

che  le  misure  dei  lati  AB  e  BC  sono  rispettivamente  a  e  b 
,  e  che  l'area  del  quadrilatero  è  S' ,  calcolare  gli  altri  lati. 

225.  K  dato  un  circolo  di  centro  0  e  due  tangenti  pstfallele;  co- 

struire uni  terza  tangente  che  incontrando  le  prime  rispetti- 
vamente in  A  e  B,  determini  il  triangolo  OAB  avente  una 

226.  Dato  un  circolo  di  cui  il   raggio  ha  per  misura  r,  determi- 

nare a  qual  distanza  dal  centro  debba  costruirsi  una  corda, 
in  modo  che  la  differenza  delle  aree  dei  due  triangoli , 
che  hanno  per  base  comune  quella  corda,  e  per  vertici 
opposti,  gli  estremi  del  diametro  ad  essa  pei-peadicolare,  sia 
uguale  ad  s'. 

227.  Calcolare  i  lati  di  un  triangolo  isoscele,  conoscendo  la  somma 

dei  quadrati  dei  tre  lati  e  la  somma  dei  quadrati  dello  di- 
stanze fra  l'ortocentro  e  i  tre  vertici. 

228.  Per  i  vertici  B  e  C  del  triangolo  ABC  rettangolo  in  A,  si 

costruisce  nel  semipiano  limitato  da  BC,  che  contiene  A,  le 
perpendicolari  BD  =  BA,  'CÉ=  OÀ,  ai  lati  AB  e  AC  ri- 
spettivamente. Calcolare  ì  tre  lati  del  triangolo  conoscendo 
le  Qiisure  di  BE  e  CD  {Si  comidtri  i  triangoli  ottutati- 
gptf  BCE,  DBC). 
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S29.  Due  poligoni  regolari  tonno  disegual  numero  di  lati  :  il  rap- 
porto di  questi  numeri  è  \  ;  il  rapporto  dei  loro  angoli  è  ^/,. 
Quanti  lati  ha  ciascun  poligono? 

230.  In  aa  triangolo  rettaugolo  BAC ,  si  costruigcano  sui  lati,  eA 
e«t«rnamente  al  triangolo,  i  quadrati  BCUE,  ACFG,  ABKEf 
e  i  segmenti  DF,  G  H,  KE.  ConoBcendo  il  perimetrd  2p  del 
triangolo  BAC  e  1'  area  2m'  del  poligono  EDFGHKE,  de- 
terminare le  misure  dei  tre  lati  del  triangolo  dato. 

231.'  Dati  i  quadrati  9,,9,,93  delle  bisettrici  degli  angoli  dì  un  trian- 
golo e  i  rettangoli  r,,r„rj  dei  segmenti  in  cui  é  diviso  ogni 
lato  dalla  bisettrice  dell'angolo  opposto,  calcolare  la  lun- 
ghezza dei  tre  lati. 

2^.  Dimostrare  che  in  ogni  triangolo  rettangolo  U  somma  del 
quadrato  della  bisettrice  dell' angolo  retto,  col  rettangolo 
.  dei  segmenti  in  cui  è  divìsa  l'ipotenusa  è  doppia  dell'area 
del  triangolo. 

233,  Se  X  e  Y  sono  due  punti  coniugati  isogonali  d'un  triangolo 

ABC ,  dimostrare  che  la  somma  di  ^X(T  e  €yB  supera  di 
due  retti  l'angolo  A. 

234.  Se  un  triangolo  è  inscritto  in  una  ciroonfarenaa  e  dal  suo  bari- 

centro G  eì  costrnisce  la  semicorda  QH  perpendicolare  al  raggio 
OG,  avremo  indicando  con  ma,  ma,  me,  le  misure  delle  me- 
diane del  triangolo  dato,  e  con  A  la  misura  del  segmento  OH. 

»n'a-i-»t'ft-t-»»*c^— -  ** 

235*  I  lati  di  un  triangola  sono  in  progressione  armonica  e  sono 
o  e  a'  le  misure  rispettive  del  maggiore  e  del  minore.  Se  R 
e  r  sono  le  miaure  dei  raggi  dei  circoli  circoscritto  ed  in- 
scritto, dimostrare  che: 

6Rr  =  aa'. 

236.  Nel  triangolo  ABC,  è  AC  =  2BC.  Se  CD  e  CE  sono  le  biset- 

trici dell'angolo  C  e  dell'angolo  estemo  formato  col  prolun- 
gare AC,  le  aree  dei  triangoli  CBD,  ACD.  ABC,  CDE  stanno 
fra  loro  come  i  numeri  1,  2,  3,  4. 

237.  Se  da  un  punto  P  esterno  ad  un  circolo  di  centro  0,  si  'oò- 
.     .         Btruisoono  le  tangenti  PC,  PD  e  il  segmento  che   unisce  i 

punti  di  contatto  C  e  D,  il  quale  incontra  il  diametro  AB 
in  Q;  dimostrare  che  OP  .  OQ  =  R'  e  che  la  retta  PB  è 
divìsa  armonicamente. 

238.  Se  per  il  punto  medio  del  lato  BC  di  un  triangolo  ABC,  si 

costruisce  una  retta,  che  incontri  AB  e  AC  in  E  e  F  rispet^ 
tivamente,  e  la  parallela  a  BC  costruita  da  A  nel  punto  G  ; 
dimostrare  che  i  quattro  punti  G  ,  D ,  E ,  F  costituiscono 
un  gruppo  a 
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239-  Costruire  un  triangolo  ABC  conoscendo  la  misura  della  me- 
diana AM,  del  ra^o  del  circolo  inscritto  e  del  oiroolo  ex 
inscritto  corrispondente  all'angolo  A. 

240.  In  un  triangolo  ABC,  se  H  à  l'ortocentro.  A'  il   piede  del- 

l'alteiTA  uscente  da!  vertice  A,  D  il  ooniugato  armonico  di  A  * 
rispetto  a  B  e  C,  dimostrare  che  HD  è  perpendicolare  alla  me  - 
diana  AM. 

241.  Sono  dati  quattro  punti  A,  B,  C,  D,  su  una  medesima  retta.. 

n  luogo  dei  punti  donde  si  vedono  AD  e  CD  sotto  uno  steBso 
angolo  è  il  cerchio  di  diametro  EF,  essendo  E  e  F  i  puDtì 
che  dividono  armonicamente  AD  e  6C. 
Costruire  un  triangolo  : 

242.  Dato  un  angolo,  la  somma  dei  lati  che  lo  comprendono  e  la. 

differenza  delle  altezze  ad  essi  corrispondenti. 

243.  Dati  due  angoli  e  la  differenza  di  due  altezze. 

244.  Dato  un  angolo,  il  rettangolo  dei  lati  che  Io  comprendono   e 

la  somma  delle  altezze  ad  essi  corrispondente. 

245.  Dati  due  lati  e  sapendo  che  il  terzo  lato  é  uguale  all'altezza. 

ad  essa  corrispondente. 

246.  Dato  un  lato,  la  mediana  corrispondente ,  il  rapporto  di  un 

altro  iato  alla  sua  mediana. 

247.  Dato  il  rettangolo  di  due  lati,  un  angolo  e  il  raggio  del  oir- 

oolo cirooscritto. 

248.  Dati  due  lati  e  la  bisettrice  dell'angolo  da  essi  compreso. 

249.  Dato   il   perimetro ,  la   bisettrice  e  1'  altezza   uscenti  da   un 

vertice. 

250.  Dato  un  angolo ,  il  lato  opposto  e  il  rapporto  delle  mediuie 

corrispondenti  agli  altri  due  lati. 
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PI^EFAZIONE 


Net  ticenziare  alle  stampe  questa  seconda  parte  d^ii 
Elementi  di  Geometria  debbo  chiedere  vive  scuse  al  miei 
benevoli  colleghi  per  il  ritardo  frapposto  a  questa  pub- 
blicazione, e  per  varie  mende  sfuggitemi  nel  primo  vo- 
lume. Gravi  e  numerose  sventure  domestiche  m'impedi- 
rono di  attendere  con  animo  sereno  al  lavoro  di  corre- 
zione dapprima;  né  poi  fui  subito  in  grado  di  riprendere 
la  continuazione  dell'opera. 

Sono  però  gratissimo  ai  signori  coUeghi,  che,  adottando 
il  mio  libro  nel  loro  insegnamento,  hanno  voluto  indi- 
carmi qoelle  imperfezioni,  che  nell'uso  veniva  loro  fatto 
di  rilevare.  Io  ne  terrò  grandissimo  conto  in  una  pros- 
sima edizione,  nella  quale,  mi  auguro,  il  lavoro  potrà 
uscire  davvero  «  riveduto  e  corretto  ». 

Sieno  queste  parole  di  gratitudine  e  di  ringraziamento, 
rivolte  specialmente  all'  amico  carissimo ,  prof.  R.  Bet- 
tazzi  del  R.  Liceo  Cavour'di  Torino,  il  quale  con  affetto 
veramente  fraterno,  mi  è  stato  largo  di  consigli  preziosi 
e  di  osservazioni  giustissime,  delle  quali  ho  cercato  di  far 
tesoro  in  questo  secondo  volume. 

I  colleghi  troveranno  che  ho  seguito  fedelmente  nella 
Stereometria  il  metodo  già  iniziato  nella  Planimetria;  in 
modo  che  un  insegnante,  il  quale  volesse  svolgere  con- 
temporaneamente la  Geometria  piana  e  la  solida,  potrebbe, 
senza  difficoltà,  servirsi  dei  due  volumi.  Anche  questa 
volta  ho  tenuto  davanti  agli  occhi  l'ottimo  libro  del  mio 
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compianto  maestro  De  Paolis,  non  senza  peraltro  ricor- 
rere alle  migliori  opere,  che  l'hasno  seguito;  8[iecialmente 
a  quella  bellissima  dei  prof;  .LazzSPi  e  Jìas3Hni ,  in  prin- 
cipal  modo  1^  dove  si  tratta  della  equivalenza  della  su- 
perfìcie sfèrica  «  della  superficie  torica  e  del  toro. 

Debbo  inoltre  far  noto  che  la  denominazione  di  apo- 
temafa,  di  cut  -mi  servo  per  la  piramide ,  nella  quale  è 
custatite  L'altezza  delle  facce  fu  già  usata  dall'  egregio 
doti.  E.  De  Araicis  nelle  sue  lezioni  in  questo  Istituto,  dove 
mi  fu  ottimo  collega;  e  colgo  volentieri  l'occasione  — 
riparando  a  una  involontaria  omissione  occorsa  nella  pre- 
fazione della  Planimetria  —  per  dichiarare  che  dalle  stesse 
lezioni  ebbi  l'idea  del  capitolo  sulle  rette  concorrenti, 
di  alcuni  teoremi  sul-  trapezio  isoscele  e  le  applicazioni 
dei  teoremi  di  Menelao  e  di  Ceva ,  che  si  trovano  nel- 
l'appendice. 

E.  Nannei. 

Bari,  Dicembre,  1893. 
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PRELIMINARr. . 


I.  Nello  stadio  degli  enti  geomètrici,  Ui  cui  si  occupa  la  Ste> 
reomelria,  e  delle  loro  proprietà,  coD¥erremo  di,  coeàerrare 
i  concetti  già  stabilìii  nella  l'ianìmetna  e  le  espressìoDi  ch.e 
ci  hanno  servito  por  indicarli. 

Anche  nella  Stereometria  dunque  divideremo 
che  formano  oggetto  del  nostro  studio,  in  tre  classf 

1.°  Or andeize  di  primo  genere,  se,  datene  due,  ne  esiste 
sempre  un'altra  e  una  sola,  che  sia  loro  somma;  e  di  due 
DOQ  eguali,  una  sia  maggiore  dell'altra. 

2.'  Grandezze  di  secondo  genere,  se,  datene  due,  ne  esi- 
stono innumerevoli  altre  (tutte  equivalenti  fra  loro),  che  siano 
loro  somma;  e  di  due  nou  eguivalenll,  una  sia  prevalente  al- 
l'altra. 

3,'^  Grandette  di  terto  genere,  se  si  dimostrano  o  si  de- 
&iÌscono  come  lìmiti  di  grandezze  variabili  convergenti,  e  non 
rientrano  selle  altre  due  classi. 

II.  Per  le  grandezze  di  primo,  secondo  e  terzo  genere  della 
Stereometria  varranno  dunque  le  definizioni  e  i  teoremi  della 
Planimetria,  che  si  appoggiano  soltanto  sul  concetto  e  sulla 
definizione  di  grandezza  di  primo,  secondo  e  terzo  genere, 
rispettivamente. 

Cosi,  per  le  grandezze  di  primo  genere  varranno  le  defi- 
nizioDi  di  grandezze  multiple  e  summultiple,  e  i  teoremi  del 
libro  1,  cap.  II  (Pian.  pag.  36),  salvo  il  teorema  del  §  107  che 
essendo  staio  dimostrato  solo  per  le  grandezze  floo  allora  con 
giderate,  dovrù  esser  dimostrato  anche  per  quelle  che  trove- 
remo in  seguito.  Dovremo  anche  dimostrare  il  Postulato  d'Ar- 
chimede (§  330-31),  che  abbiamo  ammesso  come  vero  soltanto 
per  i  segmenti;  e  allora  varranno  anclie  per  le  grandezze 
|irimo  genere  della  Stereometria  le  definizioni  e  le  proprietà, 
che  da  quel  Post,  dipendono,  come  i  g§  333  a  343  e  la  teo- 
rica delle  proporzioni  (§§  362  a  399). 

Per  le  grandezze  di  secondo  genere  riterremo  senz'altro 
teoremi  e  le  definizioni  dei  §§  286-290,  che  appunto  si  foU' 
dano  soltanto  sul  concetto  di  equivalenza  e  sulla  definizioni 
di  grandezze  di  secondo  genere,  cbe  abbiamo  stabilito  di  cou' 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


2  PRELIMINARI. 

servare  in  Stereometrìa.  Qaanto  alle  grandezze  di  terzo  ge- 
nere, per  )s  quali  non  bì  pud  defloire  l'egaagiianza  (eqniva- 
leuza),  la  somma,  ecc.  coma  per  quelle  di  primo  e  di  secondo 
genere,  daremo  anche  in  Stereometria  la  seguenti  defìnìzioni, 
che  per  le  altre  grandezze  sono  verì  e  proprii  teoremi: 

i  °  Sodo  eguali  (equiralenti)  grandezze  limiti  di  grandezze 
eguali  (equivalenti). 
''  2°  Se  una  grandezza  L  è  limite  di  due  grandezze  con- 

vergenti U  e  V,  e  L'  è  grandezza  limite  di  ahre  due  gran- 
dezze convergenti  U',  V,'  (U'  omogenea  e  corri  a  pon  dente  uni- 
vocamente con  U  e  cosi  V'  con  V),  ammetteremo  che  esista 
una  ~  grandezza  L'  limite  comune  delle  grandezze  variabili 
U  +  U',  V  +  V  ottenute  sommando  gli  slati  corrispondenti 
di  U  ed  U',  di  V  e  V;  e  !a  chiameremo  tomma  della  gran- 
dezze L  e  L'.  Scriveremo  L'  =  L  +  L'. 

3."  Biremo  che  una  grandezza  L  d  maggiore  di  un'altra 
grandezza  L',  se  L  può  considerarsi,  come  somma  di  L'  con 
une  terza  grandezza  L'.  Scriveremo;  L  >>  L'. 

4,"  Se  à  L  >  L',  chiameremo  differenza  delle  grandezze 
L  e  L'  (e  la  indicheremo  scrivendo  L  —  L)  il  lìmite  comune, 
che  ammetteremo  esistere  delle  grandezze  U  —  U',  V  —  V. 

Ne  segue  che  se  è  L  =  Lj  e  L'  ^  L'.  è  pure  L  —  L'  — 
=^  L,  —  L'i  (Pian.  §  343,  2."  %  345,  l.-*). 

Ammetteremo  per  la  somma  e  la  differenza  delle  grandezze 
dì  terzo  genere  le  proprietà  dimostrate  o  che  dimostreremo 
per  la  somma  o  differenza  di  grandezze  di  primo  e  di.  secondo 
genere.  Ne  viene  di  conseguenza  che  le  proprietà  dimostrate 
o  che  dimostreremo  per  le  grandezze  multiple  e  summultiple 
di  grandezze  di  primo  e  secondo  genere,  s'intendono  estese 
anche  a  qnelle  di  terzo  genere,  compreso  il  Postulato  d'Ar- 
chimede (§§330-31-32  Pian.),  e  la  teorica  delle  proporzioni. 

III.  Anche  per  la  misura  delle  grandezze,  in  Stereometria 
conserveremo  i  concelti  esposti  nella  Planimetria;  perciò  ee, 
date  due  grandezze  commensurabili,  una  loro  summultìpla  co- 
mune ò  contenuta  m  volte  nella  prima,  n  volte  nella  seconda, 

il  numero  —  sì  chiamerà  misura  della  prima  grandezza  ri- 
spetto alla  seconda,  presa  coma  unità. 

E,  data  una  grandezza  limite  dì  due  variabili  convergenti, 
commensurabili  rispetto  a  una  stessa  grandezza  presa  come 
unità,  il  numero  limite  della  misura  delle  due  variabili  si  dirà 
misura  di  quella  grandezza. 
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STEREOMETRIA 


Grandezze  di  primo  genere.  Proiezioni  e  distanze. 

RbTTE   E  PIANI. 

1.  Rammenti  amo  alcuni  postulati  o  le  loro  principali  con- 
seguenze (Pian,  prel.  §§  31,41). 

a)  Etisie  una  superficie  indefinita  e  non  interrotta,  che 
gode  le  seguenti  proprietà: 

\.°  Contiene  tutte  le  rette  che  han  comuni  con  essa 
due  punti. 

2.'  É  divisa  in  due  parti  da  ognuna  delle   sue  rette. 

3."  Rolando  intorno  ad  una  sua  retta,  ognuna  delle 
due  partì,  in  cui  essa  la  divide,  può  farsi  passare  per  un 
punto  qualunque  dello  spazio. 

Tale  superficie  dicesi  piano.  Le  due  parti  in  cui  lo  di' 
vide  una  sua  retta  diconsi  semipiani  o  bande  opposte  del 
piaao  rispetto  a  quella  retta 

1))  Un  piano  ed  una  retta  non  contenuta  in  esso  non 
possono  avvre  pù,  di  un  punto  a  comune. 

e)  Per  un  punto  dato  su  un  piano  passano  innumere- 
voli rette  tutte  piacenti  sul  piano. 

d)  Pei*  un  punto  dato  nello  spazio  passano  innumere- 
voli piani,  che  costituiscono  una  stella  di  piani. 

e)  Per  due  punii  dello  spazio  {pur  una  retta)  passano 
innumerevoli  piani  e  costituiscono  un  fascio  di  piani. 

f)  Tre  punti  dello  spatio  non  situati  su  una  stessa 
retta  individuano  un  piano  ed  uno  saio.  E  perciò: 

g)  Una  retta  e  un  punto  fuori  di  essa  individuano  un 
piano  e  uno  solo. 
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4  QRANDEZZE   DI   PIUMO  OBNBEIB. 

b)  Due  rette  concorrenti  individuano  un  piano  e  uno 
tolo. 

i)  Due  piani  si  possono  far  coincidere  in  modo' che  una 
data  retta  drl  primo  coincida  con  una  data  ri-tta  del  secondo, 
e  uno  qualunque  dei  due  semipiani  del  primo  coincida  con 
uno  qualunque  dei  semipìani  deWaltro. 
Rammenteremo  aoche: 

k)  Un  piano  divide  lo  spazio  m  due  parti,  che  chiame- 
remo semispazi  o  bandd  opposte  dello  spazio  rispetto  al  piano. 
La  retta  di  dite  punti  situati  in  bande  opposte  dello  spaiio 
rispetto  al  piano  ha  un  punto  comune  col  piano.  E  viceversa; 
ogni  retta  che  ha  un  punto  comune  con  un  piano,  viert  da 
questo  divisa  in  due  raggi,  che  sono  da  bande  opposte  dello 
spazio  rispetto  al  piano. 

])  Un  piano  può  scorrere  su  sé  stesso  strisciando  lungo 
una  sua  retta. 

Un  piano  può  scorrere  su  sé  stesso,  rotando  intorno  ad 
un  suo  punto. 

m)  Due  rette  parallele  individuano  un  piano  (Plauim. 
g  50  corol),  nel  quale  una  di  esse  giace  tutta  da  una  banda 
rispetto  all'altra. 

2.  iDdicheramo  un  piano  con  uoa  lettera  greca,  par  esem- 
pio a;  oppure  indicando  una  sua  retta  e  uà  suo  punto  uon 
appartenente  alla  retta,  per  e^.  a  B  o  due  sue  rette,  p.  es  :  a  b; 
oppure  indicando  tre  suoi  punti  non 
appartenenti  alla  stessa  retta,  per 
63.  ABC. 

3.  Teorema.  —  Esistono  rette  che. 
non  sono  concorrenti  e  non  sono 
parallele. 

Si  prendano  sopra  un  piano  tre  punti 
A,  B,  C  non  appartenenti  alla  stessa 
retta  {fig.  1)  o  un  punto  D  fuori  del 
l^iano.  Le  rette  AB,  CD  non  sono 
concorrenti  e  non  sono  parallele  per- 
che, se  tali  fossero,  individuerebbero 
in  ambedue  i  casi  un  piano  {§  1,  h, 
ni)  0  i  quattro  punti  sarebbaro  sopra 
uno  stesso  piano,  contro  l'ipotesi. 

4.  Rette  non  concorrenti  e  non  parallele,  e  perciò  non  ap- 
partenenti ad  un  medesimo  piano,  ai  chiamano  rette  sghembe. 

5.  Teorema.  —  Bue  piani,  che  hanno  un  punto  comune, 
hanno  comune  una  retta,  cui  appartiene  quel  punto. 
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I  biÈtRi.  5 

Sieno  a  e  ^  i  dua  piani,  che  hanno  comuDe  il  punto  A 
(6g.  2),  Per  (jaesto  punto  costruiamo  nel  piano  ce  due  rette 
m,  n,  og^Duna  delle  qaali  ha  co- 
mune col  piano  ^  il  punto  A  e 
soltanto  il  punto  A  ;  sicchd  ogna- 
□a  di  esse  ò  divisa  da  questo 
punto  in  due  raggi  che  sono  da 
bande  opposte  dello  spazio  ri- 
spetto al  piano  ^  (§  1,  k).  Pos- 
siamo quindi  prendere  ud  punto 
B  sulla  retta  w  e  un  punto 
salla  retta  n  che  sieno  da  bande 
opposte  dello  spazio  rispetto  al 
piano  j3.  La  retta  BC  deve  avere 
un  punto  comune  con  questo 
piano  (§  1,  k)  e  sia  D.  Ma  p 
che  la  retta  BC  appartiene 
piano  a;  il  punto  D  è  anche  sul 
piano  et,  sicchò  i  punti  A  e  D 
sono  comuni  ai  due  piani;  ed  ò 
comune  la  retta  AD  che  deve 
appartenere  all'uno  e  all'altro  |§  1,  a,  1°).  Nessun  altro  punto 
fuori  della  retta  AD  puO  essere  comune  ai  due  piani,  altri- 
menti (§  1,  f)  coinciderebbero.  La  retta  AD,  comune  ai  due 
piani,  si  chiama  intersetione  dei  piani. 

Corollario.  —  Se  più  piani  hanno  un  punto  comune  e  non 
fan  parte  di  un  fascio,  i'intertecano  a  due  a  due  in  tante 
rette  che  hanno  comune  il  punto  comune  dei  piani. 

6.  Due  piani  che  hanno  comune  una  retta  si  dicono  con- 
correnti, e  i  semipiani  in  cui  li  divide  la  retta  si  dicono  uscenti 
da  quella  retta.  Due  di  questi  eemipianì,  che  non  apparten- 
gono allo  stesso  piano,  si  dicono  i  prolungamenti  degli  al- 
tri due. 

Diedri. 

7.  Duesemipiani,  uscenti  da  una  medesima  retta,  divìdono 
lo  spazio  in  due  parti,  che  sì  chiamano  angoli  diedri  o  sem- 
plicemente diedri.  La  retta  comune  ai  chiama  !o  spigolo  o 
la  costola  del  diedro,  e  i  due  aemipiani  si  dicono  facce  del 
diedro.  Ammetteremo  che  si  possa  anche  considerare  un  diedro 
come  generato  da  una  delie  sue  facce,  rotando  intorno  allo 
spigolo,  sino  a  coincidere  coU'altra  faccia. 
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La  faccia,  che  si  maore  si  chiama  origine,  l'altra  termine. 
La  rotazione  dell'origine  può  avvenire  in  due  sensi  opposti  ; 
e  così  si  hanno  i  due  diedri,  in  cui  le  due  facce  divìdono  lo 
spazio. 

8,  Per  indicare  un  diedro  ai  può  leggere  il  solo  spigolo,  o 
le  sola  facce,  o  lo  apigolo  e  un  punto  per  ciascuna  faccia,  o 
due  punti  dello  spigolo  e  uno  per  ciascuna  faccia;  avvertendo, 
in  questi  ultimi  due  casi,  di  porre  in  mezzo  l'indicazione 
dello  spigolo,  poiché  cosi  si  usa  generalmente. 
II  diedro  della  fig.  3  si  può  dunque  indicare  così:  r  o  «^ 
o  CT^,  o  CABD. 

9.  Un  diedro  dicesi  piatto,  se  le  sue 
facce  sono  somipiani  di  uno  stesso  piano. 

Qualunque  retta  di  questo  piano  può  al' 
lora  evidentemente  considerarsi  come  spi- 
golo del  diedro.  Un  diedro,  che  non  sia 
piatto,  si  dice  convesso,  se  non  comprende 
i  prolungamenti  delle  due  facce,  concavo 
invece  se  li  comprende. 

Noi  considereremo  sempre  angoli  convessi, 
a  meno  che  non  avvertiamo  esplicitamente 
il  contrario. 

10.  Se  il  semipiano  origine  ruota  intorno  allo  spigolo  fino 
a  rìprendiire  la  posizione  in  cui  È  dato,  uno  dei  diedri  si  an- 
nulla, l'altro  divanta  tutto  lo  spazio.  Questo  diedro  chiamasi 
giro. 

11.  Due  diedri  si  dicono  eguati,  (Pian.  §  t)  se,  facendo  co- 
incidere l'origine  di  uno  con  l'origina  dell'altro,  e  gli  spigoli, 
(§  1>  >)i  i  termini  pure  coincidono. 

Corollario.  —  /  diedri  piatti  sono  eguali. 

12.  Teorema.  —  /  diedri  sono  grandezze  elementari. 
Infatti  UD  diedro  è  individuato  da  due  piani. 

Per  i  diedri  vale  dunque  il  postulato  delle  grandezze  eie- 
mentari. 

\'ò.  È  evidente  che,  dato  un  diedro,  ce  ne  sono  innumere- 
voli altri  egnalt  a  quello. 

Siene  ora  dati  due  diedri,  p.  es.  «^  a  yS  (Qg.  4)  dei  qnali 
sieno  a  a  7  le  origini,  ^  e  9  i  termini,  m,  n  gli  spigoli.  Fac- 
ciamo coincidere  7  e  ^  (§  1,  i)  in  modo  che  coincidano  n  e 
m,  e  ^  e  a  si  trovino  da  bande  opposte  dello  spazio  rispetto 
alla  faccia  comune.  (Due  diedri  così  disposti  si  dicono  conte- 


Flg.  3. 
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cutivi).  Il  diedro,  che  ba  par  origina  «  e  per  termina  3,  lo 
chiameremo  tomma  dei  due  diedri  dati. 

Questa  de6nizioDe 
paò  esteoJer^i  a  un 
namoro  qualunque  di 
diedri,  ammettendo 
che  UD  piano,  rotando 
intorno  a  una  sua 
retta,  possa  percorrer 
lo  spazio  quante  volte 
si  vuole. 

Bali  due  diedri  di- 
seguali ap  e  7^   (fi-  ■'■e  *• 
^ura  4),  se  facciamo 

coincidere  le  origini  <x  e  y  In  modo  che  coincidano  gli  spigoli 
m  e  n  a  le  altre  facce  aleno  dalla  stessa  banda  dello  spazio 
rispetto  alla  faccia  comune,  non  potando  darsi  che  coincidano 
jS  e  f ,  poiché  altrimenti  i  diedri  dati  sarebbero  eguali,  contro 
ripotesi,  dovrft  uno  dei  termini  per  es.  S  essere  compreso  tra 
l'orìgine  comune  e  l'altro  termina  ^.  Allora  il  diedro  ap  può 
considerarsi  come  somma  dei  due  diedri  yS  e  ^p.  E  diremo 
ixp  maggiore  di  7^  e  yS  minore  di  a/3 .  Il  diedro  3,8  si  di<:e 
differenza  dei  diedri  a ^  e^J, 

E  sorivE 


a^   =  yS   +   Sp;  «,9  >  yS 

Potendosi  ora  dimostrare  per  i  diedri  i  teoremi  analoghi  a 
quelli  dimostrati  per  i  segmenti,  per  gli  angoli,  ecc.,  special- 
mente quelli  che  riguardano  le  proprietà  commutativa  e  as- 
sociativa della  somma,  potremo  dedurne  che  la  somma  di  più 
diedri  6  unica,  e  perciò,  soddisfacendo  ì  diedri  alle  condizioni 
richieste  nel  §  3  (Pian).,  potremo  enunciare  il  seguente: 

Teorema.  —  /  diedri  sono  grandezze  dì  primo  genere. 

14.  Possiamo  perciò  ritenere  come  dimostrati  per  i  diedri 
i  teoremi  già  dimostrati  nella  planimetria  per  le  grandezze 
di  primo  genere  ed  estendere  ad  essi  la  definizioni  di  multipli  e 
Eummultipli  e  t  teoremi  relativi  (Pian.  g§  98  e  seg,}  il  postu- 
lalo d'Archimede  (Pian.  §§  330,  331)  e  le  sue  conseguenza 
(Pian.  §§  364  e  seg.). 
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O  GRANDEZZE   DI   PRIMO  GENERE. 

15.  Doe  diedri  ai  dicono  supplementari,  se  la  loro  Eon]n!]& 
b  on  diedro'  piatto. 
Corollario.  —  Due  diedri  consecutivi  tali,  che  il  termine  di 
vno  sia  il  prolungamento   della 
origine   dell'altro,   sono    supple- 
mentari. 

Infatti  la  loro  fomma  è  an 
diedro  piatto.  Tali  diedri  si  so- 
gliono chiamare  adiacenti. 

16.  Teorema.  —  Se  due  diedri 
consecntiti  sono  supplementari, 
il  termine  di  uno  è  il  prolunga^ 
mento  dell'origine  dell'altro. 

17.  Teorema.  —  La  sotnma  dei 
diedri  consecutivi,  /"ormati  da 
piit  semipiani  uscenti  da  una 
medesima  retta,  é  un  giro. 

si  dicono  opposti  allo  spigolo,  quando  le  facce 
ui  uno  Houo  i  prolungamenti  delle  facce  dell'altro.  Cosi  aella 
fijr.  5  sono  opposti  aUo  spìgolo  i  diedri  A.rB,HrC  e  i  diedri 
A?H  e  Grh. 

19.  Teorema.  —  /  diedri  supplementari   di  diedri  eguali 
sono  eguali. 

Sieno  ArB  e  K^r^  (fig.  6)  i  due  diedri  egaali.  Possiamo 
far  coincidere  il  semi- 
piano r'  B'  col  semipia-  |~ 
DO  r  B  in   modo  che  { 
coincidano  r  e  r';  nello 
stesso  tempo,  per  l'ipo- 
tesi del  teorema,  coin- 
cidono i  semipiani  r'  C 
e  r  C  ;  e  perciò  i  diedri 
€rU  e SVB',    suppk- 
meotari  dei  diedri  dati, 
coincidono   o   sono   e- 
guali-  Kig.  e.  ■ 

20.  Corollario.  —  / 

diedri  supplementari  di  diedri  diseguali  sono  diseguali,  ed 
è  maggiore    il  supplementare  del  diedro  minore. 

21.  Teorema.  — [diedri  opposti  alto  spigolo  sono  eguali. 
E  difatti  due  diedri  opposti  allo  spigolo,  come  ArB,  GrS 
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Bono  (flg.  7)  sapplementari  di  uno  sfesso  diedro  At*D,  e  pel 
teorema  precedente  sono  eguali.  Si  può  anche  dimostrare  que- 
sto teorema,  osserTando  che,  pel  po- 
stntato  delle  figure  elementari ,  è 
ArB  — Bi-A,  e  quindi  posaiamo'far 
coincidere  la  Taccia  r  B  con  la  faccia 
r  A  e  la  r  A  con  la  rB;  ma  allora 
coincidono  nello  stesso  tempo  r  A  con 
rB  e  rC  con  rD;  il  che  prova  che 
è  ArB  =  fi^'. 

22.  Teorema.  —  Se  due  diedri  t- 
fjuùli  hanno  comune  lo  spigolo  e  vna 
faceta  dell'uno  e  una  faccia  delVaì- 
tro  tono  temipiani  di  un  medetimo 
piano,  e  le  altre  facce  sono  da  hande 
opposte  rispetto  a  questo  piano,  qve 
■  Ite  due  facce  sono  pure  se*»ipiani  di 
un  medesimo  piano.  -  ^-  -- 

Sieno  BrCeArD  (flg.  7)  i  due  diedri  eguali,  che  hanno 
comune  lo  spìgolo  r,  e  sieno  r  A,  r  C  aemipìani  dì  un  medesimo 
piano  rispetto  al  quale  r  B  e  r  D  sono  da  bande  opposte.  Allora 
essendo  sapplementari  i  diedri  ArD,  DrC,  sono  supplementari 
anche  i  diedri  DrC,  BrC  poiché  è,  per  ipotesi,  ArD  =  BrC; 
e  per  il  teorema  del  §  16  debbono  essere  rB,  rD  semìpìani 
di  un  medesimo  piano. 


Piani  perpendicolari.  Diedri  betti. 


23.  Lemma.  —  Per  un  punto  di  una  retta  si  possono  co- 
struire innumerevoli  perpendicolari  alla  retta.  Lametta  data* 
(Ùg.  8}  è  V  asse  di  un  fascio  di  piani  (g  I,  e).  Ognuno  di 
questi  contiene  la  retta,  e  percià  si  può  per  il  punto  dato  P . 
costruire  in  ognuno  dì  eesi  nua  perpendicolare  alla  retta  data. 
Ma  i  piani  del  fascio  sono  iunomerevolì  ;  son  dunque  innume- 
revoli le  perpendicolari  alla  retta. 

124.  Teorema.  —  Vi  sono  itìnumerevoli  coppie  di  piani,  che 
formano  qvatlro  diedri  eguali. 

Sia  *  una  retta  qualunque  (flg.  9)  e  A  un  suo  punto.  Co- 
struiamo per  A  due  rette  ad  essa  perpendicolaiì,  e  Steno  AB 
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e  AD,  fl  coslruiamo  i  piaai  BAD,  »  B,  «  D  che  chiameremo  ri- 
Bpettìvamenla  «.  jS,  7.  Sono  eguali  i  diedri  B*E,  D«U  per- 
chè opposti  allo  spigolo;  e  passiamo,  facendo  rotar  la  figura  di 


mezzo  giro  intoruo  alla  retta  i,  scambiare  le  facce  s  E  con  «D 
e  sB  con  «  G.  Allora,  rimannDdo  fermo  il  ponto  A  ed  oasendo 
MA  U  =  MAC  e  MA  lì  =°  M  AD  perchè  angoli  retti,  il  raggio  AB 
si  scambia  con  AC  e  AB  con  AD.  Sicché  il  piano  a  ooincide 
con  Bè stesso,  ossia  ecorre  rotando  intorno  al  punto  A.  E  poiché 
il  piano  ^  non  ha  fatto  che  scambiare  Io  sue  due   bande,  il 

diedro  MDEB  si  è  scambiato  col  diedro  MDEG  e  viceversa. 
Possiamo  dedurne  che  è  MDEB  =  MDEU.  E,  per  l'eguaglianza 
dei  diedri  opposti  allo  spigolo,  si  conclude  che  è; 

MDÈB  =  MDEC  =  NDEB  =  NDK5, 

ossia  che  i  due  piani  a  e  (3  formano  quattro  diedri  eguali. 

Analogamente  avremmo  potuto  dimostrare  che  formano 
quattro  diedri  eguali  i  piani  xay.Ei  essendo  arbitraria  la  retta 
t  e  il  punto  scelto  sn  di  essa,  possiamo  ritener  vero  il  teorema 
eaunciuto. 

25.  Due  piani  tali,  che  formino  quattro  diedri  eguali,  si 
dicono  perpendicolari  nella  retta  comune.  11  teorema  prece- 
dente può  dunque  enunciarsi  così: 
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I  DIEDRI.  Il 

Esistono  innumerevoli  coppie  di  piani  perpendicolari. 

O  anche,  ricordando  come  ai  sodo  otteouti  i  piani  >,  ^,  -/ 
àaìn  U  retta  s,  possiamo  dire: 

Se  da  un  punlo  di  una  retta  si  costruiscono  ad  essa  due 
perpendicolari,  il  (oro  piano  è  perpendicolare  a  ciascuno 
dei  piani,  che  contiene  la  retta  data  e  una  delle  perpendi- 
colari. 

S6.  I  diedri  formati  da  due  piani  perpendicolari  si  dicono 
retti.  Due  piani,  che  hanno  una  retta  comune  e  non  sodo  per- 
penilicolari,  si  dicono  obliqui. 

Un  giro  è  la  somma  di  quattro  diedri  retti;  un  diedro 
piatto  è  la  somma  di  due  diedri  retti. 

Un  diedro  ratto  è  sammaltiplo  secondo  il  numero  quattro 
di  OD  giro,  e  secondo  il  numero  due  di  un  diedro  piatto. 

Poiché  1  diedri  piatti  son  tatti  eguali  (§  11)  si  deduce  (Pian. 
§  104,  Stereom.  §  14):   Tutti  i  diedri  retti  sono  eguali. 

27.  Ogni  diedro  maggiore  di  un  retto  dicesi  ottuso;  ogni 
diedro  minoro  di  un  rotto  dioesi  acuto. 

Ogni  diedro  ottuso  è  maggiore  dì  ogni  diedro  acuto. 

28.  Due  diedri  si  dicono  complementari  quando  la  loro 
somma  è  un  diedro  retto. 

È  Tacile  dimostrare  che: 

1.°  Diedri  complementari  di  diedri  eguali  tono  eguali. 

2."  Diedri  complementari  di  diedri  diseguali  son  dise- 

gitali,  ed  è  maggiore  il  complementare  del  diedro    minore. 

29.  Teorema.  —  Vi  é  un  piano  e  uno  solo  perpendicolare 
ad  un  piano  dato  in  una  delle  sue  rette. 

Sia  u  il  piano  dato  (dg.  Id)  ed  r  una  sua  retta  data.  Co- 
struiamo due  piani  ^  e  y    perpendicolari 
fra  loro  nella  retti  s.  Fiicciarao  cninci'loro  ^ 


il  piano  7  col  piano  a  in  modo  che  s  coincida  con  r.  L'altro 
piano  risulta  perpendicolare  ad  a. 

Non  v'é  nessun  altro  piano  che  sìa  perpendicolare  ad  a  nella 
rotta  r,  perchè,  se  ci  fosse,  e  fosse,  per  ee.  3,  i  diedri   retti 
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fcc,'Sx  dovrubbero  essere  eguali  (§  26)  e  questo  sarebbe  c< 
Ilo  l'ipotesi. 


Rette  e  piani  perpendicolari. 


I  retta  in 


30.  Teorema.  —  Tutte  le  perpendicolari  a  i 
un  suo  punto  sono  in  un  medesimo  piano. 

Sia  a  la  retta  data,  A  ud  suo  punto,  e  rj,  r^,  rg.  .  .  .  lo 
rette  perpendicolari  alla  retta  a  oel  punto  A  {§  23)  (fig.  11). 
Per  il  teorema  del  §  25  il  piano  r,  r, 
è  perpendicolare  al  piauo  ar^  nella  retta 
r-g;  ma  anche  il  .piano  »"gf3,    è  perpen- 
dicolare, per  la  stessa  ragione,  allo  stesso 
piano  dfg  oella  stessa  retta  r^.  Pel  teo- 
rema prccedeDte  (§  29)  i  due  piani   r, 
t*g,  rg  r,  devono  coincidere,  cioè  le  rei- 
tà rj,  r^,  Tg  sono  rette  di  uno  stesso  pia- 
no. Analogamente  si  dimostra  per  le  altre. 
Corollario.  —  Se  un  angolo  retto  ruota 
intomo  ad  un  suo  lato,  fallro  lato  ge- 
nera un  piano. 
31.  Teorema.  —  Se  una  retta  è  ppr- 


pendicolare  nel  loro 
punto  comune  a  due  ret- 
te di  un  fascio,  è  per' 

pendicolare  a  qualun- 
que altra  retta  dello 
stesso  fascio. 

Sia  la  retta  a  (Sg.  12) 
perpendicolare  nel  punto 
A  alle  rette  b ,  e.  Dico 
che  È  perpendicolare  a 
qualunque  altra  retta  d 
del  fascio  bc. 

Sia  «  il  piano  del  fascio,  e  supponiamo  che  le  rette  a  d 
non  sieno  perpendicolari.  Siccome  nel  piano  ad  ci  deve  essere 
una  perpendicolare  nel  punto  A  alla  retta  a,  s  nna  sola,  se 
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qaesta  non  è,  per  ipotesi,  d,  sia  m,  che  deve  trovarsi  fuori 
del  piano  >,  altrimenti  coinciderebbe  con  d.  Allora  le  porpen- 
dicoiari  b,  e,  m  alla  retta  a  ìa  uno  stesso  ponto  noQ  saritbbero, 
contro  il  teorema  procedente,  in  un  medesimo  piano.  Dunque 
ripetasi  posta  è  assurda:  e  devono  essere  a  e  <j  perpendicolari. 

32.  Sd  una  retta  è  perpendicolare  a  due  rette  concorrenti 
di  un  piano  (e  perciò  a  tutto  Io  altro  rette  del  piano  concor  - 
renti  con  essa),  ai  dice  perpendiculare  al  piano,  e  il  piana  per- 
pendicolare alla  retta  nel  punto  comune. 

Una  retta  od  un  piano  si  dicono  obliqui,  quando  s'incontrano 
o  non  soGO  perpendicolari. 

Ricordando  il  teorema  2.'*  del  §  23,  possiamo  enunciare  il 
seguente: 

Corollario.  —  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano, 
sono  perpendicolari  al  piano  tutti  i  piani  che  la  contengono. 

33.  Tearema.  —  Dato  un  punto  su  un  piano,  esiste  sempre 


una  reliOf  e  una  sola,  perpendicolare  in  quel  punto  al  piano. 
Dato  il  punto  A  sul  piano  a,  si  prenda  una  retta  qualunque 
r,  ed  in  un  suo  punto  R  sì  costruisca  il  piano  delle  perpen- 
dicolari in  quel  punto  alla  rotta  (flg.  13).  Sia  jS  questo  piano, 
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e  si  porti  a  coincidere  cod  a  in  modo  che  R  coincida  con  A. 
La  retta  r  risalterà  perpendicolare  al  plano  a. 

Non  vi  aouj  altre  rotte  perpendioolaPi  ad  «■  in  A,  perchè, 
se  ve  ne  fos'ie  un'altra,  e  fosse  per  es.  a,  se  costruiamo  il 
piano  rs,  ambedne  lo  rette  rea  dovrebbero  esser  perpendi- 
colari alla  retta  a,  intersezione  dei  due  piani,  il  che  è  impos- 
sibile. 

34.  Teorema.  —  Se  due  piani  ton  perpendicolari.  Offrii 
retta  di  uno  di  essi,  perpendicolare  alla  loro  interdettone,  é 
perpendicolare  all'altro  piano. 

Siano  «  e  ^  i  due  piani  (G^.  14),  r  la  loro  intersezione, 
OP  la  retta  di  /3  perpendi- 
colare a  »■.  Dico  cbo  OP  è 
perpendicolare  a  «. 

Sa  non  fosse ,  e  invece 
fos^e  OD  la  perpendicolare 
ad  "  in  0,  la  quale  sarebbe 
.allora  fuori  del  piano  fi,  do- 
vrebbe il  piano  DOr  esser 
perpendicolare  ad  n  (§  32 
Coroll.)  e  vi  sarebbero  due 
piani  perpendicolari  ad  a  in 
una  delle  sue  rettf,  il  cbe  è  impossìbile  (§  29). 

35.  È  vero  il  teorema  inverso: 

Teorema.  —  Se  due  piani  sono  perpendicolari,  una  retta 
perpendicolare  a  uno  di  essi  in  un  punto  della  loro  interse- 
zione è  contenuta  nell'altro  piano. 

Se  OP,  perpendicolare  in  0  al  piano  a  (flg.  \A),  non  fosse 
contenuta  nel  piano  (9,  costruiamo  in  questo  piano  la  retta  OD 
perpendicolare  all'intersezione  r. 

Pel  teorema  precedente  è  OD  perpendicolare  a  a:  e  allora 
nel  punto  0  s\  avrebbero  due  rette  perpendicolari  a  z,  il  che 
è  impossibile  (§  33).  Dunque  deve  la  retta  OP  esser  comenala 
nel  piano  ^. 

36.  Teorema.  —  Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano, 
ogni  sua  parallela  è  pure  perpendicolare  al  piano. 

Sia  a  perpendicolare  al  piano  a  nei  punto  A  (Rg.  15)  e 
sia  b  parallela  ad  a.  Dico  che  b  è  perpendicolare  sd  «. 

Costruiamo  il  piano  ab  e  sia  AB  la  sua  intersezione  col 
piano  a.  Questa  retta  AB  deve  avere  un  punto  comune  colla 
retta  b,  perchè  sono  compiane,  e  non  possono  essare  parallele. 
Sia  B  questo  punto.  Il  piano  ab  6  perpendicolare  ad  «  (§  33 
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cor.)t  sicché  3Q  nel  punto  B  si  cojtruUca  ta  perpendicolai 
al  piano  a,  questa  dove  trovarsi  nel  piano  ab  (§  35).  E  no 
può  essere  che  b,  perchè 
altrimenti  nel  piano  ab  si 
avrebbero  due  rette  per- 
pendicolari in  B  alla  retta 
AB,  il  che  è  inipos8Ìbit<>. 
37,  È   vero  il  teorema 


Se  due  rette  son  per- 
pendicolari a  un  piano 
ton  parallele, 

38.  Teorema.  —  Se  da 
un  punto  di  un  piano  si 
costruisce  la  perpendico- 
lare   a    una    retta   data 


Vis.  13. 


del  piano  e  la  perpendicolare  al  piano,   la  diitanta  di  un 
pttnto  qualunque  di   quetta  dal  punto  comune  alla  retta 
del  piano  e  alla  sua  perpendicolare,  è  tempre  perpendico- 
lare alla  medesima  retta. 
Sia   a  il  piano    dato  (fi- 
gura 16),  A  un  punto  dato 
del  piaro,  r  una  retta  qua- 
lunque del  piano  stesso.  .Sìa 
AB  la  perpendicolare  ad  r 
B  AC   la  perpendicolare   al 
piano  nel  punto  A,  Dico  che 
ìa  distanza  BC  dal  punto  B 
a    un   punto  qualunque    C 
della   rftla    AC  risulta  per 
pendicolare  alla  retta  r. 
Da   B   si   costruisca    la 
Kìg.  i«.  parallela  ad  AC,  e  sia  BD 

che  risulta  perpendicolare  al 
piano  B  (§  36)  e  perciò  perpendicolare  alla  retta  r,  la  quale, 
essendo  perpendicolare  alle  due  rette  BA  e  BD,  è  perpendicc- 
lare  al  loro  piano,  e  perciò  alla  retta  BC  in  esso  contenuta. 
Qoesto  teorema  vien  detto  teoremn  delle  tre  perpendicolari. 
39,  Teorema.  —  Per  un  punto  dato  si  pvò  tempre  co- 
ttruìre  un  piano,  e  uno  solo,  perpendicolare  ad  una  retta 
data. 

Se  il  punto  dato  è  auUa  retta,  il  piano  richiesto  6  il  piano 
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delle  perpendicolari  alla  retta  in  quel  pnuto;  ed  è  facile  ve- 
dere che  non  re  ne  sono  altri. 

Se  U  pnato  dato  ò  funri  della  retta,  sia  P  il  punto  e  a  la 
retta   {&g.    17).  Nel    piano  , 

aP  si  costruisca  da  P  la 
perpendicolare  alla  retta  e 
sia  PH. 

Da  H  si  costruisca  un'al- 
tra perpendicolare  alla  retta  / 
a  e  sia  HR.  Il  piano  HRP,         / 
che  è  il    piano  di   tutte   le        / 
perpendicolari  alla  retta  nel       / 
punto  H,  è  il  piana  richie-      / 

sto.  E  non  co  ne  sono  altri,      ^ 

perchè  non  ce  ne  può  essere 
an  altro  che  incontri  la  retta 
a  nel  punto  H,  giacché  al- 
lora del  punto  H  sulla  retta 
si  potrebbero  costruire  due 
piani  perpendioolari  alla  ret- 
ta, contro  ciò  che  si  è  detto  ^'B-  "■ 
nel  caso  precedente;  nò  ce 

ne  può  nemnieno  essere  un  altro  a,  che  incontri  a  in  un 
punto  A  diverso  da  H,  perchè  allora  dovrebbe  essere  PA. 
perpendicolare  ad  a.  Si  avrebbero  cioè  due  rette  compiane  e 
concorrenti  PH  e  PA  perpendicolari  alla  medesima  retta,  il 
che  ò  impossibile. 

40.  Teorema.  —  Per  ìtn  punto  dato  sì  può  sempre  costruire 
una  retta  perpendicolare  a  un  piano  dato  e  una  loia. 
.    Se  il  punto  dato  è  sul  piano,  il  teorema  è  stato  dimostrato 
al  §  33. 

Se  il  ponto  dato  A  è  fuori  del  piano,  per  un  punto  arbi- 
trario 0  del  piano  si  costruisca  la  perpendicolare  r.  Dal  ponto 
A  si  coi^truisca  la  parallela  alla  retta  r,  eJ  essa  (g  36)  sar& 
perpendicolare  al  piano.  Di  perpendioolari  al  piano  uscenti  da 
A  non  ve  ne  sono  altre  pel  g  37. 

Corollario.  —  Se  due  o  più  piani  perpendicolari  a  un  me- 
desimo piano  hanno  una  retta  comune  essa  é  perpendico- 
lare a  quel  piano, 

Siene  i  plani  j^  e  7  perpendicolari  al  piano  «.  Se  ò  e  e 
sono  la  loro  intersezioni  col  plano  a  (Ig.  18),  e  r  è  la  loro 
retta  comune,  da  un  punto  qualunque  di  questa  sì  costruisca 


n.m.f.rih/GoD'^le 


RETTE   E  PIANI   PERPENDICOLARI.  1' 

nel  piano  p  la  perpendicolare  a  fr,  e  nel  pianu  y  la  perpen- 
dicolare a  e.  Queste  due  perpendicolari,  dovendo  essera  ambe- 
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Fig.  18. 

due  perpendicolari  al  piano  a  (§  3-1),  uscendo  da  uno  stessa 
ponto,  necesHaria mente  coincidono  (§  40),  o  perciò  coincidono 
coir  intersezione  dei  dna  plani  fi  e  y,  che  d  dunque  perpen- 
dicolare al  piano  a, 

41.  Teorema.  —  Per  una  'lata  retta  non  perpendicolare 
ad  un  piano  dato,  si  può  seiupre  costruire  un  piano,  ed  uno 
tolo,  perpendicolare  al  piano  dato. 

Sia  r  la  retta  data  non  perpendicolare  ad  »  (Gg.  19).  Siano 
A,  B,  C  tre  suoi  ponti,  e  si  costruiFcano  da  qnesti  punti  le  rette 
AA',  BB',  CC'  perpendicolari  a  «.  Il  piano  t*  A'  è  perpendicolare 


Fig.  19. 

(§  32  Corolt.)  al  piano  a  e  cosi  il  piano  rB'  e  così  pure  il 
NtNMBi.  —  aureomeirla.  i,  i-,    ; ,  Lil.)tf'ylc 
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piSDO  rC.  Se  qnestj  piani  r  A',  r  B',  rC  fossero  uno  dUlinto 
dall'altro,  )&  loro  rella  comune  r  dorrebbe  eesere  perpendico- 
lare al  piano  a  (g  40  Cordi.),  il  che  è  contro  l'ipotesi.  Vuol 
dire  dunque  che  ì  tre  piani  coincidono  in  uno  solo,  che  è  per- 
pdicolare  al  piano  a,  come  volevamo  dimostrare. 

Corollario.  —  Se  dai  punti  di  una  retta,  non  perpendico- 
lare ad  ttn  piano,  si  costruiscono  le  perpendicolari  a  qite- 
sio  piano,  esse  nono  tutte  sul  medesimo  piano  perpendicolare 
al  piano  dato.  ^  per  coDEeguenza:  t  loro  punti  comuni  con 
quetto  piano  tono  sulla  medesima  retta. 

Sezioni  normali  dei  diedri. 


42.  Se  nn  piano  incontra  le  facce  di  uo  diedro,  le  sue  ìii- 
tersezìoni  con  le  facce  formano  od  angolo,  che  ha  il  rertìce 
sullo  spigolo  del  diedro,  e  che  si  chiama  testone  del  diedro 
con  quel  piano. 

Se  il  piano  secante  è  perpendicolare  allo  spigolo,  la  sezione 
si  chiama  sezione  normale  o  rettilineo  del  diedro. 

É  evidente  che  i  lati  della  sezione  normale  sono  perpendi- 
colari allo  spigolo  del  diedro.  E  che,  preso  un  punto  snllo  spi- 
golo, sa  sì  costruiscono  per  questo  punto  nelle  facce  lo  per- 
pendicolari allo  spigolo,  il  loro  an- 
golo è  una  sezione  normale. 

Corollario.  —  La  sezione  nor- 
male di  un  diedro  retto  è  un 
angolo  retto  (%  'M),  di  un  diedro 
piatto  un  angolo  piatto,  di  un  die- 
dro gira  un  angolo  giro. 

A'ò.  Teorema.  —  Le  settoni  nor- 
mali di  un  diedro  sono  tutte 
eguali. 

Sia  "o^  un  diedro  e  IdÀP,   f^BÌÌ 

(fìg.   20)   due   sezioni   normali.    Si 

faccia  scorrere  il  diedro  su  sé  stesso. 

In  modo  che  scorra  su  sé  stesso  Io 

spigolo  AB,  finché  B    coincida  con 

A.    Allora    BN    coincide    con    AM, 

perchè   perpendicolari   compiane   a   una  slessa  retta  in   uno 

stesso  punto:  e,  per  la  stessa  ragione,  BR  coincide  con   AI'. 

II  che  prora  che  gli  angoli  MAF,  ^BK  sono  eguali. 


SEZIONI  NORMALI   DEI  DIEDRI. 

44.  Teorema.  —  Sexionì  normali  di  diedri  eguali  i 
eguali. 

Sieno  a^,  yS  i  diedri  eguali,  rosi  loro  spigoli,  h 
uua  sezione  Dormale  dsl  primo,  (3ND  udb  sezione  normale 
secondo  (flg,  21), 


Emendo  i  diedri  egaalì,  possiamo  farli  coincidere  ;  e  possii 
far  si  tlie  S  coincida  con  (9,  y  con  a,  *  con  r,  in  modo 
N  coincida  con  M,  Allora,  di  conseguenza,  coincidono  ND 
MB,  NG  con  MA,  e  perciò  deduciamo  che  le  sezioni  non 
XMB,  CND  sono  eguali. 

45.  È  facile  dimostrare  analogamente  il  teorema  contra 
Teorema.  —  Sezioni  normali  di  diedri  non  eguali,  -. 

tono  eguali,  ed  é  maggiore  la  sezione  normale  del  die 
maggiore. 

E  perciò  sono  veri  i  teoremi  inverai: 

l."  Se  dite  diedri  hanno  sezioni  normali  eguali,  s 
eguali. 

2°  Se  due  diedri  non  hanno  sezioni  normali  eguali 
sono  eguali,  ed  è  maggiore  il  diedro  che  ha  la  sezione  t 
male  maggiore. 

Corollario.  —  La  sezione  normale  di  un  diedro  acuì 
un  angolo  acuto,  di  un  diedro  ottuso  é  un  angolo  ott\ 

E  un  diedro  è  acuto  o  ottaso,  secondo  che  la  ^va.  sezi 
□ormale  è  un  angolo  acuto  o  oUuso. 

46.  Si  deduce  facilmente: 
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Tsorema.  —  Se  vn  diedro  é  somma  o  differenza  di  due 
altri,  la  tua  lezione  normale  è  somma  o  differenza  delle 
loro  sezioni  normali, 

E  perciò: 

Teorema.  —  Se  un  diedro  è  doppio,  triplo,  quadruplo .  .  . 
di  un  altro,  la  sua  sezione  normale  è  doppia,  tripla,  qua- 
drupla ,  . .  del/a  sezione  normale  delValtro. 

Teorema.  —  /  diedri  son  direttamente  proporzionali  alle 
loro  sezioni  normali. 

E  difatti  i  diedri  e  le  corri  8po  od  enti  sezioni  Dormali  con- 
siderati come  etati  di  grandezze  variabili  sono  univocamente 
dipendenti,  perchè  ad  ogni  diedro  corrisponde  una  sola  sezione 
normale  (cioè  tutte  sezioni  normali  eguali),  e  viceversa,  dato 
un  angolo  come  sezione  normale,  ad  esso  corrisponde  an  solo 
diedro  (cioè  tutti  diedri  eguali). 

Le  due  grandezze  sono  insieme  crescenti  e  decrescenti,  e,  pel 
teorema  precedente,  a  stati  multipli  di  uno  stato  della  prima 
corrispondono  stati  equimultipji  dello  stato  corrispondente  della 
seconda.  Dunque  le  due  grandezze  sono  direttamente  propor- 
zionali. 

47.  Teorema.  —  Un  diedro  si  può  diiidere  in  un  numero 
qualunque  di  parti  eguali. 

Si  divida  con  raggi  nel  numero  dato  di  parti  eguali  la  se- 
zione normale  del  diedro. 

Tali  raggi  sono  tutti  perpendicolari  allo  spi- 
golo. Se  si  costruiscono  i  piani  individuati  da 
ognuno  dì  questi  raggi  e  dallo  spigolo  (flg.  2S), 
il  diedro  resta  diviso  nel  numero  dato  dì  diedri^  i 
1  quali  hanno  per  sezione  normale  le  parti,  ia 
cui  à  divisa  la  sezione  normale  del  diedro  dato. 
E  poiché  queste  parti  sono  eguali,  1  diedri  mn 
pure  eguali ,  ossia  il  diedro  è  stato  diviso  in 
quante  si  vogliono  parti  eguali. 

Questa  proprie! A  può  enunciarsi  dicendo;  J>i 
un  diedro  esistono  summultipli  secondo  g-wa- 
lunque  numero. 

48.  Teorema.  —  Dati  due  diedri  si  può  sempre  tror:are 
un  multiplo  del  minore,  che  sia  mafftjiore  dell'altro. 

Il  teorema  è  evidente,  giacché  si  puO  sempre  trovare  un 
multiplo  della  sezione  normale  dal  minore,  che  sia  maggiora 
della  sezione  normale  dell'altro  (Pian  g  331). 

49.  Teorema.  —  Se  da  un  punto  dello  spigolo  di  un  diedro 


Fig.  22. 
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*('  costruiscano  due  raggi  perpendicolari  alle  facce,  in  modo 
che  ciascuno  si  trovi  rispetto  alla  sua  /accia  dalla  slessa 
banda  dell'altra  faccia,  il  loro  angolo  é  supplementare  della 
sezione  normale  del  diedro. 

Sia  aj9  il  diedro  dato  (flg.  23)  P  un  punto  dello  spigolo  r, 
MPN  la  sezione  Dormale,  ir  il  suo  piano  ;  PA,  PB  sieno  per- 


pendicolari in  P  rispettivamente  alle  facce  a  o  p.  Siccome 
(§  30)  lo  perpeDdicolari  in  un  punto  ad  una  retta  si  trovano 
tutte  in  nn  medesimo  plano,  le  rette  PA,  PB  saranno  puro 
sul  piano  n-,  che  contiene  le  perpendicolari  PM,  PN.  E  saranno 
PA  e  PB  ambedue  interne  o  ambedue  estarne  all'angolo  MAN  , 
secondo  che  la  sezione  normale,  e  perciò  il  diedro,  è  angolo 
ottuso  od  acuto.  Non  consideriamo  il  caso  in  cui  il  diedro  d 
retto,  e  gli  angoli  (allora  coincidenti)  tdPr^,  BPA^  sieno,  di 
consegnenza,  retti,  perchè  allora  il  teorema  è  evidente. 

In  ognano  dei  due  casi  considerati,  se  facciamo  scorrere  il 
piano  n  su  gè  stesso,  rotando  di  un  angolo  retto  intorno  al 
punto  P,  il  raggio  PB  coincide  con  PN,  che  gli  è  perpendi- 
colare, e  PA  coincide  con  PQ,  prolungamento  di  PM.  Sicché 
sono  eguali  gli  angoli  SPA  e  ?4P(J;  ma  NPQ  è  supplementare 
di  MPN,  è  dunque  fiPA  supplementare  di  MPN,  come  si  vo- 
leva dimostrare. 

50.  Si  è  convennto  di  prendere,  come  unità  di  misura  dei 
diedri,  Ìl  diedro  retto,  che  vien  diviso  in  90  parti,  chiamate 
gradi;  ogni  grado  in  60  parli  chiamate  minuti  primi,  ogni 
minuto  primo  in  60  minuti  secondi. 
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Se,  come  abbiamo  Btabilito,  prendiamo  coma  unità  di  mi- 
Bors  dagli  angoli  piani  l'angolo  retto,  aoddiviso  io  gradì,  mi- 
nuti primi  e  minuti  secondi,  coma  si  è  indicato  al  §  465  della 
Planimetria,  si  ha  evidentemente  il  seguente  teorema: 

//  numero,  che  esprime  la  mitura  di  un  diedro,  é  eguale 
al  numero  che  esprime  la  misura  delia  sua  sezione  normale. 

Il  quale  teorema  per  eccessivo  amore  di  brevità,  ai  trova 
anche  enunciato  cosi: 

Il  diedro  è  misurato  dalla  sua  sezione  normile. 

51.  Problema.  —  Coitruire  un  diedro  eguale  a  un  diedro 
dato,  che  abbia  per  spigolo  una  retta  data  e  una  sua  faccia 
sia  un  semipiano  dato  uscente  da  questa  retta. 

Sia  «^  il  diedro  dato  (fig.  21],  di  cui  r  è  Io  a  pigolo,  e  sia 
s  la  retta  data  e  7  il  aemipìaao  nsoeute  da  essa.  Par  un  ponto  M 
di  r  coslruiaco  la  sizIoqo  normale  AM8  del  diedro  dato,  e 
per  an  punto  N  qualunque  dalla  ratta  s  costruisco  un  piano 
ad  esaa  perpendicolare,  che  interseca  7  secondo  una  retta  NC. 
Se  in  questo  piano  perpendicolare,  costruisco  un  raggio  ND 
tale  che  sia  CND  ^  AMB,  e  costruisco  il  piano  S  individuato 
dalle  rette  >  a  ND,  ottengo  un  diedro  <>^  ctie  è  il  diedro  ri- 
chiesto. 

Difatti  ba  per  spigolo  la  retta  data,  una  sua  faccia  è  il 
semipìano  dato,  e  la  sua  Bezione  normale  CND  6  eguale  alla 
sezione  normale  del  diedro  dato:  e  perciò  i  diedri  sono  eguali. 

Piani  paralleli.  Rette  e  piani  paralleli. 

52.  Due  piani  a  e  ^  (fig.  24)  incontrati  da  un  piano  7  nelle 
rette  i*  ed  s  formano  con  questo  otto  diedri,  coi  quali  bì  formano 
quattro  coppie  di  diedri  eguali,  perchè  opposti  allo  spigolo,  e 
otto  coppie  di  diedri  supplementari,  perchè  adiacenti.  Degli 
otto  diedri  così  ottenuti,  quattro  cioè  A rB,  ArC,  DsP,  E»T, 
si  dicono  estemi,  gli  altri  quattro  interni. 

Due  diedri  come  ArB,  EsF,  ambedue  esterni,  non  conse- 
cutivi a  situati  da  bande  opposte  dello  spazio  rispetto  al  piano 
secante,  si  dicono  alterni  esterni. 

Duo  diedri,  come  BrP  e  A. sii,  ambedue  interni,  noD  conse- 
cutivi, o  situati  da  bande  opposte  dallo  spazio  rispetto  a! 
piano  secante,  diconsi  alterni  interni. 

Dua  diedri,  come  ArO  e  A^^,  uno  esterno  l'altre  in- 
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terno,  non  conaecativi,  sitnati  dalla  stessa  banda  rispetto  al 
piano  secEiite,  si  dicono  corrispondenti. 

Due  diedri,  come  UrK,  A»t;,  o  come  ArC,  F«K  ambedue 
interni  o  ambedue  esterDi,  non  consecutivi  e  dalla  |8Sd  sabndaa 
rispetto  al  piano  secante,  diconsi  coniugati. 

Negli  otto  diedri 
si  hanno  due  coppie 
di  diedri  alterai  in- 
terni ,  due  coppie  di 
alterni  esterni,  quat- 
tro coppie  di  corri- 
spondenti, due  coppie 
di  coniugati  interni  , 
due  coppie  di  coniu- 
gati esterni. 

53.  Si  possono  con- 
siderare i  seguenti 
ea^i: 

che  sieno  eguali 
i  due  diedri  di  una 
qualunque  coppia  di 
corrispondenti, 

die  sieno  eguali 
i    dne  diedri   di  una  Pig.  43. 

qualunque  eoppia    di 
alterai  esterni, 

che  sieno  eguali  t  diedri  di  una  qualunque  coppia  dì  al- 
terni interni, 

che  due  diedri  di  una  qualunque  coppia  di  coningati  sieno 


Sarebbero  dunque  dodici  casi.  Ma  con  considerazioni  iden- 
tiche a  quelle  svolta  nella  Planimetria  si  riducono  subito  a 
cinque,  giacché  facilmente  sì  dimostra  che  se  una  coppia  di 
diedri  corrispondenti  (0  alterni  interni  o  alterni  esterni)  son 
formati  di  diedri  eguali,  anche  le  altre  coppie  di  corrispon- 
denti (o  di  alterni  interni  0  di  alterni  esterni)  son  formate 
di  diedri  eguali:  e  se  una  coppia  di  diedri  coniugati  6  for- 
mata di  diedri  supplementari,  anche  le  altre  coppie  di  coniu- 
gati son  formate  di  diedri  supplementari.  Possiamo  dunque 
supporre  eguali  due  diedri  corrispondenti,  0  due  diedri  al- 
terni interni,  o  due  alterni  esterni,  oppure  supplementari  due 
diedri  coniugati  interni  od  esterni. 
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Ma  EDpposto  TeriQcato  uao  di  questi  casi,  soa  veriflcati  an- 
che gli  altri,  per  il  seguente  teorema. 

54.  Teorema. —  Quando  due  piani  son  secati  da  un  terzo 
in  rette  diverse,  se  sussiste  una  qualunque  delle  teguenti 
relazioni'. 

1."  che  due  diedri  corrispondenti  sieno  eguali, 
2.°  che  due  diedri  alterni  interni  tieno  eguali, 
a."  che  due  diedri  alterni  esterni  tieno  eguali, 
•l."  che  due  coniugati  interni  sieno   supplementari, 
5."  che  due  coniugati  esterni  sieno  supplementari, 
anche  le   altre  sussistono  di  conseguenza.   É  se  una  sola 
di  esse  non  sussiste,  nemmeTW  le  altre  sussistono. 

La  dimostrazione  ò  analoga  a  quella  del  §  45  della  Pia* 
Dioietria. 

55.  Si  possono  aache  considerare  i  casi,  in  cai  i  diedri  delle 
coppia  di  alterni  interni  o  di  alterni  esterni,  o  di  oori-iapon- 
deiiti  sieno  aupplementari,  e  sieno  invece  eguali  i  diedri  delle 
coppie  di  coDÌDgati  interni  o  di  conìagati  esterni.  Si  ha  al- 
lora il: 

Teorema.  —  Quando  due  piani  san  secati  da  un  terzo  in 
rette  diverte,  te  sussiste  una  qualunque  delle  seguenti  re- 
lazioni: 

l.°  che  due  diedri  corrispondenti  sieno  supplementari, 
2.°  che  due  diedri  alterni  interni  sieno  supplementari, 
3.*  che  dite  diedri  alterni  esterni  sieno  supplementari, 
4°  che  due  eoniuyati  intemi  sieno  eguali, 
b°  che  due  coniugati  estemi  sieno  eguali, 

j^  anche   le   altre   sussistono    di   conse- 

guenza, e  se  una  di  esse  non  sussiste, 
nemmeno  le  altre  sussistono. 

56,  Lemma.  —  Se  due  piani  conten- 
gono  ciascuno  una  di  due  rette  paral- 
lele e  s'incontrano,  la  loro  intersezione 
è  una  retta  parallela  alle  rette  date, 

Sieno  r,r'  le  rette  parallele  date  (fi- 
gura 25)  e  «,  (9  i  piani  che  le  contengo- 
no, e  che  s' incontrano  in  una  retta  s. 
Dico  che  s  è  parallela  a  r  e  a  r'.  Se 
non  fosse  e  per  es.  »  e  r  fossero  con- 
correnti, il  loro  punto  comune  apparterrebbe  ai  tre  piani  a, 
^e  rr'  giacchà  le  rette  r  e  r',  essendo  per  ipotesi  parallele, 
mtjividuano  un  piano.  Allora  le  intersezioni  di  questi  piani  4 


Fig.  25. 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


PIANI  PAKALLEU.  25 

dae  a  due  dorrebbero  aver  cooinne  il  panto  oomuDe  de!  piani 
(§  5,  Corei.)  e  perciò  le  rette  r  e  r',  iaterBeziooi  del  placo  r' 
coi  piani  «  a  ^,  dovrebbero  avere  un  punto  comuQd,  contro  la 
ipotesi. 

Corollario.  —  Due  rette  parallele  a  una  terza  ton  pa- 
rallele ira  loro. 

Sieno  r  ed  I  due  rette  ambedue  parallele  a  una  ratta  r' 
Cìg.  3ó).  Dico  che  r  ed  s  son  parallele.  Difatti  preao  an  punto 
P  su  s,  i  piani  Pr,  Pr'  banno  comune  pel  teoroma  prece- 
dente uoa  retta  parallela  ad  r  e  ad  r\  la  quale  non  può  es- 
sere che  ». 

57.  Teorema. —  Dato  un  piano  e  un  punto  fuori  di  etto, 
si  può  sempre  costrui- 
re un  altro  piano  che 
contenga  quel  punto  e 
non  incontri  il  piano 
dato. 

Sia  «  il  piano,  P  il 
punto  (%.  26).  Por  il 
punto  P  costruiamo  dq 
piano  7,  cbc  intersechi 
il  piano  «  in  una  retta 
r;  e  nel  piano  y,  pure 
pel  punto  P,  costruiamo 
una  retta,  che  incontri 
r  in  un  punto  P'.  Fac- 
ciamo scorrere  il  pia- 
no y  sa  fé  stesso  in 
modo  che  il  punto  P 
sborra  sulla  ratta  PP', 
fincbd  P'  coincida  con  Fig.  te. 

P.  La  retta  r   prende 

«osi  una  posizione  i  parallela  a  r  (Pian.  §  4Q),  e  il  piano  a 
prenda  una  certa  posiziona  p.  Dico  che  riportando  a  nella 
primitiva  posizione  a  considerando  jS  come  un  nuovo  piano,  i 
due  piani  ae^  non  hanno  punti  comuni.  Osservo  intanto  che 
due  diedri  corrispondeoti  sono  eguali,  e  perciò  sussistono 
tutte  le  relazioni  del  g  53.  Supponiamo  ora  di  far  coincidere 
la  striscia  rs  con  la  striscia  sr.  La  due  parti  della  figura,  cba 
sono  da  bande  opposte  dello  spazio  rispetto  al  piano  y,  si  scam- 
biaoo;  s  per  l'eguaglianza  dei  diedri  alterni  interni  ecc.,  ven- 
gono a  coincìdere  e  perciò  sono  eguali.  Allora  se  i  piani  «  e 
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^  s' inetto  trassero  da  una  beDda,  si  dovrebbero  incontrare  an- 
che dairsltra,  e  siccome  le  loro  intor-iezioni  dovrebbero  esser 
parallele  (Lemma  precedente)  dae  piani  »'  iacontrerebbero  io 
due  rette  parallele  senza  coincidere.  Questo  è  impossibile, 
danque  i  due  piani  non  possono  aver  punti  comuni. 

58.  Due  piani,  cbe  non  hanno  punti  comuni,  |si  dicono  pa- 
ralleli. 

Dicendo  che  dno  semipiani  o  due  strisce,  'ecc.  son  paral- 
lele, intenderemo  dire  che  son  paralleli  i  piani  cui  appar- 
tengono. 

CoroUaria.  —  Se  due  piani  ton  paralleli,  ogni  retta  di 
uno    non   ha  punii  comuni  coU'altro  piano. 

59,  È  ora  evidente  il  seguente 

Teorema.  —  Due  piani  ton  paralleli,  «  sono  incontrati 
<la  un  terzo  in  due  rette  parallele  e  sono  eguali  o  due  die- 
dri alterni  interni,  o  due  diedri  alterni  esterni,  o  due  die- 
dri corrixpondenti,  oppure  sono  supplementari  due  diedri 
coniugati  incerni  o  due  diedri  coniugati  esterni. 

Corollario.  —  Due  rette 
di  piani  paralleli  o  sono 
sghembe,  o  fono  parallele. 
(ìO.  Teorema.  —  Le  in- 
tersezioni di  un  piano  con 
piani  paralleli  son  rette 
parallele. 

Le  rette  r  e  s  (fig.  27), 
intersezioni  di  nn  piano  7 
coi  piani  paralleli  «  e  |3, 
eono  in  un  medesimo  piano 
e  non  avendo  punti  comuni 
(g  f'S  Coroll.)  son  parallele. 
0 1 .  Teorema.  —  Dato  un 
piano  e  un  punto  fuori  di 
esso,  si  può  sempre  «j- 
siruire  pel  punto  dato  un  , 
Fif.  S7.  piano  parallelo  al   piano    I 

dato  ed  uno  solo. 
Che  si  pd6  costruire  un  piano  parallelo  lo  abbiamo  dimo- 
strato col  teorema  del  §  F>7. 

Resta  ora  a  dimostrare  che  si  puO  costruirne  nno  solo. 

Supponiamo  che  dal  punto  P  (Hg.  2è)  si  potessero  costruire 

due  piani  jS  e  7  paralleli  ad  a,  e  fosse  b  la   loro  retta  co- 
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nmna.  Ogni  piano  costruito  per  P,  cha  non  contenga  b  e  in- 
contri a  in  nna  retta  e  ha  comune  coi  piani  ^07  dae  rette 
concDrrenti  in  P,  ognnna  delle 
quali  dovrebbe  esser  parallela  alla 
retla  e  (§  60)  il  che  ò  assurdo. 
6:^.  Corollarii.  —  1."  Due  piani 
paralleli  a  un  terso  sono  paral- 
leli tra  toro. 

2."  S'^  un  piano  incontra 
un  altro,  incontra  tulli  t  piani 
paralleli  a  questo. 

3°  Dei  piani  di  un    fàscio 
non   ce  ne  può  essere   che  uno 
parallelo  ad  un  pano  dato. 
63.  Si  può   ora  dimostrare    il 
sofTuente  teorema  inverso  a  quello  del  §  59. 

Teoroma.  —   Se  due  piani  paralleli  son  secali  da  un  altro 
piano,  allora: 

] ."  /  diedri  corrispon- 
denti sono  eguali. 

2.°    I  diedri   alterni 
interni  sono  eguali. 

3.*^    /  diedri   alterni   | 
estemi  sono  eguali.  | 

4."  /  diedri  coniugati 
interni  son  supplementari. 
5."  I  diedri  coniugati 
ef  terni  son  supplementari. 
Intanto  ae  dei  due  piani 
paralleli  dati  a  e  |S  (Sg.  29), 
uno,  per  esempio  a,  è  se- 
cato da  UD  terzo  piano  7 
è  secato  anche  l'altro  ^ 
(§  62,  2.»)  e  le  rette  d'in- 
tersezione r,  s  aoQ  paral- 
lele. Della  altra  relazioni 
basta  dimostrarne  nna,  perche,  se  è  1 
vere  di  conseguenza  (§  54). 

Dico,  per  esempio,  che  i  diedri  corrila  pendenti  sono  eguali 

Infatti,  se  non  fossero  eguali,  a  fosse  per  es.  ArC  >  AsK 
coatrniamo  per  la  retta  r  un  piano  S,  tale  che  sia  ÀrC  ^  AsK 


t  una,  le  altre   sono 
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(§  51}.  Il  piano  S,  distioto  da  a,  sarebbe  allora  (§  59)  parai- 
iulo  a  j3  a  per  la  medesima  retta  r  si  potrebbero  costruire 
due  piani  3  a  t  ambedue  paratteli  a  p.  Queato  è  impoasibile, 
dev'eisere dunque  ArC^A«E. 

64.  la  modo  analogo  ai  teoremi  coi  rispondenti  della  Plani- 
metria (§§  5'i-54-55)  si  dimostrano  i  seguenti; 

Teoremi.  —  1."  Se  due  piani,  secati  da  un  terzo  in  rette 
parallele,  formano  due  diedri  coniugati  interni  non  supple- 
mentari, eiti  l'incontrano  secondo  una  retta  parallela  alte 
prime,  e  precisamente  da  quella  banda  dello  spatio  rispetto 
alpiano  secante  dove  i  diedri  coniugati  interni  formarvi  una 
somma  minore  di  due  retti. 

'i.°  Due  piani  perpendicolari  ad  un  terzo  son  paralleli. 
3."  Un  piano  perpendicolare  ad  «n  altro,  6  perpendi- 
colare a  tutti  i  piani  paralleli  a  questo. 

05.  Abbiamo  dimostrato  al  §  55,  che  se  due  piani  secati  da 
un  terzo  in  rette  parallele  formano  diedri  coniugati  interni 
od  esterni  eguali,  oppure  diedri  alterni  interni  o  alterai  esterni 
0  corrispondenti  sapplemantari,  allorcbd  una  di  queste  pro- 
prietà si  verlflca,  ancbe  le  altre,  di  conseguenza,  si  veriflcano, 
e  mancandone  una  mancano  tutte. 
Possiamo  aggiungere; 

/  due  piani,  salvo  in  un  caso,  s'incontrano 
Si  incontrano  per  il  teorema  1,'^  del  §  precedente.  11  caso 
di  eccezione  è  quando  i  due  die- 
dri coniugati,  oltre  essere  eguali, 
sono  anche  supplementari,  cioè 
retti,  nel  qnal  caso  pel  teorema 
2."  del  §  precedente  i  due  piani 
son  paralleli. 

66.  Teorema  Se  due  piani 
concorrenti  e  secati  da  un  piano 
in  rette  parallele  formano  con 
questo  diedri  coniugati  interni 
eguali  (o  sussiste  un' altra  qua- 
lunque delle  relazioni  indicale 
al  g  55)  le  strisce  dei  piani 
dati  determinate  dalle  loro  in- 
Fig.  30,  tersezioni  e  da  quelle  del  piano 

secante,  sono  eguali. 
E  difatti,  dati  i  piani  b  e  ^  concorrenti  nella  retta  e;  e  se- 
cati dal  piano  y  nelle  rette  parallele  ae  b  facendo  coincidere 
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la  atrUcia  ab  con  la  strìscia  ba  (Ùg.  30)  per  1'  egaagliaoui 
dei  diedri  «7,  yP,  li  Bcambiano  i  piani  «  e  ^.  E  perciò  rimBDepdo 
la  stessa  la  retta  e,  coincidono  le  strisce  oc,  bc,  che  yole- 
varao  dimostrare  ego  ali. 

67.  È  vero  anche  il  teorema  inverso; 

Teorema.  —  Se  due  piani  concorrenti  lon  tecati  da  un 
terzo  piano  in  ritte  parallele,  e  tono  eguali  le  stritce  cosi 
formate  mi  primi  due  piani,  i  diedri  comitati  interni  sono 
eguali  (e  perciò  sussistono  tutte  le  relazioni  del  §  5S). 

Si  faccia  coincidere  (flg.30)  11  diedro  ap  col  diedro  p*.  Per 
l'ipotesi  del  teorema  si  scambiano  le  rette  bòa;  cioè  il  piano 
7  coincide  con  so  stesso,  e  i  piani  a  e  ^  si  scambìann,  il  cbe 
prova  che  sono  eguali  ì  diedri  ay  e  yp. 

68.  E  son  veri  anche  i  contrari. 

Teorema.  —  Se  due  piani  concorrenti  lon  secati  da  un 
tergo  in  rette  parallele  e  non  sono  eguali  i  diedri  coniu' 
gali  interni,  non  sono  eguali  le  strisce  così  determinate  sui 
due  piani;  e,  viceversa,  se  non  sono  eguali  le  strisce,  non 
sono  nemmeno  eguati  i  diedri  coniugali  intemi:  ma  nel 
primo  caso  ni  diedro  maggiore  é  opposta  la  striscia  mag- 
giore e  nel  secondo  caso  alla  striscia  maggiore  i  opposto 
il  diedro  maggiore. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema,  analoga  a  quella 
dei  §§  74  e  75  della  Planimetria,  si  lascia  alla  cura  dello 
studioso. 

69.  Una  retta  ed  un  piano,  che  non  hanno  punti  comuni,  si 
dicocD  paralleli. 

Al  §  58  abbiamo  avuti  esempi  di  rette  e  piani  paralleli. 

70.  Teorema.  —  Per  un  punto  

fuori  di  un  piano  si  possono  co-         /  7 

struire  innumerevoli  rette  parai-       / ^  / 

lele  al  piano.  (^ / 

Sia  «  il  piano  dato  e  P  il  punto 

(lig.  31j.  Pai  punto   P  si  può  co-         1 -i 

strniro   dd   piano  p  parallelo  a  «       /  / 

(g  61).  Una  rettE  di  p  passante  per      /  / 

P  6  una  retta  richiesta,  e  poichò        ' 

ce  ne  sono  innumerevoli,  ò  provato  Ftg.  n. 

il  teorema. 

71.  Corollario.  —  1."  Qualum/ue  retta  parallela  a  una 
retta  di  un  piano  è  parallela  al  piano. 

Essa  non  pnò  incontrare  il  piano,  perchè,  essendo  parallela 
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all'altra  retta,  ed  essendo  perciò  nel  piano  che  esse  deternii- 
Dano,  dovrebbe   incontrarlo  nella  intersezione   dei  due    piani , 
che  è  la  retta  data  sai  piano. 
Ossia  le  due  rotte  sarebbero  concorrenti,  contro  l'ipotesi. 
2."  Tulle  le  rette  parallele  a  un  piano  eutcentida  uno 
stetso  punto,  sono  in  un  piano  parallelo  a  quello  dato. 

Sì  latte  le  retta  uscenti  da  P  e  parallele  ad  «  non  fossero 
nel  plano  ^  {Gg.  33),  che  passa  per  P  ed  è  parallelo  ad  a,  sia  r 
una  di  tali  rette  non  contenute  in  p.  Se  A  è  nn  punto   qua- 
lunque di  a,  il  piano  rA  incontra 
\v  i  piani  a  e  (S    in  due  rette  a  B   » 

\.  parallele  (§  60)  ma  anche  la  rette 

N^  a  ed  r  sono  compiane  e  parallele; 

I ~X- sicché  dal  punto  P   si  potrebbero 


FEg.  32. 
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costruire  duo  rette  r  e  «  ambedue    parallele  alla  retta  a,  e 
questo  è  impossibile^ 

3.'  Se  due  rette  ton  parallele,  ogni  piano  che  contiene 
l'una  e  non  l'altra,  è  parallelo  a  quest'altra, 

DJfatti  se  la  retta  b  {&g.  33)  incontrasse  un  piano  a  che 
contiene  la  parallela  a,  dovrebbe  incontrare  la  retta  a,  contro 
l'ipotesi. 

4."  Data  una  retta  e  un  punto  fuori  di  esxa,  si  postano 
per  questo  punto  costruire  innumerevoli  piani  paralleli 
alla  retta. 

Per  il  punto  dato  si  costruisca  la  parallela  b  alla  retta 
data  a.  Qualunque  piano  che  contenga  b  (e  sono  innumerevoli) 
eccetto  quello  che  contiene  anche  a,  è  parallelo  ad  a. 

5°  Se  due  piani  sono  concorrenti  e  uno  di  essi  contiene 
uìia  retili  parallela  all'altro,  l'intersezione  dei  due  piani  è 
parallela  a  questa  retta. 
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6°  Se  un  piano  incontra  una  reità,  incoHtra  lui 
parallele  di  quella  retta. 

So  il  pinno  a,  cbe  incontra  la  retta  a  nel  puotoA  (tt? 
non  JncoulrBBaa  la  retta  b  parallela  ai  a,  sarebberorall 
il  piano  a  e  la  retLa  b,  e  ii 
piuDO  Ah  incontrerebbe  il  piano 
X  iti  una  retta  AB  parallela 
a  &  (ì  71,5°)  8  dai  punto  A 
si  potrebbero  costruire  due 
rette  a  e  AL!  ambedue  paral- 
lele a  6,  il  che  è  impossibile. 

72,  Teorema.  —  Date  due 
rette  sghembe,  ti  può  sempre 
per  una  di  e»se  costruire  un 
piano    parallelo   all'  altra  e  Fig.  si. 

uno  solo. 

Date  le  rette  sghembe  a,  b  (Qg    'Ò&)  per  un  punto  A 

8Ì  costruisca  la  retta  parallela  a  &  e  eia  r.  11  piano  ar 

tieoe  una  delle  rette  a,  ed  6  parallelo  all'altra  6  (§  71, 

E  Don  ve  ne  sono  altri,  perchd  se  un  altro  piano  paa 

per  a  fosse  parallelo  a  6,  il 

piano  br   lo  incontrerebbe 

secondo  una  retta  uscente 

da  A ,  per  esempio  s,  che 

dovrebbe     esser     pai  allela 


a  fi  (§  71,  5.**),  talché  da  A  si  potrebbero  costruire  due 
parallele  a  b. 

73,  Teorema.  —  Due  angoli  non  complani,  che  hanno 
paralleli,  sono  su  piani  paralleli  e  sono  eguali  o  tv 
meni  ari. 


Siene  BAC,  B'A'C  (fig.  : 


i  angoli  che  hanno  i  lat 
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À'6'  e  AC,  A'C  paralleli,  e,  supponiamo,  nella  stessa  direziono. 
I  loro  piani  hodo  paralleli  parche  oganna  delle  rette  AB,  AC 
nssando  parallela  al  piano  B'A'C  (§  70)  il  loro  piano  é  paral- 
lelo a  questo  (§  71,  2°):  di  più  gli  angoli  aono  eguali.  DiTaUi 
i  piani  BA  B'A',  e  AC  A'C  formaDO  un  diedro  che  ha  per  spi- 
golo AA'.  Facendo  scorrere  qnesto  diedro  su  eè  stesso  flncbà  A' 
coincida  con  A,  i  lati  dej  dna  angoli  vengono  a  coincidere,  il 
che  prova  che  sono  eguali. 

Sa  i  lati  degli  angoli  fossero  in  direzione  opposta,  si  prova 
che  uno  degli  angoli  è  eguale  all'opposto  al  rertica  dell'altro, 
e  perciò  i  due  angoli  sono  eguali.  Ss  poi  due  lati  sono  nella 
stessa  direziona  e  gli  altri  io  diresrìone  opposta,  si  prova  che 
uno  degli  angoli  dati  è  egaale  al  supplementare  dell'altro,  e 
perciò  J  due  angoli  sono  supplementari. 

74.  Teorema.  —  Due  diedri,  che  hanno  le  facce  parallele, 
sono  eguali  o  supplementart. 

Steno  a ^  e  yS  due  diedri  (3g.  37)  che  hanno  parallele  le 
facce  B,  7  »  i^,  ^-  OH  spigoli  a,  b,  dei  due  diedri  essendo  am- 


bedue paralleli  alla  retta  e,  intersezione  delle  facce  yep,  bod 
paralleli  (§  56)  e  percid  individuano  un  piano  ft,  rispetto  al 
quale  le  facce  parallela  *  e  y  san  dalla  staasa'banda  o  da 
bande  opposte  dello  spazio,  e  così  le  facce  ^  e  ^.  Se  le  facce 
asy,  e  così  le  altrove  S  soa  dalla  stessa  banda  dello  spa- 
zio rispetto  al  piano  fi,  i  diedri  »p,  yS  essendo  ambedue  eguali 
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al  diedro  7jS  come  corrispondenU,  sono  eguali  fra  loro.  Se  > 
e  7  anche  ^  e  ^  sono   da  bande  opposte    &g.  US),  uà  diedro  - 


KA- 
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■jS  è  eguale  al  suo  oppoHto  'lo  spigolo,  il  quale  pel  caso  pre- 
cedente è  eguale  a  ajS,  e  p  ciò  i  diedri  op  e  ^  sono  eguali 
Infloe,  sa  B  e  7  sono  da  1  ide  opposte  rispetto  a  /t,  e  fisi 
sono  ìnTece  dalla  stessa  ba  a  (fig.  39),  il  diedro  7^  è  supplo- 
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montare  del  suo  adiacente  yi ,  il  quald  è  eguale  ad  «p  ;  0  per- 
ci6  è  7J  supplementare  Ai   a§. 

Corollario.  —  Due  diedri  eguali  o  supplementari  iipoi- 
ton  tempre  disporre  in  modo  che  le  loro  facce  tian  parallele. 
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75.  Due  piani  paralleli  dividano  lo  spazio  io  tre  parti;  la 
parte  compresa  tra  i  due  piani  dicosi  strato,  I  due  piani  si 
cliiflmano  facce  dello  strato. 

È  facile  Tsdere  che  qualunqae  ietta  non  parallela  alle  facce 
dello  strato  è  divisa  da  questo  in  un  segmento,  tutto  compreso 
nello  strato,  con  gli  estremi  sulle  facce,  e  i  suoi  prolangamenti 
tatti  fuori  dello  strato.  G  cosi  ogni  piano  non  parallelo  alle 
facce  è  diviso  in  una  striscia  tutta  compresa  nello  strato  coi 
lati  sulle  facce,  mentre  i  suoi  pFolongamenti  8on  tutti  fuori 
dello  strato. 

76.  SI  osserva  intanto: 

Oli  strali  sono  grandexse  elementari:  per  gli  strati  vale 
dunque  il  postulato  delle -ff rande zze  elementari. 

È  anche  vero  chd: 

Gli  strati  sono  grandezze  di  primo  genere.  . 

Per  convincersene  basta,  dopo  l'eguaglianza,  definire  la 
somma  di  due  o  più  strati  in  modo  analogo  a  quello  usato 
per  i  segmenti,  lo  strisce,  i  diedri,  ecc.,  cioè,  chiamata  orìgine 
una  faccia,  termine  l'altra,  far  coincìdere  l'origine  di  nso 
strato  col  termine  dell'altro,  in  modo  che  le  altre  due  facce 
sieno  da  bande  opposte  nello  spazio  rispetto  alla  faccia  co- 
mune. Esse  saranno  cosi  parallele  (§  62,  1.°),  e  formeranno  uno 
strato,  che  chiameremo  la  somma  dei  due  strati  dati  ;  potendo 
estendere  poi  questa  definizione  a  un  numero  qualunque  di 
strati.  £  tale  somma  è  nnica,  perchè  si  vede  facilmente,  coma 
si  è  fatto  per  le  altre  grandezze  di  primo  genere,  che  la 
somma  degli  strati  gode  la  proprietà  associativa  e  commu- 
tativa. 

Con  la  definizione  stessa  di  somma  si  riconosce  che,  se  due 
strati  non  sono  eguali,  uno  6  maggiore  dell'altro,  e  questo 
minore  dal  primo.  Ed  esiste  perciò  la  loro  differenza. 

77.  Si  può  indicare  uno  strato,  che  ha  por  facce  i  piani  « 
e  p  scrivendo  ap. 

78.  Teorema.  —  Due  segmenti  paralleli,  che  hanno  gli 
estremilsulle  fcicce  di  uno  strato,  sono  eguali. 

Sta  ap  lo  strato  e  ÀR,  AB'  i  segmenti  paralleli  (fig.  40). 
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aU  STRATI.  do 

Il  piano  ABA'  B'  incontra  i  piani  a  e  ^  in  due  ratte  paral- 
lele AA',  BE',  siccbdla  figura  AA'BB'è  an  parallelogrammo, 
a   perciò  AB  =  A'B'. 

79.  Gorollani.  —  1.°/ 
segmenti  perpendicolari 
alle  faccf  di  uno  itrato, 
che  hanno  gli  estremi 
sulle  facce  ttesse,  sono 
eguali.  Se  ano  di  tali  seg- 
menti si  chiama  larghezza 
dello  strato,  può   dirsi: 

La  larghezza  di  uno 
strato  è  costante. 

2.**  Segmenti  paral~ 
leli,  compresi  tra  piani 
paralleli,   sono  eguali. 

3.**  Strati  eguali  hanno  larghezze  eguali. 
4.°  Strati  diseguali  hanno  larghezze  diseguali. 
E  son  veri  anche  gl'inversi. 

80.  Tfloroma.  —  Se  due  strali  si  tagliano,  le  quattro 
rette  d'intersezione  delle  loro  facce  son  parallele,  e  le  stri- 
sce delle  facce  delfuno  comprese  Ira  le  facce  dell' altro, 
sono  eguali. 

Che  le  rette  siano  parallele  è  ovidente  pel  teorema  del  §  60. 
^  /.Se  poi  (flg,  41)  si  cc- 

-'i-;_J j!^Z_l —    straisoe  un  pianò  per- 

peodicolsre  a  una  dì 
esse,  per  esempio  a 
u,  esso  è  perpendico- 
lare anche  a  v,  r,  s, 
e  se  le  rette  UV,  RS 
son  le  sue  intersezio- 
ni coi  piani  ut),  rs,  i 
segmenti  UV ,  RS 
sono  le  larghezze 
delle  strìsce  uv,  rs} 
tali  segmenti,  essendo 
paralleli  e  avendo  gli 
estremi  sulle  facce  dj  nno  strato,  sono  eguali;  e  perciò  le  stri- 
sce Bono  eguali, 

GoroUarìo.  —  Strisce  parallele  comprese  tra  piani  parala 
leli,  sono  eguali. 


Flg.  <1. 
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81.  TeoremB.  —  Uno  strato  si  può  dividere  m  un  numero 
qualunque  di  parti  eguali, 

Costruiamo  la  larghezza  dello  strato  dato.  Poiché  un  seg- 
meoto  si  può  dividere  in  un  numero  qualunque  di  parti  eguali, 
dividiamo  la  larghezza  nel  numero  di  parti  richiesto,  e  dai 
punti  di  divisione  costruiamo  dei  piani  paralleli  alle  facce 
dello  strato.  Qnssto  rimane  con  diviso  nel  nomerò  rìchieato 
di  strati,  i  quali  sono  eguali  perchè  hanno  larghezze  egaali. 

Questo  teorema  si  può  enunciare  dicendo: 

Di  uno  strato  esistono  tummulttpli  secondo   qualunque 


82,  Teorema.  —  Oli  strati  son  direttamente  proporzionali 
alle  loro  larghezze.  Si  dimostra  io  modo  analogo  al  Teorema 
del  §  47  di  questo  volarne  e  del  §  437  della  Planimetria. 

83.  Teorema.   —  Due  segmenti  va- 
riabili, determinali  su  due  rette  qua- 
^  lunque   da  piani  paralleli,  son  direi- 

rr^.  — 

'■ — T-V '[ — '      a',  a    i  piani  paralleli.  I  segmenti  AB, 

^— jf— V V-  -y    BC  e  i  corrispondenti  A'B',  B'C'sipos- 

/   (6    \ri       \a' /     sono  considerare  come  stati  dì  due  seg» 

kJ \ L/ 


1 


-.enti  variabili,  dipendenti  univocameoté, 

T        Si   costruisca  dai   punto   A   una    retta 

/^         V       C'\/    parallela   ad  a',  che  incontri  i  piani  a' 
/«■  Vi       /      e  b'  rispettiva- 

"t \      mente  nei  punti 

;  ^     M  e   N;  e  co- 

Fig.  tó.  atruiamoj^  Beg_       / 

menu  BM,  CN,     / 

che  Bon  le  intersezioni  del  piano  CAN    l± 

coi    piani   a'  e  «',   Pel  teorema   d 

Talete^  ha:  Tb  ;  BC  :  ;  AM  :  MN  / 

Ma  è  AM  =  a7^(§  79,2.°)JmN_=  f/  1         \j 

B'C;  quindi  è  AB  :  BC  ;  :  A3'  :  B'C,  1^    '^  'o'  / 

come  si  voleva  dimostrare.  pig.  43. 

Corollario.    —    Se  piit  segmenti 
hanno  un  estremo  comune  in  ■        /nto,  e  l'altro  estremo  tu 
Mn  piano  che  non  contiene  ■'   p  .  to,  ogni  piano  parallelo 
li  divide  in  parti  proportio  M 
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Dati  ì  segmeDti  VB,  VB',  VB*  (&g.  43),  che  hanno  nn  estremo 
oentuoe  V,  e  gli  altri  estremi  su  no  piano  B,  a  il  piano  paral- 
plo  «  ch]e  li  incontra  nei  pantl  A, A.',  A  ,  si  costruita  un 
OAoa  per  V  parallelo  a  >  e  j3.  Siamo  allora  nel  teorema  pre- 
Dedente. 

La  superficie  SFBaicA.  La  spera. 

84.  Postnlato.  —  Se  si  fa  rotare  il  piano  di  un  lemicir- 
colo  intorno  alia  retta  del  diametro,  il  semicircolo  genera 
una  iuper/lcie,  che  ti  chiama  saperflcie  sferica.  Essa  divide 
lo  spazio  in  due  parti,  una  Unita,  Vattra  infinita  (flg.  44). 
85.  La  parte  Snita  di  spazio,  sepa- 
rata dalla  Buperflcte  sferica,  dicesi 
solido  sferico  o  sfera.  Talvolta, 
quando  non  ci  sia  pericolo  d' ambi- 
guità, con  la  parola  sfera  s' indica 
anche  la  superficie  sferica. 

83.  I  punti  compre&i  nella  parto 
Anita  dello  spazio  determinati  dalla 
superflcia  sferica,  e  costituenti  perciò 
il  solido  sferico,  diconsi  interni  alla 
sfera:  quelli  della  parte  infinita  di< 
Flg.  44:  coosi  esterni, 

E  facile  vedere  che  : 
l.**  Ogni  punto  interno  alla  sfera  ha  dal  centro   di- 
stansa  minore  del  raggio, 

2°  Ogni  punto  che  ha  dal  eentro  distanza  minore  del 
raggio  é  intemo  alla  sfera. 

3.°  Ogni  punto  estemo  alla  sfera   ha  dal  centro  di  - 
starna  maggiore  del  raggio. 

4,"  Ogni  punto  che  ha  dal  centro  disfama   maggiore 
del  raggio  è  esterno  alla  sfera. 

E  allora,  poiché  tatti  i  punti  del  semicircolo  generatore 
hanno  in  qnalanqae  posizione  la  stessa  distanza  dal  centro  ri- 
masto fisso,  6  evidente  il: 

Teor«m>.  —  La  superficie  sferica  è  il  luogo  geometrico 
dei  punliy  che  hanno  una  data  distanza  da  un  punto  fisso 
dello  spazio. 

87.  Il  pimto  fisso  chiamasi  centro.  La  distanza  del  centro 
da  un  punto  qualunque  della  superficie  dicesi  raggio  della 
sfera.  Ogni  segmento,  che  abbia  gli  estremi   sulla  superficie 
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sferica,  dìcesi  corda;  e,  se  contiene  il  ceniro,  prende  il  nome 
di  diametro.  Gli  estremi  d'an  diametro  si  ctiiamano  punti 
opposti  o  antipodi  della  superficie  sferica. 

O^ni  piano,  che  contenga  il  centro  della  sfera,  dicesi  piano 
diametrale.  Ogni  piano ,  che  abbia  più  di  un  punlo  cornane 
con  la  sfera,  dicesi  piano  tecanie. 

88.  Teorema.  —  La  Muperfide  sferica  in  nessuna  sua  parie 
è  piana. 

Perchè,  se  una  ana  parte  fosse  piana,  oostruito  in  qa«sta 
un  aegmenlo,  tutti  i  punti  di  questo  segmento  sarebbero  equi- 
distanti dal  oeotro  della  afera,  il  che  «  impossibile, 

89.  Una  superficie,  che  non  è  piana  in  oessuna  sua  parte, 
la  diremo  carva.  Una  superficie,  che  divida  lo  spazio  in  due 
parti,  nna  finita,  l'altra  infinita,  la  diremo  chiusa. 

Dunque:  La  superficie  sferica  è  una  superficie  curva 
chiusa. 

90.  Ammetteremo  che:  Un  raggio  uscente  da  un  punto 
interno  di  una  superficie  chiusa  ha  con  questa  almeno  un 
punto  comune. 

CorolUrii.  —  1."  On  raggio  uscente  da  un  punto  interno 
di  una  sfera  ha  con  essa  comune  un  sol  punto. 

Ha  un  punto  comune  pel  postulato  precedenta.  Ne  ha  udo 
solo,  perchè  se,  per  esempio,  il  raggio  r  uscente  da  un  punto  H 
interno  alla  sfera,  avesse  due  ponti  A  e  B  comuni  con  essa, 
e  fosse  0  il  centro  della  afera,  dovrebbe  essere  OA  =»  OB  e 
siccome  il  raggio  r'  opposto  ad  r,  uscente  da  H,  dovrebbe 
avere  almeno  ud  punto  C  comune  colla  sfera,  dovrebbe  essere 
OA  =  OB  =  OC,  il  che  è  impossìbile. 

2."  Una  retta,  che  passa  per  un  punto  interno  a  una 
sfera,  ha  due  punti  comuni  colla  superficie  sferica  e  due  soli, 

81.  È  evidente  che  nn  punto  qualunque  del  circolo  gene- 
ratore ha  in  qualunque  posizione  la  stessa  distanza  dal  dia- 
metro. E  poiché  questa  distanza  ha  uà  panto  fisso  comune 
col  diametro,  e,  rotando,  si  maatiene  perpendicolare  al  dia- 
metro, è  chiaro  che  la  retta  di  questa  distanza  nella  rotazione 
genera  un  piano  (§  30);  sicché: 

Teorema.  —  Se  un  semicircolo  ruota  intorno  al  suo  dia- 
metro generando  una  sfera,  ogni  suo  punto  genera  su  questa 
un  circolo  che  ha  il  centro  sul  diametro  della  sfera,  e  che 
é  in  un  piano  perpendicolare  al  diametro  sfesso. 

32.  Una  superficie  sferica  si  suola  indicare  con  la  lettera 
del  centro,  a  con  una  lettera  greca,  o  con  tante  lettere  dei 
suoi  punti  da  esaere  individuata. 
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3.  Sono  eviUeati  le  segueotì  proprietà: 
1."  Superficie  sferiche  eguali  racchiudono  sfere  eguai , 


2.°  Tutti  1  rag^  dt  utia  tfera  sono  eguali. 
3°  Tutti  i  diametri  di  una   sfera  sono  eguali,  e  gon 
divisi  dal  centro  in  parti  eguali. 

4."  Ogni  sfera  ha  un  sol  centro. 

5."  Una  sfera  é  individuata,  se  son  dati  il  centro  e  un 


'  Un  punto  dello  spazio  è  centro  d'innumerevoli  sfere. 
Tette  la  sfere,  che  hanno  lo  stesso  ceotro,  dìconsi  concentriche. 

7."  Una  superficie  sferica,  che  si  move  restando  fisso 
il  centro,  coincide  con  ti  stessa.  Diremo  ohe  scorre  sa  sé  stessa. 

Ammetteremo  iaoltre; 

8°  Una  superficie  sferica  può  scorrere  su  sé  stessa  in 
innumerevoli  modi. 

94.  TBerema.  —  Le  sfere,  che  hanno  raggi  eguali,  sono 
eguali. 

Sieno  <T,  t'  le  sfere  date  e  sieno  CA  e  C  A'  i  raf^gi  eguali. 
Se  immagiDÌaoio  di  far  coincidere  i  centri ,  tutti  i  punti  delle 
sfere  vengono  a  coincidere;  quindi  le  due  sfere  sono  eguali. 

Corollario.  —  Se  due  sfere  hanno  comune  il  cetitro  e  un 
punto  delle  superficie,  le  due  sfere  coincidono. 

95.  Teorema.  —  Un  piano  diametrale  ha  comune  con  la 
superficie  sferica  un  circolo,  che  ha  lo  stesso  centro  e  lo 
stesso  raggio  della  sfera. 

Pel  centro  della  afera,  che  ò  un  punto  del  piano  diame- 
trale, si  possono  costruire  in  questo  innumerevoli  raggi,  ognuno 
dei  qaali  ha  nn  ponto  comune  colla  sfera;  ai  hanno  dunque 
innnmereToU  punti  comnoi  al  piano  e  alla  sfera;  ma  questi 
punti  hanno  dal  centro  la  stessa  distanza,  eguale  al  raggio 
della  sfera.  Il  loro  luogo  è  un  circolo,  che  ha  per  centro  e 
per  raggio  il  centro  ed  il  raggio  della  sfera. 

Corollario.  —  Un  piano  diametrale  ha  comune  col  solido 
sferico  la  superficie  di  un  circolo,  che  ha  lo  stesso  centro 
e  lo  stesso  raggio  della  sfera. 

96.  11  circolo  comune  a  un  piano  diametrale  e  alla  sfera 
dicesi  circolo  massimo  o  diametrale. 

Poiché  nn  punto  della  superficie  sferica  e  il  centro  indivi- 
dnano  nn  diametro,  e  per  un  diametro  passano  innumerevoli 
piani  diametrali,  bì  ha: 

l.**  Per  un  punto  della  superficie  sferica  passano  in- 
numerevoli circoli- massimi,  che  ftanno  comuni  il  punto  dato 
e  il  suo  opposto. 
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2,"  Per  due  punti  oppotli  della  tuperficie  sferica  pas- 
sano innìtmereroti  circoli  inastimi. 

3.'  Per  due  punii  non  opposti  della  superficie  sferica 
passa  un  circolo  massimo,  ed  uno  'solo;  giacché  i  due  punti 
dati  insieme  col  ceotro  indiTidnano  sempre  un  piaao  ed  uno 
Eolo. 

97.  Teorema.  —  Ogni  circolo  massimo  divide  la  super- 
ficie sferica  in  due  parti  eguali. 

Difatti,  se  facciamo  rotare  la  superficie  sferica  di  mezzo 
giro  ìntoruo  ad  un  diametro  del  circolo  massimo,  che  è  pare 
no  suo  diametro,  la  superficie  scorre  so  sé  stessa  (g  93),  e 
le  due  parti  si  scambiano,  sicché  sono  eguali. 

Corollario.  —  Un  piano  diametrale  divide  il  solido  sferico 
in  due  parli  eguali. 

98.  Chiameremo  superficie  semisferiche  le  due  parti  eguali. 
In  cui  una  superficie  sferica  è  divisa  da  un  circolo  massimo: 
lemitfere  le  due  parti  eguali,  in  cui  an  piano  dianntrale  di- 
TKde  una  sfera. 

Angoli  sferici.  Diedri  sferici. 

99.  Due  semìcircoli  massimi  sulla  superficie  sferica,  ohe 
hanno  comuDa  il  diametro,  dividono  !a  superficie  sferica  in 
due  parti,  che  si  chiamano  angoli  sferici  o  fusi  sferici.  I  due 
semicircoli  diconsi  lati  dell'angolo  sferico.  11  diametro  comune 

^  dìcesi  diametro  dell'angolo  sferico,  e 

gli  estremi  del  diametro  vertici  del- 
l'angolo sferico. 

Un  angolo  sferico  poA  immaginarsi 
generato  da  uno  dei  suoi  lati ,  che 
allora  dìcesi  origine,'ìì  quale,  rotando 
intorno  al  diametro,  giunge  ad  occu- 
pare la  posizione  dell'altro  tato,  che 
allora  dicesì  termine.  Questa  rotazione 
può  avvenire  in  due  modi;  e  così  si 
hanno  i  due  fusi,  nei  quali  due  semi- 
'9  circoli   dividon   la   superficie  sferica 

Vìe.  45.  Ifig.  45). 

Se  i  due  semicircoli   appartengono 
ad  uno  sfesso  circolo,  il  fuso  dicesi  piatto.  11  fuso    piatto  è 
una  superficie  semisferica. 
Se  un  lato,  dopo  aver  percorso  tutta  la  superficie  sferica, 
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torna  ad  occupara  la  primitiva  posizione,  uno  dei  fusi  si 
aoDoIla,  l'altro  è  tutta  la  auperQcid  afericB. 

Negli  altri  casi  t  due  angoli  sferici,  in  cui  è  divisa  la  eu< 
perficie  sferica,  si  dicono  uno  concaco,  l'altro  convetso.  Si 
dice  concavo  quello  che  comprendo  i  prolungamenti  dei  lati, 
convesso  l'altro.  Quando  dod  diremo  altro,  intenderemo  sempre 
fusi  convessi. 

Indicheremo  un  fuso,  indicando  i  snoi  lati,  oppure  i  suoi 
vertici  ed  un  ponto  di  ciascun  lato,  mettendo  in  mezzo  le 
lettore  dei  vertici. 

100.  I  dae  piani  uscenti  da  no  diametro  dividono  il  solido 
sferico  in  doe  parti,  ognana  delle  quali  si  chiama  spicchio 
sferico,  o  unghia  sferica  o  diedro  sferico.  Le  due  snperficìo 
semicircolari  si  chiamano  facce  dello  spicchio. 

Valgono  per  lo  spicchio  sferico  definizioni  analoghe  a  quelle 
date  per  il  fuso  sferico.  Così  una  faccia  si  dirà  origine,  l'altra 
termine ;Ì6  spicchio  può  essere piarto,^iro,concato,  convesso. 
E  si  indica  indicando  le  sue  facce,  oppure  il  suo  diametro  a 
an  punto  di  ogni  faccia. 

101.  Sono  facili  a  dimostrarsi  i  seguenti 

Teoremi.  —  1."  I  futi  sferici  sono  grandezze  elementari. 

2."  /  fusi  sferici  sono  grandette  di  primo  genere. 

3."  Gli  spicchi  sferici  sono  grandezze  elementari. 

4."  Oli  spicchi  sferici  sono  grandezze  di  primo  genere. 
Per  ì  fusi  sferici  e  gli  spicchi  sferici  valgono  dunque  tutte 
le  definizioni  e  le  proprietà  dimostrate  o  ammesse  per  le  gran- 
dezze di  primo  genere. 

5."  In  una  slessa  sfera  od  in  sfere  eguali  i  diedri  al 
centro,  i  fusi  sferici  e  gli  spicchi  sferici  si  corrispondono 
univocamente. 

6."  In  una  stessa  sfera  od  in  sfere  eguali  a  diedri  al 
centro  eguali  corrispondono  fusi  eguali  o  spicchi  eguali  e 
viceversa, 

E  perciò:  A  fusi  eguali  corrispondono  spicchi  eguali  e 
viceversa. 

7."  In  una  stessa  sfera  o  in  sfere  eguali,  a  diedri  al 
centro  disuguali  corrispondono  fusi  disuguali  e  spicchi  di- 
suguali e  viceversa,  E  al  diedro  maggiore  corrispondono  il 
fuso  maggiore  e  lo  spicchio  maggiore  e  viceversa. 

8.°  /  diedri  al  centro,  gli  spicchi  e  i  fusi  da  essi  com- 
presi son  direttamente  proporzionali. 

9.**  Fusi  sferici  eguali  o  spicchi  sferici  eguali  appar- 
tengono alla  stessa  sfera  o  a  sfere  eguali. 
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DifaUì,  8Q  i  fasi  o  spicchi  aono  eguali,  sodo  eguali  in  essi 
le  distanze  dei  due  vertici;  ma  Is  distanze  dei  vertici  sono 
i  diametri  delle  loro  sfere,  dunque  queste  eoao  annali. 

102.  Sa  si  chiamano  supplementari  due  fasi  e  doo  spicchi, 
quando  la  loro  gomma  è  rispettivamente  ana  saperficia  semi- 
sferica o  una  semisfera,  si  iia  : 

Sono  eguali  fusi  o  tpicchi  sferici  supplementari  di  futi 
0  spicchi  eguali. 

È,  sa  si  chiamano  opposti  daa  fasi  o  due  spicchi  compresi 
da  diedri  al  centro  opposti  allo  spigolo,  ai  ha: 

Due  fusi  sferici  o  due  spicchi  sferici  opposti  sono  eguali. 

103.  Teorema.  —  Un  fuso  sferico  o  uno  apicchio  sferico 
ti  poston  dividere  in  due  partì  eguali. 

Basta  costruire  il  semipiano  bisettore  del  diedro  al  centro. 
Esso  divide  io  due  Epicchi  agnalì  lo  spicchio  dato,  e  incontra 
la  BDperfioie  sferica  in  un  semicircolo  massimo,  che  divide  io 
due  fusi  eguali  il  fuso  dato  (§  101,  6.°). 

Il  Hemipjsno  bisettore  dicasi  semipiano  bisettore  dello  spie 
chio  e  il  aamicircolo  dicasi  semicircolo  biaetiore  del  fuso. 

I  104.  Teorema.  —  semipiani  bisettori  di  due  spicchi  op- 
poni sono  di  un  medesimo  piano,  e  i  semicircoli  bisettori 
di  due  fusi  opposti  sono  di  un  mede- 
simo circolo. 

105,  Teorema,  —  Dato  un  punto  su 
a  superficie  sferica  si  può  sempre 

per  quel  punto  costruire  un   circolo 
tnasiimo ,    che   formi    con    un   altro 
circolo   massimo   dato   quattro   fusi 
'[  eguali. 

Sia  P  il  ponto  dato  (6g.  46)  «  e  il 
circolo  dato:  0  il  centro  della  sfera. 
Par  la  retta  PO  si  costruisca  il  piano  * 
perpendicolare  al  piano  p  del  circolo 
e.  Esso  determina  sulla  sfera  no  al- 
tro circolo  massimo,  che  passa  per  U 
punto  dato.  I  quattro  fasi  cosi  formati 
sono  eguali,  perchè  compresi  da  die- 
dri al  centro,  che,  essendo  retti,  sono 
Fip.  «.  eguali. 

106.  Il  circolo  massimo  che  abbiamo 
costruito  6  unico,  se  la  rotta  PO  e  il  plano  (!  non  sono  pop- 
pendicotari;  perchè  se  ve  ne  fosse  aii  altro,  il  suo  piano  Ao- 
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vrabba  cooteoere  la  retta  PO  ed  esser  perpendicolare  a!  piano 
^  (§  101,  6.°)  il  chfl  è  impossibile,  non  potendosi  in  generale 
per  una  retta  data  costruire  cbe  un  solo  piano  perpeddicolare 
a   un  piano  dato  (§  41). 

ÌNel  caso  poi  che  PO  fosse  perpendicolare  al  piano  jS,  qua- 
lunque piano,  contenente  PO,  sarebbe  perpendicolare  al  piano  x 
(§  .33  corol).  In  questo  caso  ai  avrebbero  ianumerevoli  circoli, 
che  soddisfano  alle  coudisioni  richieste  dal  teordma. 

107.  J  quattro  fusi  eguali  costruiti  nel  teorema  precedente 
diconsi  retti,  e  i  due  circoli  massimi  formanti  i  loro  lati  di- 
consi  pirpendiaolari. 

Ai  fusi  possiamo  estendere  le  definizioni  di  angoli  acuti, 
ottusi,  complementari,  ecc. 

Le  stesse  cose  possono  dirsi  per  gli  spìcchi. 

108.  Si  può  osservare  che,  se  quattro  fusi  dividono  la  sa< 
perfide  sferica  in  quattro  parti  eguali,  i  loro  diedri  al  centro 
devono  esser  retti. 

E  possiamo  dedarne  ; 

1.'  In  una  Hussa  ifera  o  m  sfere  eguali  i  fusi  retti 
sono  eguali. 
E  cosi  pure: 

3.°  In  una  stessa  sfera  o   in  sfere  eguali  gli  spicchi 
retti  sono  eguali, 

109.  Dato  un  fuso,  si  costruisca  pel  centro  un  piano  per- 
pendicolare al  diametro  del  fuso.  L'arco  di  circulo  massimo 
compreso  tra  i  lati  del  fuso,  che  così  si  ottiene,  dicesi  arco 
equatoriale  del  fnso.  E  i  veriici  del  fuso  diconsi  poli  del 
cìrcolo  equatoriale. 

110.  Teorema 
—  Futi  eguali  di 
una  stessa  sfera  , 
o  di  sfere  eguali  j 
comprendono  ar-  r 
chi  equatoriali  ' 
effuaìi. 

Sieno  aa ,  bb' 
due  fusi  di  due 
sfere  eguali  0,  0'  '■'°  ■"■ 

(o  di  nna  stessa  afera);  aa',  pp'  i  loro  diedri  al  centra,  ÀA', 
BB'  i  loro  archi  equatoriali  (fig.  47).  I  diedri  aa',  jS^  sono  evi- 
dentemente eguali    (§  101 ,  6.')  e  perci6  sono  egnali  le   loro 
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sezìoDÌ  normali  AOA',  "60^'  e  paroió  sodo  eguali  gli    archi 
AA',  BB'  come  ai  voleva  dimoalr&re. 

111.  È  vero  i)  teorema  contrario,  e  perciò  anche  l'inrerso 
e  l'inverso  del  contrario. 

Sa  ne  dednce: 

Teorema.  —  /  fusi  di  una  stessa  sfera  o  di  sfere  effttali 
sono  proporzionati  ai  loro  archi  equatoriali. 

Scolio.  —  Lo  Btesao  teorema  vale  anche  per  gli  spicchi 
sferici. 

112.  Per  la  misura  dei  fusi  e  degli  spicchi  sferici  si  è  sta- 
bilito come  unità  di  misura,  il  fuso  retto  e  lo  spicchio  retto, 
divìsi  in  90  parti  dette  £>raiii,  ogni  grado  in  60  minuti  primi, 
ogni  primo  in  60  minuti  secondi. 

E  si  ha  il 

Teorema.  —  Il  numero,  che  esprime  la  misura  di  un  fuso 
o  di  ìino  spicchio  sferico  è  eguale  al  numero  che  esprime 
la  misura  dell'arco  equatoriale. 

Superficie  cilindrica  e  ciundbo. 

1)3.  Postulato.  —  Se  si  fa  rotare  una  striscia  intorno 
ad  un  suo  lato,  l'altro  lato  genera  una  superficie ,  che  si 
chiama  superficie  cilindrica  circolare, 

)1  lato,  cbe  rimane  fisso,  prende  il  nome  di  asse;  il  lato  mo- 
bile, in  ogni  sua  posizione  chiamasi  generatrice,  la  larghezza 
della  striscia  dicesi  raggio  della  superficie  cilindrica. 
Jl4.  Sano  evidenti  le  seguenti  proprietà: 

1."  Tutti  i  punti  d'una  generatrice  appartengono  alla 
superficie  cilindrica. 

2."  Ogni  punto  della  superficie  cilitidrica  appartiene  a 
una  e  una  sola  generatrice,  che  è  la  retta  che  passa  per  quel 
punto  ed  è  parallela  all'asse. 

3."  Ogni  generatrice  è  parallela  all'asse  e  alle  altre 
generatrici:  e  tutte  le  generatrici  sono  equidistanti  dal- 
l'asse (1). 


(1)  SI  i«at,\K, 

•  pia 
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4.°  Ogni  punto  di  una  generatrice  detcrive  nella  rota- 
xione  tM  circolo  titualo  in  un  piano  perpendicolare  all'atte, 
e  avente  per  centro  un  punto  delfaste. 

5."  C^ni  piano,  che  contien  l'asse,  incontra  la  superficie 
in  due  generatrici  che  chiameremo  apposte. 

6."  Un  piano  perpendicolare  all'arse  ha  comune  colla 
tuperfieie  un  circolo,  che  ha  per  raggio  il  raggio  della  su- 
perficie cilindrica. 

Sicché:  Le  sexioni  prodotte  tulla  superficie  cilinirica  da 
piani  perpendicolari  alVatse  tono  circoli  eguali. 

7."  La  superficie  cilindrica  circolare  è  una  superficie 
curva,  Dif&tti,  se  nna  saa  parte  qaaluaque  fosse  piana,  coatraita 
per  nn  ponto  di  questa  parte  una  generatrice  e  no  piano  ad 
6ssa  perpendicolare,  questo  piano  incontrerebbe  una  parte  della 
superficie  secondo  un  segmento,  contro  il  teorema  precedente. 

8."  Due  superficie  cilindriche  tono  eguali,  se  i  loro  raggi 
sono  eguali, 
È  vero  anche  il  teorema  contrario. 
E  perciò  : 

9."  La  tuperfieie  cilindrica  è  individuata,  quando  é  dato 
il  tuo  raggio, 

115.  Data  una  anperflcie  cilìndrica  circolare  e  un  ponto 
dello  spazio,  ohe  non  appartenga  ad  essa,  la  distanza  di  questo 
punto  dall'asse  sarà  maggiore  o  minore  del  raggio  della  su- 
perficie cilìndrica.  Nel  primo  caso  il  punto  si  dirà  etterno  alla 
superficie,  nel  secondo  caso  interno.  Delle  due  parti  in  cui 
la  snperficie  cilindrica  divide  lo  spazio,  nna  contiene  tutti  i 
ponti  interni,  l'altra  tutti  i  punti  esterni. 

116.  La  parte  dello  spazio,  che  contiene  tutti  i  pnnti  interni 
a  nna  superficie  cilindrica,  «1  chiama  solido  cilindrico. 

Taorema.  —  Due  solidi  ciliwù-ici  sono  eguali,  te  i  toro 
raggi  tono  eguati. 

E  vero  anche  il  teorema  inverso. 

117.  Dae  piani  perpendicolari  all'asse  dividono  il  solido  oi- 
lindrico  in  tre  parti.  La  parte  limitata  dai  dae  circoli  eguali, 
comuni  al  solido  e  ai  piani  secanti  chiamasi  tolido  cilindrico 
limitato  o  semplicemente  cilindro  (!)  (Qg,  48). 

(1)  Quuto  tolido,  STsiida  V  aiis  purpcndlDOlii»  ai  plaai  dalle  bi 
ihUmar*  H.""--* "-' ■-  '-'  --"*-  ->■'—--   -"■■-■^ 

da  do«  pian 

oireoti  aaijaip.  «  h^vu 

dd  plani  dalla  bari. 
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I  due  circoli  ai  dicooo  boti  A«ì  cilindro.  Il  segmento  di  a 
compreso  tra  le  due  basi  ai  dice  altezza  del  cilindro.  I  aeg- 
menti  di  generatrici  compresi  fra  le  basi  sono 
"^  eguali  all'altezza.  Il  citiudro  pnò  acche   imma- 

ginarsi  generato   da   un  rettangolo,  cho    raota  ' 
intorno  a  nn  suo  lato. 

Teorema.  —  Due  cilindri  sono  eguali ,  se 
hanno  una  base  eguale  e  le  altezze  eguali. 

118.  Data  una  saperdcie  cilindrica  e  due  se- 
mipiani uscenti  dall'asse,  questi  formano  no  die- 
dro, dì  coi  le  facce  incontrano  la  snperScie  in 
due   generatrici,   che   la  dividono  in  due   partì 

. .     cbtamate  ttriice  cilindriche. 

119.  È  facile  dimostrare  che: 

'''B-  ■"'■  1."  Kelta  ttetia  superficie  cilindrica  a   in 

superficie  cilindriche   eguali  a  diedri  alVaBse 
eguali  corrispondono  strisce  cilindriche  eguali  e  TÌceversa. 
2."  Le   strisce  cilindriche  di  una  stessa  superficie  ci- 
lindrica o  di  superficie  eilidriche  eguali  sono  grandezze  di 
primo  genere. 

120.  Chiameremo  spìcchio  cilindrico  Io  spazio  compreso  tra 
una  striscia  cilindrica  e  il  suo  diedro  all'asse.  Anche  gli  apic- 
chi cilindrici  di  uno  atesso  solido  cilindrico  o  di  solidi  ci- 
lindrici eguali  sono  grandezze  di  primo  genere. 

SUPERFICIB  CONICA.  B  CONO. 

121.  Postolato.  —  Se  si  fa  rotare  il  piano  di  due  rette 
concorrenti,  non  perpendicolari,  intorno  a  una  di  esse,  Val- 
tra  genera  una  superficie  che  si  chiama  superficie  conica 
circolare. 

132.  La  retta,  che  rimane  fissa,  dicesi  asse,  e  la  retta  mobile 
in  ogni  sua  posizione  ohiamaaì  generatrice.  11  rertioe  dell'an- 
golo chiamasi  vertice  della  snperflcìe  conica.  L'angolo  delle 
rette  date  si  chiama  angolo  della  superficie  conica.  Abbiamo 
supposto  che  le  rette  non  fossero  perpendicolari,  perchè  in 
questo  caso,  la  superficie  generata  dalla  retta  mobile  sarebbe 
un  piano  (g  30). 

Ogni  generatrice  è  divisa  dal  vertice  ìa  due  raggi,  ognono 
dei  qnali  genera  nel  movimento  nna  parte  della  saperflcia 
contea.  Le  dae  parti  si  chiamano  falde  della  superficie;  tal- 
volta  però  sì  chiama  superficie  conica  anche  una  sola  falda 
della  aaparflcie. 
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123.  Sono  evidenti  le  segneoti  proprietà: 

1.°  Tutti  i  punti  di  una  ffeneratrwe  appartengono  alla 
superficie  conica. 

2°  Ogni  punto  della  superficie  conica,  eccetto  il  vertice, 
appartiene  ad  una  sola  generatrice,  che  è  la  retta  deter- 
minata dal  punto  e  dal  vertice. 

3."  Tutte  le  generatrici  formano  angoli  eguali  con 
rosse  (1). 

4."  Ogni  punto  di  una  generatrice  descrive  nella  ro- 
tazione circoli  situati  in  piani  perpendicolari  all'  asse  e 
aventi  per  centri  punti  dell'asse. 

ò."  Ogni  piano,  che  contiene  l'asse,  incontra  la  super- 
fide  lungo  due  generatrici,  che  chiameremo  opposto. 

6."  Ogni  piano  perpendicolare  air  asse  ha  comune  colla 
superficie  conica  un  circolo,  che  ha  il  cenlro  sull'asse. 

7."  Due  superficie  coniche  sono  eguali,  te  i  loro  angoli 
sono  eguali.  È  vero  sDcha  il  teorema  contrario  ;  quindi  :  Una 
superficie  conica  è  individuala,  quando  è  dato  il  suo  angolo, 

124.  Tooreoia.  —  La  superficie  conica  è  una  superficie 
curva. 

In  nessuna  sua  parto  è  piana:  so  tale  fosse,  preso  un  punto 
in  questa  parte,  e  per  esso  costruendo  un  piano  perpendicolare 
all'asse,  la  sezione  di  questo  piano  colla  superficie  sarebbe  in 
qnalche  parte  un  segmento,  contro  il  teorema  5." 

125.  Data  una  superflcìe  conica  e  un  punto  nello  spazio, 
elle  non  sia  sulla  superficie  stessa,  la  distanza  di  questo  punto 
dal  vertice  forma  coli' asse  un  angolo  non  egoala  all'angolo 
della  superficie  conica  e  perciò  o  maggiore  o  minore  di  qu'isto. 
Nel  primo  caso  il  punto  sì  dico  esterna  alla  superflce  conica, 
nel  secondo  caso  dicesi  inferno. 

Delle  due  parti,  in  cui  una  falda  di  una  superficie  conica 
divide  lo  spazio,  una  contiene  tutti  i  punti  interni,  l'altra  tutti 
i  punti  ostèrnt. 

136.  La  parte  dello  spazio,  che  contiene  tutti  i  punti  in- 
temi a  ana  falda  di  una  superficie  conica,  dicesi  solido  conico, 

(J)  ai  defloiica  plt  In  gnnorals  la  loperGnle  conica  come  il  laogo  H'omstrlca 
(ella  ammatllaiDO  asiare  una  anparllcie)  iaì  ratei  di  una  slalla  I gtneralHre)  ohe 

Kaiiana  per  i  pnnli  di  una  linaa  qualunque  (dir'Krice).  11  caso  panicolara  che 
I  genaratriol  formino  angoli  eguali  oon  un  cagpo  della  tlasaa  alalia,  cha  atta 
fa  parU  dalla  aupecflcia,  ì]  quale  ai  shiama  aste,  torrliponde  alla  soperncia 
ooDica  nircolars  cba  abbiamo  oonsldarala. 

QuaatD  caao  t  poaaibile,  •  ai  ha,  per  aieToplo.  quando  la  diratuica  è  na  cit- 


iantro  dì  guasto,  ]■  saparSds  dloaal  contea,  eircolart,  o 
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Teorema.  —  Due  solidi  conici  sono  eguali,  te  i  loro  an- 
goli sono  eguali.  È  vero  anche  il  teorema  contrario. 

137.  Dato  UD  solido  conico,  se  si  costruisce  aa  piano  peiv 
pendicotare  all'asse,  esso  Io  divide  in  due  parti,  una  finita  e 

l'altra  indefinita.  La  parte  finita,  limitata  dalla 
"  superficie  conica  e  dal  circolo  sezione,  chiamasi 

solido  conico  limitato  o  semplicemente  cono  (1) 
(flg.  49). 

11  circolo  sezione  chiamasi  base  del  cono:  il 
segmento  di  asse ,  compreso  fra  il  vertice  del 
COMO  e  il  centro  del  circolo  ,  dicesi  altezza,  I 
segmenti  di  generatrice  compresi  fra  il  vertice 
e  la  base  sono  tutti  egnali  e  ognuno  di  essi 
mg.  49.         chiamasi  lato  del  cono. 

Teorema.  —  Due  coni  sono  eguali,  se  hanno 
eguale  la  base  e  l'altezza. 

138.  Data  ana  falda  di  una  snperflcie  oonìca  e  dne  semi- 
piani  uscenti  dall'asse,  essi  incontrano  la  superficie  in  dna 
generatrici,  che  la  dividono  in  due  parti  chiamati.im^oft  conici. 

139.  È  facile  dimostrare  che: 

\°  Nella  stessa  superficie  contea  e  in  superfìcie  coni- 
che eguali  a  angoli  conici  eguali  corrispondono  diedri  al- 
l'asse eguali  e  viceversa. 

2°  Oli  angoli  conici  sono  grandette  di  primo  genere. 

130.  Chiameremo  spicchio  conico  lo  spazio  compreso  tra 
un  angolo  conico  e  il  diedro  che  lo  determina.  Possiamo  esten- 
dere agli  spicchi  conici  le  definizioni  date  per  i  fusi  conici  e 
dedurne  che; 

Gli  spicchi  conici  sono  grandezze  di  primo  genere. 

131.  Dato  un  cono,  se  per  un  punto  dell'altezza  si  costruisce 
un  piano  parallelo  alla  base,  il  cono  vien  diviso  dal  circolo 
sezione  in  dne  partì,  una  delle  quali  (quella  che  contiene  il 
vertice)  ò  ancora  nn  cono,  e  l'altra  è  un  solido,  che  si  chiama 
tronco  di  cono  a  basi  parallele.  La  base  del  cono  dato  e  il 
circolo  sezione  dìconsi  basi  del  tronco:  il  segmento  di  altezea 
compreso  tra  le  due  basi  sì  chiama  altezza  del  tronco;  i  seg- 
menti di  Iati  compresi  fra  le  basi,  si  dicono  lati  del  tronco. 

inchs  cono  ralla,  pn  dliiiaguirla  dal  aalido  chiamuo  conn  obliquo.  neMata 
da  u^s  SDperHole  conica  circoiars  obliqaa  s  dalla  «elicile  pradaita  da  on  plano 
parallele  al  plano  della  direitrìcs.  SI  ulmoatrs  chs  qaeaia  seilcoa  è  para  un 
circolo  che  proDrJa  11  nome  di  6aie.  L'alleila  i  la  diaunia  dal  Tarties  dal  plano 
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13~2.  Si  potrebbero,  senza  difficoltà,  immaginare  angoli  tron- 
co-conici, spicohl  tronco- conici,  e  si  potrebbe  dimostrare  che 
sullo  stesso  tronco  di  cono  o  in  tronchi  di  cono  eguali  sono 
grandezze  di  primo  genere. 

Superficie  torica  b  toro. 

133.  Postnlato.  —  Se  il  piano  di  un  circolo  ruota  di  un  giro 
intomo  a  una  sua  retta  che  non  taglia  il  circolo,  questa 
genera  ufta  superficie,  che  chiamasi  superfìcie  anulare  o  to 
rica  (flg.  50).  _ 

134.  L^  retta  fissa  chiamasi  asse. 
11  circolo,  che  si  muove,  chiamasi  in  ogni 

sna  posizione  circolo  generatore. 

135.  Si  ha  evidentemente: 
1.°  Il  luogo  dei  centri  dei  circoli  gene- 
ratori é  un  altro  circolo.  _ 

Questo  cìrcolo  si  chiama  circolo  centrale,  pig.  so. 

e  il  suo  piano  è  perpendicolare  all'asse. 

2.°  Ogni  punto  della  superficie  appartiene  ad  uno  e  ad 
uno  solo  circolo  generatore. 

3.°  Ogni  punto  del  circo/o  generatore  appartiene  alla 
superficie. 

4."  Ogni  punto  di  un  circolo  generatore  descrive  nel 
morimento  un  circolo  situalo  in  un  piano  perpendicolare 
aitasse  e  avente  per  centro  un  punto  dell'asse. 

5."  Ogni  piano  che  passa  per  l'asse  incontra  la  super- 
ficie in  due  circoli  generatori  che  diremo  opposti. 

6."  Due  tuperficie  loriche  sono  eguali,  se  hanno  eguali 
i  raggi  dei  circoli  centrali  e  eguali  i  raggi  dei  circoli  ge- 
neratori, 

£l  vero  anche  il  teorema  contrario,  perciò: 
Una  superficie  torica  é  individuata  dato  il  raggio  del 
circolo  centrale  e  il  raggia  del  circolo  generatore. 

1.°  La  superficie  lorica  é  una  superficie  curva. 
In  nessuna  sua  parte  è  piana.   Se  tale  fosse,  costruendo 
per  nn  ponto  di  tale  parte  un  piano  passante  per  l'asse,  la 
sezione  con  questa  parte  della  superficie  sarebbe  un  segmento, 
contro  il  Teorema  del  g  5. 

136.  La  superficie  torica  divide  lo  spazio  io  due  parti,  una 
finita,  e  l'altra  indefinita:  la  prima  dicesi  anello  o  toro. 

137.  Sa  si  costruiscono  due  semipiani  uscenti  dall'asse,  essi 
NiMMa,  —  Stertamelria.  i 
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dividono  la  superflcie  torìca  io  due  putì,  che  si  chiamano 
ione  o  fasce  ioriehe. 

SI  ha  il  aegaente: 

Teorema.  —  Sulla  stesta  tuperflcie  torica  o  mtsuperficie  to' 
riche  eguali  le  zone  loriche  sono  grandezze  di  primo  genere. 

138.  Due  Bemipiani  uscenti  dall'asse  dividono  anche  il  toro 
in  due  parti,  che  si  chiamano  lettori  lorici. 

Si  ha  pure: 

Sullo  stesso  toro  o  in  tori  eguali,  i  tettori  tarici  sono 
grandezze  di  primo  genere. 

139.  La  superficie  sferica,  le  saperficie  cilindrica,  conica  e 
torica  fanno  parte  di  una  classe  di  superficie,  di  cui  l'esi- 
stenza viene  ammessa  col  seguente: 

Postulato.  Se  un  piano  ruota  di  un  giro  intorno  a  una 
sua  retta,  una  linea  qualunque  del  piano  genera  una  su- 
perficie che  si  chiama  superficie  di  rotazione. 

La  retta,  che  rimane  fissa,  dicesi  asse.  Bue  semipiani  uscenti 
dall'asse  diridono  la  saperficie  in  due  parti,  che  si  dicono,  in 
generala,  zone;  e  seccndo  i  casi  prendono  i  comi  di  fìtri, 
angoH,  strisce,  ecc. 

E  facile  dimostrare  che;  Nella  stessa  superficie  di  rota- 
zione o  in  superficie  di  rotazione  eguali  le  zone  sono  gran- 
dezze di  primo  genere. 

Proiezioni  e  distanze. 

HO.  Dato  un  punto  P  e  un  piano  a  (fig.  51)  si  costruisca 

da  P  la  perpendicolare  ad  «.  Il  punto  A  comune  alla  perpeo- 

dicolare  e  al  piano  difesi  praiesione  del  punto  sul  piano. 

La  retta  FA  si  chiama  proiettante  il  ponto 

IP  sul  piano.  Se  il  punto  P  «  sul  piano,  la  sua 

proiezione  è  il  punto  stesso. 
141.  Data  una  retta  r  e  up  piano  a,  chia- 
meremo proiezione  della  retta  sai  piano 
il  luogo   delle   proiezioni  dei   punti   della 
retta  sul  piano. 
Fig.  SI,  142.  Teorema.  — Laproiezione  dì  una 

retta,  non  perpendicolare  a  un  piano  su 
questo  piano,  è  una  retta. 

DiTatti,  data  una  retta  r  e  un  piano  x  (Qg.  52),  sappiamo 
{§  41  Coroll.)  che  le  perpendicolari  al  piano  «  costruite  dai 
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pnnti  della  retta,  sono  in  un  medesimo  piano  ^  perpeadioo- 
Jare  ad  «,  Base  dunque  iocootrano  il  piano  «  nei  ponti  di  una 
retta  a.  Viceversa  ogni  ponto  A  di  questa  retta  a  ò  proie- 
zione di  un  punto  P  della  retU  r;  perchè,  costruendo  da  A 
la  perpendicolars  al  piano,  essa  6  con- 
tenuta nel  piano  (S  (§  35)  e  perciò  deve 
incontrar  la  retta  r  in  un  pnnto  P,  Il 
teorema  è  dunque  dimostrato. 

143.  11  piaoo  p  si  chiama  il  piano 
proiettante  la  retta  r  sol  piano  a. 

Se  la  retta  r  è  sul  piano  «,  la  sua 
proiezione  è  la  retta  stessa.  Se  la  retta 
rè  fuori  del  piano  e  non  è  parallela  al  v\g.  sa. 

piano,  essa  e  la  soa  proiezione  hanno 
nn  ponto  comune,  che  deve  trovarsi  sul  piano 
Se  la  retta  r  è  perpendicolare  al  piano,  le  proiettanti  dei 
I  suoi  punti  coincidono  colla  retta  stessa, 

»  1*  sua  proiezione  è  il  suo  ponto  co- 
E  mune  col  piano  (fig.  53), 

. 144.  Corollarii.   —  l."  La  proietione 

I  I  I  su  un  piano  di  un  tegmento  non  per- 

I  «  /  pendicoltire  al  piano  è  un  segmenta,che 

_^    ha  per  estremi  le  proiezioni  degli  estre- 

Fig.  53.  mi  del  segmento  dato. 

,.  2."   Salvo   in    un    caso,    la   proic 

zioM  dt  un  segmento  su  un_piano  è  minore  del  segmento. 
Difatti  dato  il  segmento  AB,  di  cui  la  proiezione  sul  piano  « 
è  A'B',  se  si  costruisce  AH  paral- 
lelo  ad  A'B;  si  ha  A'B"  =.  AH< 
<  AB  (Ùg.  54).  Il  caso  di  ecce- 
zione si  ha  quando  il  segmento 
AB  è  parallelo  al  piano  e  perciò 
alla  soa  proiezione.  Allora  il  seg- 
mento e  la  proiezione  sono  eguali. 
145.  Se  si  proiettano  so  un 
piano  i  vertici  di  nn  poligono  à 
contenuto  in  un  altro  piano  non  kj-  ì4 

perpendicolare  al  primo,  si  ot- 
tiene un  nuovo  poligono,  che  si  chiama  proietione  del  primo 
in  generale,  se  ai  proiettano  i  punti  di  una  figura  su  un 
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piaQo  bì  ottiene  ana  naeva  Agora,  che  ei  chiama  protezione 
della  prima  su  qaet  piano. 

143.  Teoran*.—  Di  tutti  i  tegmenti,  che  hanno  un  estremo 
comune  e  l'altro  estremo  tutti  su  uno  stesso  piano,  il  seg- 
mento perpendicolare  è  ti  minore. 

Sia  PA  il  segmento  perpendi- 
colare e  PB  un   altro  segmento 
(flg.  55).  Sa  si  costruisce  àF*,   Il 
7  triangolo  PA.B  è  rettangolo  e  PB 
è  l'ipotenaaa;  quindi  è  PA  •<  PB. 

147.  Chiameremo   distama  dì 
[n  punto  da  na  piano  il  segmento, 

che  ha  gli  ostremi  nel  punto  e  sol 
vig.  M-  piano,  ed  è  perpendicolare  al  piano, 

148.  Teorema.  —  Dei  segmenti 
obliqui,  che  hanno  un  estremo  comune  e  l'altro  su  un  piatto, 
sono  eguali  quelli  che  hanno  eguale  la  proietione  sul  piano; 
ed  è  maggiiire  quello  che  ha  la  maggiore  proietione. 

Sia  (&g.  56)  PA  il  segmento   perpendicolare  al  piano  ni 
PB,  PC  due  segmenti  di  cai  le  proiezioni  AB,  AC  sono  per 
ipotesi  eguali.  Sono  eguali  i 
triangoli  PAB,  PAC;  e  ne  de- 
duciamo che  è  PB  -M  PC. 

Sieno  PC  e  PD  due  seg- 
menti che  non  hanno  egual 
proiezione,  ma  sia  AD  >  AC. 
Si  costruisca  AB  ^  AG:  è  al- 
lora (Pian.  §  12^  PD  >  PB^ 
ma  è  PB  =  PC,  è  dunque 
PD>PC. 

149.  E  pure  vero  il  teo- 
rema inverso: 

Teorema.  —  Se piii  segmenti  obliqui  che  fumno  un  estremo 
comune  e  l'altro  estremo  su  un  piano  sano  eguali,  essi 
hanno  eguali  proiezioni;  altrimenti  ha  proiezione  maggiore 
il  segmento  maggiore. 

Corollario.   —  Il  luogo  geometrico  dtgli  estremi  m  un 


FiJ.  56. 
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piano  dei  tegmenti  eguali,  che  hanno  l'altro  estremo  comune 
fuori  del  piano,  è  un  circolo  che  ha  per  raggi  le  loro  proie- 
zioni eguali  e  per  centro  la  proiezione  del  loro  pUfUo  comttnf. 

150.  Teorema.  —  Di  tutti  gli  angoli,  che  una  obliqua 
uscente  da  un  punto  di  un  piano  forma  con  le  rette  del  piano 
uscenti  dallo  itesto  punto,  il 

minore   è  l' angolo  acuto,  che 
essa  forma  con  la  sua  proie- 

Sia  (dg.  57)  AB  l'oi>lìqaa  u- 
sceote  dal  punto  A  del  piano  «, 
AB'  la  sna  proiezione,  AC  una 
retta  del  piano. 

Dico  che  è  6a&"<  ÉACTSia  / 
B  UD  ponto  dell'obliqua,  B'  la  ~ 
sna    proiezione   ani    piano.    Si  ^«-  ''''■ 

prenda  AC  =■  AB' ,    e    si    co- 

BtrnÌ9caBC.È"BC>  BB'(§148)  o  perciò  i  due  triangoli  BAD', 
BAC,  arendo  due  lati  eguali  e  il  terzo  dìaeguale,  hanno  di- 
segnale l'angolo  opposto  a  questo  laio  (Pian.  §  V.Ì3),  e  pre- 
cisamente al  lato  maggiore  ò  opposto  l'angolo  maggiore,  ossia 
è  BAC  >  BAB.  L'angolo  BAB'  è  acnto  perchè  il  triangolo 
BAB'  è  rettangolo. 

Coronario.  —  L'angolo  Ottuso,  che  fobliqua  fa  con  la  sua 
proiettane,  è  maggiore  di  qualunque  angolo  che  etta  forma 
con  le  rette  del  piano. 

151.  Si  chiama  angolo  di  un  obliqua  e  di  nn  piano,  l'an- 
golo acuto  che  l'obliqua  forma  con  la  !<ua  proiezione  sul  piano. 

Corollario.  —  /  segmenti  eguali,  che  hanno  un  estremo 
comune  e  V  altro  estremo  su  un  piano,  formano  col  piano 
angoli  eguali. 

152.  Teorema  —  //  luogo  geometrico  dei  punti  equidistanti 
da  un  punto  dato  è  una  superficie  sferica,  che  ha  per  centro 
il  punto  data.  Vedi  §  85. 

153.  Teorema  —  Il  luogo  geometrico  deipunti  equidistanti 
da  due  punti  dati  é  il  piano  perpendicolare  alta  toro  di- 
stonìa nel  suo  punto  medio. 

Siano  A,  B  i  due  punti  dati  (flg.  5S)  a  il  piano  perpendi> 
colare  ad  AB  nel  punto  medio  0.  Dico  che  ogni  punto  P  di  a 
è  equidistante  da  A  e  da  B  e  cho  ogni  punto  equidistante  da  A 
e  da  B  deve  trovarsi  sul  piano  «. 
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Siano  A,  B,  C  i 
strutto  il  triangolo 


(  il  loro  piano.  Co- 


Ss  P  è  sul  piano  s,  è  OP  perpandicolara  ad  AB;  i  triangoli 
rettangoli  POA,  POB,  avend^o  i  cateti  eguali,  sono  eguali  e 
quindi  è  Pa  =  PB.  Viceversa,  dato  un  punto  P  tale  che  sia 
PA  =  PB,  costruendo  i  due  triangoli 
POA,  POB  questi  sono  eguali,  avendo 
i  lati  rispettivamente  eguali;  e  perciò 
sono  eguali  e  retti  gli  angoli  adiacenti 
POA,  P'OB;'  ossia  è  OP  perpeudico- 
lare  ad  AB  e  si  trova  nel  piano  « 
°  perpendicolare  ad  AB  e  il  punto  P,  che 
vi  appartiene,  è  per  conseguenza  sul 
piano  «. 

154.  Teorema.  —  Il  luogo  geome- 
trico dei  punti  equidistanti  da  tre 
punti  dati  è  la  retta  perpendicolare 
al  piano  di  questi  punti  nel  punto 
equidistante  da  essi. 
i  punti  dati  (flg.  59) 
o  ABC,  Bappiamo 
che  c'è  un  punto  equidistante  dai  tre 
vertici  e  sia  0.  Costruiamo  la  perpen- 
dicolare ad  »  in  0.  Ogni  punto  P  di 
questa  retta  è  equidistante  da  A,  B,  C 
(g  148).  Viceversa  se  P  è  uno  qualun- 
que dei  punti  equidistanti  da  A,  da  B 
e  da  C,  ò  allora  PA  =  PB  =  PC", 
coati-ulta  la  perpendicolare  PO,  dev'es-  *"'"  ^' 

sere  "OA  ="ÓB  ="00  (g  149). 

GoroUarìi.  —  1."  /;  luogo  dei  punti  equidistanti  da  tutti 
i  punti  di  un  circolo  è  la  retta  perpendicolare  al  piano  del 
circolo  nel  centro  di  questo. 

2°  Il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  tutti i  vertici  di 
un  poligono  regolare  è  la  retta  perpendicolare  al  piano 
del  polìgono  nei  centro  di  questo. 

155.  È  facile  dimostrare  il  seguente: 

Teorema.  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidistanti  da 
una  retta  è  una  superficie  cilindrica,  che  ha  per  asse  la 
retta  e  per  raggio  la  distanza  data. 

156.  Teorema,  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidi- 
stanti da  due  rette  concorrenti  è  costituito  dai  piani  perpen- 
dicolari al  piano  delle  rette,  nelle  bisettrici  dei  loro  arsoli. 


quimetanw  aa  a,  a,  kj      i  ^ 

rsa  se  P  è  uno  qualun-    /     ..;-— ^    / 
,uidistanti_da  A._da  B   /     '^^"-^ 
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Siano  t*  e  <  le  rette  coocorreati  in  0  ;  a,  &  le  bisettrici  de! 
loro  angoli  {Qg.  60),  j3,  7  i  piani  perpendicolari  in  a  e  6  al 
piano  delle  rette  a.  Un  punto  P  dì  uno  di  questi  piani  è  equi- 
distante da  r  e  da  j.  E  infatti  sia  Q  la  sua  proieiiona  io  a 
a  BÌeno  R,  S  le  nroietioni  di  Q  sa  r,  sa  <.  Se  oostraìamo  PR 


FiB.  60. 

a  PS,  qaesli  seg-menti  risaltano  perpendìoolari  rispettÌTamenta 
alla  rette  r  o  1  (§  38)  e  perciò  sono  le  distante  del  punto  P 
dalle  rette  date.  Qneste  distanze  sodo  eguali,  perchè,  essendo  > 
bisettrice  dall'angolo  SOR  è  QS  =  QR;  sono  dunque  eguali  Ì 
triangoli  PQR,  PQS,  e  pepcift  è  PR  =  Ps! 

Viceversa,  se  P  6  nn  ponto  equidistante  dalla  ratte  r  a  * 
cioè  tale  cbe  sia  PR  =^  PS,  il  ponto  P  appartiene  al  piano  §. 
Diratti,  se  Q  è  la  proiezione  di  P  sa  «,  i  triangoli  PQR,  PQS 
sono  eguali,  essendo  rettangoli,  avendo  un  cateto  PQ  comune 
a  le  ipotannsa  PK,  PS  per  ipotesi  eguali,  quindi  è  QR  ^  QS  • 
ossia  Q  appartiene  alla  bisattriea  a  dell'angolo  SOR,  e  quindi 
il  punto  P  appartiene   al  piano  ^,  perpendicolare  ad  et  io  a, 

157.  Teorema.  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidi- 
ttanti  da  due  rette  parallele  è  il  piano  perpendicolare  alla 
toro  ttritcia  nella  bisettrice  della  striscia.  Si  dimostra  come 
il  precedente. 

158.  Se  per  distanza  di  nn  ponto  da  nn  circolo  s'intende 
il  segmento  che  ha  gli  estremi  nel  punto  e  sul  circolo  e  si 
trova  nel  piano  perpendicolare  al  piano  del  circolo,  costruita 
par  il  punto  dato  e  per  il  centro  del  cìrcolo,  si  ha  il  se- 
gaente  : 

Teorema,  —  Il  luogo  geometrico  dei  punii  equidistanti 
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da  un  circolo  di  una  disturna  non  maggiore  del  raggio  è 

la  superficie  lorica  di  cwi  i'^  circolo  dato  è  il  circolo  centrale. 

159.  Teoiema.  —  //  luogo  geometrico  dei  punti  equidistanti 
da  un  piano  è  costituito  da  due  piani  paralleli  al  piano  dato. 

160.  Teorema.  —  Il  luogo  dei  punti  equidittanti  da  due 
piani  concorrenti  è  costituito  dai  piani  bisettori   dei   loro 

diedri. 

Sieno  a  a  p  dua  piani  concotrenti 
io  una  retta  r,  e  eieoo  y,  S  i  piani 
bisettori  dei  loro  diedri  (lig.  61).  Un 
punto  P  di  un  piano  bisettore  y  è 
equidistante  dai  piani  dati. 

Se  A  e  B  sono  le  proiezioni  del 
pQOto  P  sui  piani  a  0  p,  i\  piano 
APfi  è  perpendicolare  ad  ambedue 
questi  piani  (§  32),  ed  è  perciò  per- 
pendicolare alla  retta  r  (§  35,  C. 
!■•) 

Sicché  le  sue  intersezioni  RA,  RB, 
RP  coi  piani  et,  §,  y  sono  pei'pec- 
dieolari  alla  retta  r.  Qli  angoli  ARP, 
PRB  sono  dunque  le  sezioni  noroaali 
dei  diedri  «7,  yP  ;  e  poiché  questi 
=  PRB  ossia  è  RP  bisettrice  dell' ao- 


KLg   61. 


=  PB  ossia  il  punto  P  è  equidi- 


sono  eguali  si  ha  ARP  = 
golo  ARB.  E  perciò  è  PA  = 
stante  dai  piani  a  e  p. 

Viceversa  se  è  PA  =  PB,  ilpuntoPdeve  appartenere  alla  bi- 
settrice dell'angolo  PRB,  oasla  PR  ò  bisettrice  di  quest'angolo; 
allora  il  piano  Pr  divide  il  diedro  xp  ìn  due  diedri  che  hanno 
sezioni  normali  eguali,  e  perciò  sono  dunque  eguali;  il  punto  P 
appartiene  al  piano  bisettore. 

161,  Teorema.  —  Il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  due 
piani  paralleli  é  il  piano  bisettore  del  toro  strato. 

Si  imiti  la  dimostrazione  del  g  135  (Pian.). 

Corollario.  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  medi  di  lutti 
i  ÈCgmenti,  che  hanno  gli  estremi  sulle  facce  di  uno  strato, 
è  il  piano  bisettore  dello  strato. 

16Z.  Chiameremo  distanza  di  due  piani  paralleli  la  lar- 
ghezza costante  (g  79)  del  loro  strato.  Chiameremo  distanza 
di  Dna  retta  parallela  a  un  piano  dal  piano  stesso,  la  distanza 
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dì  un  ponto  della  retta  dal  piano.  Questa  distanza  è  la  lar- 
fthezza  della  strìBcia,  che  qaegta  retta  forma  con  la  sua  proie- 
zione sul  piano. 

È  facile  dimostrare  il  seguente: 

163.  Teorema.  —  La  ^starna  di  una  retta  parallela  a 
im  piano  da  questo  piano,  è  minore  di  tutti  ì  »egmenti,  che 
hanno  w«  ettremo  sulla  retta  e  l'altro  sul  piano. 

164.  Teorema.  —  Il  luogo  geometrico  dei  raggi  di  una 
stella,  che  formano  angoli  eguali  con  un  raggio  della  stella, 
è  una  superficie  conica  circolare. 

165.  Teorema.  —  Il  luogo  geometrico  delle  rette,  che  for- 
mano  angoli  eguali  con  due  rette  concorrenti,  è  costituito 
dai  fasci  di  raggi  che  hanno  per  centro  il  punto  comune 
delle  rette,  sono  xiluati  nei  piani  perpendicolari  al  piano 
delle  rette  nelle  bisettrici  dei  loro  angoli. 

Date  le  rette  rei  (Ùg.  60),  coetmiamo  il  piano  Pb  per- 
pendicolare al  piano  a  delle  due  rette  nella  biaettricè  b  di 
ano  dei  loro  angoli.  Ogni  retta  OP  uscente  da  0  e  situata 
nel  piano  Pb  forma  angoli  eguali  colle  rette  sor.  Dìfatti, 
costruendo  la  proiezione  Q  di  un  punto  qualunque  P  della 
rotta  OP  au  i  8  le  proiezioni  R,  S  di  Q  sulle  rette  r  ed  s,  si 
vede  facilmente  che  i  due  triangoli  OQR,  OQS  sono  eguali 
e  così  pure  sono  eguali  ì  triangoli  PQR,  PQS;  e  perciò  è 
OR  =  OS,  PR=-  PS!  Allora  i  due  triangoli  OFR,  OPS  avendo 
comune  il  lato  OP  ed  eguali  gli  altri  lati  sono  eguali  ed  è 
perciò  PoS  — POH. 

Reci^iroca mente  date  le  rette  r,  s  concorrenti  in  0  e  nna 
retta  OP  che  forma  con  asse  angoli  egaall,  so  esaa  non  è  per- 
pendicolare al  piano  a  delle  due  rette  date,  costruiamo  la  proie- 
zione OQ  sul  piano  a  di  un  suo  segmento  OP  a  prendiamo  sulle 
rette  data  due  segmenti  eguali  OR,  OS.  Sono  eguali  i  trian- 
goli POR,  POS  avendo  un  angolo  eguale  compreso  tra  lati 
rispettivamente  eguali.  Sono  eguali  allora  anche  i  triangoli 
rettangoli  PQR,  PQS;  ed  essendo  perciò  QR  --=  QS  sono  anche 
eguali  i  triangoli  QOR,  QOS  ;  ossia  la  retta  OQ  è  bisettrice 
dell'angolo  delle  rette  date  e  la  retta  OP  è  contenuta  nel  piano 
perpendicolare  al  piano  delle  rette  date  in  una  bisettrice  dei 
loro  angoli. 

166.  Taorema.  —  Date  due  rette  sghembe  esiste  sempre 
un  tegmento  ed  uno  solo  che  ha  un  estremo  su  ciascuna  di 
esse  ed  è  perpendicolare  ad  ambe  le  rette. 


ss 
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Siano  r  ed  1  le  iaa  rette  sghembe  (flg.  62)  ;  sappiamo  che 
è  sempre  possibile  (§  72)  costruire  ud  piano,  ohe  ocatcDga 
upa  di  esse,  per  es.  »,  e  sia  parallelo  all'altra.  Sia  «  questo 
piano.  Si  costraiaca  il  pìaao,  ohe  contiene  r  ed  è  perpeadi- 
colsre  ad  a  e  aia  (3,  che  incontra  «  nella  retta  r'. 

n  Le  rotte  r  e  r"  sono  pa- 

rallele; e  sono  icToca  con- 
correnti  in  un  pnato  A  le 
rette  compiane  r  e  s,  giac- 
ché, se  fossero  parallele,  e 
rette  r  ed  <  sarebbero  am- 
bedae  parallele  alla  retta 
r"  e  perciò  parallele  tra 
loro  (§  56,  corol.)  e  non 
sghembe.  Per  il  ponto  A  ai 
costrnisca  nel  piano  la  retta 
AM  perpendicolare  a  r'  e 
peroift  {§  34)  perpendicolare  al  piano  «.  Questa  retta  AM  4 
la  perpendioolare  richiesta,  poiché  è  perpendicolare  alla  retta 
i,  ed  è  perpendicolare  anche  alla  retta  r  essendo  perpendico- 
lare alla  sua  parallela  r',  trovandosi  nello  siesso  piano  colla 
retta  r. 

Oltre  la  retta  AM,  non  vi  sono  altre  perpendicolari  alle 
rette  sghembe  ras.  Difattì,  se  ce  ne  fosse  un'altra,  per  es. 
NB,  questa  dovrebbe  essere  perpendicolare  alla  retta  r'  pa- 
rallela ad  r  nel  piano  a,  sicché,  essendo  perpendicolare  alle 
due  rette  r  e  s,  dovrebbe  essere  perpendicolare  al  piano  >, 
e  non  sarebbe  contenuta  nel  piano  j3  perpendicolare  ad  «,  contro 
il  corollario  del  §  41. 

Ibi,  Teorema.  —  Di  tutti  i  segmenti  che  hanno  gli  estremi 
su  due  rette  sghembe,  il  segmento  perpendicolare  è  il  minore. 
Sia  MA  il  se^rmento  perpendicolare  alle  due  rette  sghembe 
r,  3  (fig.  62)  e  NB  un  altro  segmento,  che  ha  gli  estremi  sulle 
stesse  reUe.  Se  si  costruisce  NC  parallela  a  MA,  e  perciò 
perpendicolare  al  piano  a,  si  ha  evidentemente  KC  ■<  NB.  Ma 
6  NC  =  MA,  quindi  MA  <  NB. 

168.  Si  chiama  distansa  di  due  rette  sghembe  il  segmento, 
che  ha  gli  estremi  su  di  e^se  ed  è  perpendicolare  ad  ambedue. 
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Fiqure;  simmetriche. 

169,  Qli  estremi  di  un  segmento  si  dicoDO  «immeA^'ci' ri- 
spetto al  panto  medio  del  segmento  stesso.  Questo  punto  dicesi 
centro  di  simmetria. 

Due  figaro  si  dicono  timmetriehe  rispetto  a  un  punto 
(centro  dì  simmetrìa),  quando  rispetto  ad  esso  tutti  i  punti  di 
cìaaonna  sono  simmetrici  dei  punti  dell'altra. 

170,  È  facile  dimostrare  che: 

l.**  Delta  una  figura,  si  può  tempre  trovarne  un'altra 
e   unatola  timmetrica  alla  prima  rispetto  a  un  punto  dato. 

2.°  Se  una  figura  giace  tutta  in  un  piano,  ia  sua  sim- 
metrica rispetto  a  uno  dei  punti  del  piano  giace  pure  nello 
stesso  piano. 

171,  Una  figura  si  dice  simmeCrica  di  sé  stessa  rispetto  a 
Qn  punto,  quando  coincide  con  la  sua  simmetrica  rispotto  a 
quel  punto,  che  allora  si  chiama  centro  della  figura.  Cosi  uua 
ratta  è  simmetrica  di  so  stessa  rispetto  a  ciascuno  dei  suoi 
pnnti.  Un  circolo  è  simmetrico  di  sé  stesso  rippetto  si  centro. 
Una  superficie  sferica  è  simmetrica  di  tè  stessa  rispetto  al 
centro. 

CoroilBrfo.  —  Una  figura  e  la  sua  simmetrica  rispetto  a  un 
punto  costituiscono  insieme  una  nuova  figura  simmetrica  di 
sé  slessa  rispetto  a  quel  punto. 

172,  Teorema.  —  Due  figure  compiane  simmetriche  rispetto 
a  un  punto,  sono  eguali. 

Se  A,  B  sono  duo  punti  di  una  figura  e  A',  B'  i  loro  siir.- 
metrìci  rispetto  al   centro  0  di  simmetria  delle 
due  figure  date  (flg.  63)  si  faccia  scorrere  il  piano  /  " 

delle  due  figure,  rotando  intorno  al  punto  0,  Ea-  /{\  / 
sando  AOB  =■  A'OB^  è  evidente  che  quando  A'  \/ 
coincide  con  A  anche  B'  coincide  con  B,  e  potendo  )^0 

dirsi  lo  stesso  per  qualunque  coppia  di  punti  sim-        /  '\ 
metrici,  se  ne  deduce  che  le  due   figure  possono       /    \.. 
farsi  coincidere  e  perciò  sono  eguali.  /, 

173.  Due  punti  si  dicono  simmetrici  rispetto  a    '^ 
una  retta,  quando  sono  estremi  di  un  segmento    Pig.  63. 
perpendicolare  alla  retta  in  un  punto  che  lo  divide 

per  metà.  Cosi  (fig.  6s)  i  punti  A,A'  sono  simmetrici  rispetto 

alla  retta  r,  I  puuti  della  retta  r  sono  simmetrici  di  sé  stessi. 

Duo  figure  si  dicono  simmetriche  rispetto  a  una  retta  (asse 
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di  simmetria),  quando  rispetto  ad  essa  tutti  i  puatì  dì  cìasonna 
SODO  simmetrici  dei  ponti  dell'altra. 

..  174.  È  facile  dimostrare  che  : 

i  1.°  Data  una  fiffura,  si  può 

^  \  sempre  trovarne   un'altra    aim- 

; metrica  della  prima  rispetto  a 

una  retta  data, 
a!  2."  Se  una  figura  giace  tutta 

Fig.  41.  in  un  piano,  la  sua  simmetrica 

rispetto    a   una    delle  rette    del 
piano  giace  pure  nello  stesso  piano. 

175.  Una  Agora  si  dice  simmetrica  di  9è  stessa  rispetto  a 
una  retta,  qnando  coiDcide  cou  la  sua  simmetrica  rispetto  a 
quella  retta,  che  si  ofaiama  allora  asse  principale  della  figura. 
Cosi  un  piano  è  simmetrico  di  sé  stesso  rispetto  ad  ogoi  gas 
retta.  Un  circolo  è  simmetrico  di  sé  stesso  rispetto  a  ogni 
retta  che  passa  pel  centro. 

Una  Buperflcie  sfenca  è  simmetrica  di  so  stessa  rispetto  a 
ogni  retta,  passante  per  il  centro. 

Corollario.  —  Due  figure  simmetriche  rispetto  a  una  retta 
costituiscono  insieme  una  figura  simmetrica  di  sé  stessa 
rispetto  a  quella  retta. 

176.  Teorema.  —  Due  figure  qualunque  simmetriche  ri- 
spetto a  una  retta  sono  eguali. 

SeA,A.'soDO  due  punti  simmetrici  delle  due  figuro  simmetriche 
rispetto  ad  una  retta  r  (fig,  64),  ò  evidente  che  il  diedro  A^^ 
è  piatto,  e  parcifi,  facendo  rotare  una  delle  figure  intorno  alla 
retta  r  di  un   diedro  piatto,  ogni  ^ 

punto  A  di  uno  viene  a  coincidere 
col  simmetrico  A'  dell'altro  ;  e  perci6 
le  due  figure  sono  eguali.  / 

Due  figure  piane  simmetriche  ri-  / 
spetto  a  una  retta  sono  inversa-  / 
mente  eguali.  ' 1 ' 

177.  Due  punti    si   dicono  tim  - 

metrici  rispetto  ad  un  piano  quan-  4 

do  la  loro  distanza  è  perpendicolare  j,..    g^ 

al  piano  in  un  punto  che  la  divide 

per  metà.  Cosi  (fig.  65)  i  due  punti  A,  A'  sono  simmetrici  ri- 
spetto al  piano  a  I  punti  di  a  sono  simmetrici  di  sé  stessi. 
Due  figure  si  dicono  simmetriche  rispetta  a  un  piano  quando 
tatti  i  ponti  dì  ciascuna  sono  simmetrici  dei  punti  dell'altra 
rispetto  a  quel  piano. 
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178.  È  facile  dimostrare  che  : 

Data  una  figura,  si  può  sempre  trovarne  un' altra  ed  uiia 
sola  timmetrica  di  quella  rispetto  ad  un  piano  dato. 

179.  Uaa  %Qra  si  dice  simmetrica  di  aò  stessa  rispetto 
a  an  piano,  quando  coincide  oon  la  sua  simmetrica  rispetto 
a  quel  piano  che  allora  si  chiama  piano  principale  della 
figura. 

Così  un  piano  6  simmetrico  di  sé  stesso  rispetto  ad  on  piano 
ad  esso  perpendicolare.  Una  auporflcie  sferica  b  simmetrica 
di  bA  stessa  rispetto  ad  un  piano,  che  contiene  il  centro. 
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Gli  angoloidi. 

180.  Chiameremo  angoloide  la  £gura  determinata  da  più 
dì  duu  raggi  oscenti  JD  un  dato  ordioe  dallo  stesso  punto,  e 
tali  che  tre  coDaecutivì  non  aieno  situati  iu  duo  stesso  piano. 
I  raggi   diconsi  ipigoìi  o   costole 
dell'angoloida  ;  il   loro  punto  comune 
dioesi  vertice  dell'aogoloida.   Gli  an- 
goli convessi   formati   da  due  spigoli 
consecutivi  si  chiamano  facce  dell'an  - 
goloide.  La   superficie    formata  dalle 
facce  dell'  angoloide  dicesi  superfìcie 
dell'aogoloide. 
Un  augoloide  ha  tanta  facce  quanti 
l'iR.  «8-  sono  gli  spigoli. 

Ud  BDgoloide  si  dice  triedro  o  trì- 
tptgolo ,  tetraedro  o  quadrispigolo ....  secondo  che  ha  3, 
4 . .  . .  spigoli. 

L'  ao goloide  v 

triedro  Io  chia- 
meremo sempli- 
cemente triedro. 
]d  d  i  e  h  eremo 
OD  angoloide  leg* 
gendo  i  suoi  spi-  , 
goli ,  oppure  il 
vertice  e  un  pun- 
to di  ogni  spìgolo 
aell'ordine  dato; 
o  anche,  quando  ""'  "'' 

non  ci  sia  ambiguità,  leggendo  il  solo  vertice. 

Così  r  angoloide  della   &%.   66   può   indicarsi  con   aòcd  o 
f^BCD. 
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Quando  son  d&ti  soltanto  gii  spigoli,  senza  fissarne  l'ordine, 
8Ì  ha  più  d'un  angoloide.  Cosi  (flg.  67)  cogli  spìgoli  VA,  VB, 
ve,  VD  si  hanno  gli  angoloidi  V^HCD.  V?ACDB,  VCXCBD. 
181.  Un  angoloide  si  Aiae  convesso,  quando,  rispetto  al  piano 
d'una  sua  faccia  qualunque,  tutta  le  altre  facce  sono  dalla 
medesima  banda  dello  spazio;  concavo  nel  caso  contrario:  e 
in  questo  caao  chiamasi  intrecciato,  se  due  facce  hanno  un 
TBggio  comune,  che  non  sia  uno  spigolo. 

Un  angoloide  triedro  ò  sempre  convesso.  Noi  ci  occuperemo 
soltanto  di  angoloidi  convessi. 

183.  È  evidente  che  un  angoloide  convesso  divide  lo  spazio 
in  due  parti  indefinite,  una  delle  quali  comprende  i  prolun- 
gamenti degli  spigoli  e  l'altra  no.  Chiameremo  esterni  al 
triedro  tutti  i  punti  della  prima,  interni  tolti  i  punti  della 
seconda. 

Ogni  diedro  convesso,  che  ha  per  spigolo  uno  spigolo  del- 
l'angoloide  e  per  facce  i  piani  delle  facce  dell'angoloide  che 
s'incontrano  in  quello  apigolo,  gì  dice  diedro  interno,  o  sempli- 
cemente  diedro  dell'angoloide. 

183.  Ud  raggio  uscente  dal  vertice  può  percorrere  la  su- 
perficie di  un  angoloide  convesso  partendo  da  una  certa  po- 
sizione e  movendosi  in  un  certo  seoso  oppure  nel  senso  op- 
posto, ritornando  alla  positione  primitiva. 

Stabiliremo  che  tale  retta  generatrice  f\&  uno  spigolo,  e  il 
suo  movimento  possa  avvenire  in  due  censì.  Per  giudicare  il 
senso  del  movimento  immagineremo  un  osservatore  posto  boc- 
coni lungo  lo  spigolo  con  la  testa  verso  il  vertice, 

184.  Se,  dati  due  angoloidi  convessi,  e  stabilito  un  elemento 
generatore,  il  movimento  di  questo  avviene  per  l'osservatore 
in  tutte  e  due  dalla  stessa  parte,  si  dice  che  gli  angoloidi 
hanno  lo  ttesto  verMo;  se  nn,  hanno  verto  contrario. 

In  generale,  due  figure  di  verso  contrario  non  posson  farsi 
coincidere  giacché,  portate  a  coincidere  gli  elementi  generatori, 
dati  in  posizioni  corrispondenti,  ciò  che  in  una  figura  si  trova 
a  destra,  ncU'attra  si  troverà  a  sinistra.  La  coincidenza  potrà 
avvenire  soltanto  se  in  ogni  figura  ciò  che  è  a  destra  sarà 
eguale  a  ciò  che  ò  a  sinistra. 

185.  Ogni  faccia  di  un  angoloide  è  adiacente  a  due  diedri. 
Ogni  diedro  è  compreso  fra  due  facce,  ed  è  adiacente  ad 

ognuna  di  esse. 

186.  Teorema.  —  Una  retta,  che  incontra  la  mperficie 
dell'angoloide  convesso  in  due  punti  che  non  sono    della 
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ttetta  faccia,  pon  può  avere  altri  punti  e 
perfide  deìi'an^oloide. 

La  diiQoatrazione  %  analoga  a  qoella  dei  §§  111,  112  delli 
PlaTiipielnai    , 

IS7.  Se  un  piano  iDcontra  tatti  gli  spigoli  d'un  angoloide 
conwso,  i  segmenti  comuQi  al  piano  a  alle  facce  sono  i  lati 
di  uu  poligono  convesso,  che  ha  i 
vertici  sugli  spigoli  deirangoloide, 
e  che  chiamasi  sezione  dell'angc- 
loide. 

188.  Teorema.  —  Le  sezioni 
prodotte  in  un  angoloide  da  piani 
paralleli  tono  poligoni  simili. 

Sia  V  un  angoloide  (%.  €8)  e 
ABCD,  A'BC'D'  le  sezioni  prodotte 
da  due  piani  paralleli.  1  lati  di 
queste  sezioni  son  paralleli  (§  60) 
^  e  diretti  nello  steaso  seoao;  sicché 
sono  eguali  gli  angoli,  che  hanno 
ì  vertici  Bui  medesimo  spigolo.  Di 
più  dai  triangoli  simili  VAB,  VA'B',  si  ha: 

AB  :  AB'  :  :  VB  :  yW, 

e  dai  triangoli  eimili  VBC,  VB'C  bì  ha  pure: 

BC  :  B^  :  :  VB  :  vb7 
e  perciò  è: 


e  così  di  seguito. 

Le  due  sezioni,  avendo  gli 
ziouali,  soD  poligoni  simili. 


AB  :  A'B'  :  :  BC  :  B'C 

li  eguali  e  i  Iati  propor- 

Anooloidi    SCPPLEMENTAEI. 

189.  Dato  un  angoloide  convesso,  se  dal  suo  vertice  si  co- 
atraiscono  !  raggi  perpendicolari  a  ciascuna  faccia,  situati  dalla 
stessa  banda  degli  spigoli  dell' angoloide  rispetto  alla  faccia 
stessa,  considerando  questi  raggi  nello  stesso  ordine  delle  facce 
a  cut  SOD  perpendicolari,  si  ottiene  un  angoloide,  che  chiamasi 
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supplementare  del  primo.  Cosi  dato  il  triedro  VTASC{fig. 
coBtruendo  i  raggi  VA',  perpendicolare  «Ila  faccia  BVC  e 
stessa  banda  di  VA,  e  VB'  perpendioplare  a^la  faccia  J 
dalia  stessa  banda  di  VB,  e  VC  perpendicolare  alia  faccia  l 
dalla  atessa  banda  di  VC,  si  ha  il  triedro  V\  A^B'C  sup 
mentare  di  ■?VaBC.  Dalla  costruzione  stossa  risulta: 


FI;,  so.  Flg.  70. 

Due  at^oloidi  supplementari  hanno  lo  stesto  verso. 

190.  Tflorema.  —  Se  un  angoloide  è  supplementare  d 
atiro,  questo  è  supplementare  del  primo. 

Sia  V^'ÀBC  l'angoloido  dato  (fig,  70)  e  sia  tTpB'l 
suo  supplementare.  È  per  ipotesi.  VA'  perpendicolare  al  p 
BVC,  e  perjiò  6  retto  l'angolo  A'VC,  ed  è  VB'  perpeodicc 
al  piano  AVC,  e  perciò  è  retto  1'  aogolo  B'VC,  cosicch 
raggio  VC,  essendo  perpendicolare  a  VA'  e  a  VB',  è  per] 
dicolare  al  piano  A'VB', 

K  analogamente  si  dimostra  che  è  VB  perpendicolare 
faccia  A'VC  e  VA  perpendicolare  alla  faccia  B'VC. 

Si  osservi  inoltre  che,  essendo  VC  perpendicolare  al  p 
AVB  (fig.  70),  se  si  costruisce  il  piano  C'VC,  che  conile 
ragni  ve'  o  VC,  dalla  stessa  banda,  per  ipotesi,  rispett 
piano  AVB,  e  se  è  VH  l'intersezione  di  questi  due  pian 
è  VH'  r  intersezione  del  piano  CVC  col  piano  A'VB',  i 
essere  :  Cvc*  <  S'VH  e  perciò  CVC*  è  nn  angolo  acut< 
siccome  CVH'  è  un  angolo  retto,  si  ha  pare  GVC  <  G 
il  che  prova  che  ì  raggi  VC  e  VC  son  dalla  medesima  bi 
rispetto  al  piano  A'VB .  B  analogamente  si  dimostra  che 
N*min.  —  StoryomeMa. 


D,™-,7Pril>,G0l.)^le 


66  propìubtA.  DEau  amooloidi. 

è  dalla  m«dd8ima  baada  dì  VB' rispetto  al  piaDo  A'VC,  a  che 
VA  è  dalla  medesima  banda  di  VA'  rispetto  al  piano   B'VC. 

É  dimostrato  dunque  il  teorema, 

191.  Per  questa  proprietà,  ohe  hanno  due  «Dgoloidi  sappi»- 
meatari  dì  dedursi  l'uno  dall'altro  colle  stessa  costruzioni,  ai 
dicono  anche  reciproci, 

111  due  angoloidi  supplementari  o  reciproci ,  chiameremo 
cor  rispondenti  una  faccia  di  uno  e  lo  spigolo  perpendicolare 
dell'altro. 

193.  Teorema.  —  Se  due  angoloidi  iono  supplementari, 
le  facce  di  ciaicuno  sono  i  supplementi  delle  aetioni  nor- 
mali dei  diedri  dell'altro. 

Sia  per  esempio  il  triedro  'V^  ABC  (fig.  69)  e  V^A/B'C*  il 
suo  supplementare,  Easendo  i  raggi  VA'  e  VB'  perpeDdicolari 
alle  facce  BVC  e  AVO  del  diedro  VC",  l'angolo  A'VB',  cho 
essi  formano,  d  supplementare  della  sezione  normale  di  qaesto 
diedro  VC  (§  49).  E  così  ai  dimostra  che  B^VC'  e  À'VC'  sodo 
rispottivamente  supplementari  delle  sezioni  normali  dai  diedri 
VA,  VbT  e  anche  le  facce  AV5,  JCVC,  BVS"  son  rispettiTa- 
mente  sopplementari  delle  sezioni  normali  dei  diedri  VC, 
■V^',  VA'. 

Coronario.  —  Dato  un  angoloide  e  il  auo  supplementare, 
gli  angoli  adiacenti  alle  facce  di  questo  (che  ai  ottengono 
prolungando  gli  spigoli)  sono  eguali  alle  sezioni  normali 
dei  diedri  delVangoloide  dato. 

Proprietà  delle  facce  dei  driedri  di  un  anqoloide. 

193.  Teorema.  —  In  ogni  angoloide  utia  faccia  è  minore 
della  somma  delle  altre. 

Dimostriamo  prima  il  teorema  per  l'angoloide  triedro. 

Il  teorema  6  evidente,  se  la  faccia  considerata  non  6  la 
maggiore  delle  facce  del  triedro. 

Se  poi  ò  la  maggiore,  e  sia,  per  es.,  AVO  (flg,  71)  si  proietti 
nel  suo  piano  l'altro  spigolo  VB,  e  sia  VB'  la  proiezione. 
Il  piano  A'VB  è  perpendicolare  al  piano  AVC,  sicobò  VB'  è 
proiezione  sa  B'VB,  tanto  dello  spigolo  VA  che  dello  spì- 
golo VC. 

Pel  teorema  del  §  150  è  AVB'  <  A'VB,  e  siccome  è  AVB  < . 
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<C  AVC  per  ipotesi,  si  ha  pure  AVB'  <  A.VC,  Bieche  il  raggio 
VB'  ò  cotupreGO  uell'angolo  AVC.  Ed  avaDdosi,  come  si  è  tì- 
sto,  jCVB'  <  AVB  e  similmeote  <5VB'  <  6VB,  se  oe  deduca 
AVB"  +  CVÌr  <  AVS  +  CVS  ossia  AVC  <  AV^  +  Cv5. 


Si  abbia  ora  on  angoloido  qualunque  vTaBCDE  (flg.  72). 
Una  sua  faccia  qualunque,  per  ea.,  AVB  è  minore  della  somma 
dalla  altra. 

Si  considerino  i  triedri,  che  uno  spigolo  VA  della  faccia  AVB 
forma  colla  coppie  successiva  di  spigoli  consecutivi  dell'augo- 
loide,  cioè  i  triedri  VARC,  VACO,  VADE.  Par  il  teorema  ora 
dimostrato  abbiamo: 

AVB  <  AVC  +  B'VC 

AV5<AVB  +  eVD 

AVD  <  AVE  +  DVÉ 

da  cai  si  deduce,  sommando: 

AVB  <  BVC  +  Cy^  +  DVE  +  AVS. 

Goroìlario.  —  Ciatcuna  faccia  di  tm  triedro  è  maggiore 
della  differenza  delle  altre  due. 

194.  Teorema.  —  In  ogni  angoloide  convesio  la  somma, 
delie  facce  è  minore  di  un  giro. 

Dimostreremo  prima  il  teorema  per  un  triedro. 
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Sia  VVSbC  il  triedro  dato  (&g.  73)  e  VA'  il  proluDgameoto 
di  uno  spìgolo,  por  es.,  VA,  Per  il  teorema  precedente,  nel 
triedro  V^TSCA'  abbiamo  : 

SVC  <  EVA*  +  CVA' 
da  CDÌ: 

ÉVO  +  AVC  +  AV^  <  EVA"  F  CVA'  +  AVC  +  AVB. 

Ma  gli  angoli  ÈVA*,  fiVA  e  cosi  pure  gli  angoli  dVAVCvX 


SODO  supplementari,  quindi  la  somma  degli  angoli  del  secondo 
membro  è  un  giro.  E  siccome  il  primo  membro  rappresenta 
la  somma  degli  angoli  del  triedro,  il  teorema  è  dimostrato. 

Si  abbia  ora  un  angoloide  (flg.  74)  vTaBCDE.  I  piani  di 
due  facce,  per  es.  AVB,  CVD  consecutivi  a  una  stessa  faccia 
BVC,  avendo  un  panto  cornane  V,  hanno  comune  una  retta 
(§  5),  e  sia  VH.  L'angoloide  V .  ARDE  ha  una  faccia  di  meno 
dell'angoloide  dato;  e  siccome  nel  triedro  V  .  BHC  si  ha; 

6VC<BVH  +  Svù 

è  chiaro  che  la  somma  delle  facce  dell'angoloide  V.AHDE, 
ò  maggiore  della  somma  delle  facce  dell'angoloide  dato. 

Ripetendo nna  costruzione  analoga  snll'angoloide  VTaHDE 
si  passerebbe  ad  un  altro  angoloide,  che  avrebbe  due  facce 
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di  ID6D0  dell'angoloide  dato,  poi  a  uno  ohe  avrebbe  tre  facce 
di  meno,  ecc.,  nei  quali  la  somma  delle  facce  andrebbe  sem- 
pre crescendo,  finché  si  giaagerebbe  a  an  triedro,  la  somma 
delle  facce  del  quale  sarebbe  cartamente  maggiore  della  somma 
della  facce  dall'an^oloide  dato.  Ma  la  somma  delle  facce  dal 
triedro  ò  minore  di  uà  giro,  quindi  a  forliori  la  somma  della 
facce  dell'aogoloide  é  minore  di  un  giro. 

lyS.  Teorema.  —  In  ogni  angoloide  convetso  ciascun  die- 
dro, aumentalo  di  tanti  diedri  piatti  quante  ton  le  facce 
meno  due,  È  maggiore  delia  tomma  degli  altri  diedri. 

iodicbiamo  per  brevità,  con  A,  B,  C,  D  .  .  .  gli  n  diedri 
dell'angoloide  dato,  con  a,  j3,  y,  3  .  .  .  le  loro  sezioni  normali, 
coD  ne',  ^*,  y,  ^  . . . .  i  sapplemeoti  di  queste  sezioni  normali,  os- 
sia (§  182)  le  facce  dell'angoloide  supplemantare:  indichiamo 
ÌDoltre  con  p  nn  angolo  piatto  e  con  t  un  diedro  piatto. 

Pel  teorema  del  §  193,  nell'angoloide  snpplementare  sap- 
piamo che  è: 

^'  +  /  +  3' .  . . .  >  «• 

E  agginogendo  la  somma  a  +  fi  +  y  +  3  .  .  .  .  delle  se- 
zioni normali  dei  diedri  dell'angoloide,  si  ha: 

p-  +  y'  +  r ..  -  +  »  -\-  ?  +  7  +  3  +  . .  .>  »■  + 


a'  +  «=-p;     p'  +  p  =  p;     y'  +  y  =  p;     S'  +  S  =p  .  .  .  . 
si  ha  dunque: 

«  +  (n—  l)p>p  +  p  +  7  +  J  + 

e  quindi,  togliendo  p: 

«  +  (n-2)p>,9  +  7  +  J 

E  perciò  : 

A  +  (M—  2))r>B  +  C  +  D  +  .... 

Corollario.  —  Ciascun  diedro  di  un  triedro,  aumentato 
di  due  diedri  retti,  é  maggiore  della  somma  degli  altri  due. 

196.  Teorema.  —  In  ogni  angohide  convesto  la  somma 
di  tutti  i  diedri  è  minore  della  somma  di  tanti  diedri  piatti, 
quanti  sono  gli  spigoli,  ed  è  maggiore  della  somma  di  tanti 
diedri  piatti,  quanti  sono  gli  spigoli  meno  dite. 
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La  prima  parto  è  evidente,  giacché,  essendo  ogni  diedro 
dell'angroloide  minore  di  un  diedro  piatto,  la  somma  di  tnttì 
i  diedri  sarA  minore  di  tanti  diedri  piatti  qaantì  essi  sono, 
ossìa  quanti  son  gli  spigoli. 

Conservando  poi  le  notazioni  del  teorema  precedente,  nel- 
l'angoloide  snpplamenure  dell'angoloide  dato,  si  ha  (§  194): 

2p>  «' +  |S' +  /  +  *'... . 

Agginngando  ad  ambo  ì  membri  la  somma  delle  sezioni  nor* 
mali  dell'angoloide  dato,  ni  ha: 

2p  +  «  +  (9  +  r  +  5  .  -  .  >«'  +  (3-  +  /  + 
+  3-  +  ...  +  «  +  p+y  +  S... 

E  ricordando  che 

a'  +  a  =p;     |S'  +  |S  =  p;      y   +  7  =  j0,  ecc. 
si  ha  ancora: 

2p  +  a  +  j3  +  7+  3  +  .  ..>np 
e  qnindi,  togliendo  2p, 

«  +  (9  +  7  +  J  +  ...>(n-2)p. 
E  perciò  è  : 

A  +  B  +  C  4-  D  + >(n  —  2) jr. 

Corollario.  —  In  ogni  triedro  la  somma  dei  diedri  è  mi- 
nore di  sei  diedri  retti  e  maggiore  di  due. 

197.  Se  si  chiamano  diedri  esterni  d'un  angoloide  i  diedri 
formati  da  ciascuna  faccia  col  prolungamento  della  sognente, 
sì  ha: 

Teorema.  —  In  ogni  angoloide  convesso  la  somma  dei 
diedri  esterni  è  sempre  minore  di  due  diedri  piatti. 

Corollario.  —  Un  angoloide  convesso  non  può  avere  piii 
di  tre  diedri  acuti. 

ASGOLOIDI   OPPOSTI  AL   VERTICE. 

19S.  Dato  un  angoloide,  ì  prolungamenti  dei  suoi  apigoli 
costituiscono  tm  altro  angoloide  collo  stesso  vertice, 

I  due  angoloidi  si  chiamano  opposti  al  vertice  {flg.  75). 

I  due  angoloidi  sono  simmetrici  rispetto  al  verUce  comune. 
Si  chiamano  perciò  anche  angoloidi  simmttrici. 
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199.  TAoremì.  —  1,"  Due  angoìoidi  oppotli  al  vertice 
hanno  le  facce  eguali. 

Dìfatti  esee  sono  antiboli  opposti  al  vertice. 
2.°   Due  angoìoidi  opposti  al  vertice  hanno   i   diedri 
eguali. 

Difatti  SODO  diedri  opposti  allo  spigolo. 

3."  Due  angoìoidi  opposti  al  vertice  son  di  verso  eon- 
trario. 

Difatti  la  disposiziona  degli  elementi  .     o' 

dei  due  angoìoidi  noD  è  la  stessa. 

Per  dare  tin  esempio,  osaerviamo  il 
triedro  della  &g.  75,  e  supponiamo  che 
abbia  la  faccia  BVC  net  piano  del  foglio 
e  lo  spigolo  VA  al  di  sopra  del  foglio  ri- 
spetto a  chi  guarda;  gli  spigoli  VB'  e 
TC  del  triedro  opposto  sodo  pare  nel 
foglio,  ma  lo  spigolo  VA'  è  al  disotto. 

E,  rispetto  all'osservatore  indicato  nel 
§  183  che  sì  trovasse  sullo  spigolo  VA,  lo  [ 
spigolo  VB  è  a  sinistra,  mentre  se  l'os-  ' 
servatore  fosse  bdIIo  spigolo  VA'  (sempre 
colla  testa  verso  il   vertice),  lo  spigolo  '■»  ■'■ 

VE'  sarebbe  a  destra.  Dunque  i;li  elementi 
dei  due  triedri  sono  in  ordine  inverso.  E,  se  noi  portassimo  in 
UD  modo  qualunque  a  coincidere  i  diedri  VA,  VA',  lo  spi- 
golo VA'  non  varrebbe  sulla  faccia  AVB  ma  sulla  AVC,  e  su 
questa  in  generale  non  coinciderebbe  collo  spigolo  VC. 

1  due  angoìoidi  dunque,  in  generale  non  posxon  farsi  coin- 
cidere. 

Nell'esempio  considerato  si  vede  che  si  avrebbe  la  coin- 
cidenza dei  due  triedri,  quando,  portati  a  coincidere  i  due  die- 
dri VA,  VA',  lo  spigolo  VB'  che  si  trova  sulla  faccia  AVC, 
coincidesse  collo  spigolo  VC. 

Questo  caso  avviene  sa  è  AV?  ==  A'VB';  e  siccome  è  AVB  ^ 
=  A'VB  deve  essere  AVB  =  AVU,.  ossia  il  triedro  dato  deve 
avere  due  facce  eguali. 

È  facile  vedere  che  questa  condizione  è  anche  sufficiente. 

200.  Abbiamo  dunque: 

!,•  Un  triedro,  di  cui  due  facce  sono  eguali,  è  eguale  ai 
suo  opposto  al  vertice. 

Nella  sovrapposizione  suindicata,  il  diedro  VB'  è  venuto  a 
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coincidere  col  diedro  VCj8Ìochèèf^  =  VC;  ma  ò  pare  VB'= 
=  VB,  sicché  è  pure  VB  =  VC,  dunque: 

2."  In  un  triedro,  a  facce  eguali  sono  opposti  diedri 
tguali. 
Ànalo^ameato  si  dimostra  l'iaverso. 
3.°  In  un  triedro,  a  diedri  eguali  tono  opposte  facce 
eguali. 

Essendo  veri  i  teoremi  2^  e  3°,  uno  inverso  dell'altro,  sodo 
Tari  anche  i  contrari. 

4.**  Se  un  triedro  ha  tutti  i  diedri  eguali,  ha  tutte  te 
facce  eguali,  e  se  ha  tutte  le  facce  eguali,  ha  pure  i  diedri 
eguali. 

201.  Va  triedro,  che  ha  doe  facce  eguali  e  perci6  das  die- 
dri eguali,  ei  chiama  isoedro. 

Teorema.  —  In  un  triedro  isoedro  la  proiezione  di  uno 
spigolo  sulla  faccia  opposta  é  bisettrice  di  questa  faccia. 
Si  veda  U  §  165.  i 

Un  triedro  che  ha  tutte  e  tre  le  facce  eguali  e  perciò  i  tra   I 
diedri  eguali  ai  chiama  equiedro  a  regolare. 

In  un  triedro,  di  cui  le  facce  soa  tre  angoli  retti,  i  diedri 
son  diedri  retti  (§  43]  ;  e  vioeverBa.  Questo  triedro  si  chiama 
equiedro  rettangolo  o  triedro  trirettangolo. 

Nel  triedro  trirettangolo,  il  triedro 
supplementare   e   l'opposto   al    vertice    | 
coiDcidono.  i 

202.  Teorema.  —  Se  due  diedri  ifun    ' 
triedro  son  diseguali,  le  facce  opposte 
son  diseguali  e  al  diedro  maggiore  t 
opposta  la  faccia  maggiore. 

La  prima  parte  del  teorema  è  vera 
per  la  legge  delle  inverse.  A  provare 
la  seconda  si  consideri  un  triedro  qua- 
lunque per  es.  V  .  ABC  (flg.   76)  dove 
supponiamo  che  sia  VB  --^  VC;  si  vuol 
dimostrare  che  è  AV5  >  AVB. 
Si  costruisca  per  lo  spigolo  VB  del    diedro  maggiore  un 
piano  DVD,  tale  che  il  diedro  CVBD   sia  eguale   al  diedro     i 
VC;  questo  piano  b  evidentemente  interno  al    diedro   CVBA 
del  triedro  dato,  e  perciò  incontra  la   faccia   opposta    in  uq 
raggio  VD  interno  alla  faccia  stessa.  Il   triedro  v  .  BCD   6    | 
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per  costruzione  isoedro,  e  perciò  è  (§20),  3")  SVD  =  CVU.  E 
poiché  Del  triedro  "f^BD  b  (§  193). 

AVB<BVU  +  DVÀ. 
è  pare: 

AVB<GVD  +  DVÀ 
ossìa 

AvB<evX 

203.  Teorema.  —  Se  due  facce  d'un  triedro  san  diteguali, 
i  diedri  opposti  son  diseguali,  e  alla  faccia  maggiore  è  op- 
jtosto  il  diedro  maggiore. 

La  prima  parte  dot  teorema  è  vera  per  la  legge  delle  in- 
verile. NoD  può  essere  poi  alla  faccia  maggiore  opposto  il 
diedro  minore,  perchà  in  tal  caso  al  diedro  minore ,  sarebbe 
opposta  la  faccia  maggiora,  contro  il  teorema  precedente  :  deve 
euer  quindi  alla  faccia  maggioro  opposto  il  diedro  maggiore. 

Angoloidi  EQUALI. 

204.  Teorema.  —  Se  due  angoloidi  tono  eguali,  i  loro 
tupplemeniari  tono  eguali. 

Se  facciamo  coincidere  i  due  angoloidi  dati,  gli  spigoli  dei 
loro  supplementari,  come  perpendicolari  nello  stesso  ponto 
agli  stessi  piani,  devono  coincidere;  e  perciò  gli  angoloidi  for- 
mati da  tali  spigoli  sono  eguali. 

205.  Teorema.  —  Se  due  triedri  hanno  un  diedro  eguale, 
e  le  due  facce  che  lo  comprendono  lon  eguali  e  dello  stesso 
verso,  i  due  triedri  sono  eguali. 

Siano  t\ÀtìC,  V'Ta'B'C  i  due  triedri,  VÀ,  V^  i  diedri 
supposti  eguali  (flg.  77)  e  sta  AVO  =  AT^'  e  AVB  =  AXB'- 
Avendo  supposto  i  triedri  dolio  stesso  verso,  se  facciamo  coin- 
cidere gli  spigoli  Va,  va'  ,  dna  facce  eguali,  por  es.  AVB  ' 
e  A'V'B'  si  troveranno  dalla  stessa  parta.  Potremo  dunqas 
far  coincidere  1  loro  piani,  e  allora  V'B'  coincide  con  VB. 
Per  l'eguaglianza  dei  diedri  VA,  VA'  anche  i  piani  AVO,  A' V'C' 
coincidono  ed,  essendo  AVS  =  A'V'C,  lo  spigolo  V'C  coincid® 
con  ve.  I  due  triedri  dnnque  coincidono. 
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Corollariii,  —  Se  due  triedri,  che  hanno  un  diedro  eguale 
'  '"  '■"ice  che  h  comprendono  eguali  tono  di  verso  contrario, 
etti  è  eguale  alfopposto  al  vertice  delValtro. 
Teorema.  —  Se  due  triedri  hanno  una  faccia  eguale 
t  diedri  adiacenti  eguali  e  son  dello  stesso  verso,  i 
iedri  sono  eguali. 


0  V  .  ABC,  V' .  A'B'C  i  dae  triedri  e  sia  AVB  =.  A'Vff 
—  VA,  V^'  =  VB  (fig.  77). 

facciamo  coÌQoid<)re  le  facce  eguali  AVB,  A'V'B*,  in 
che  VA'  coincida  con  VA ,  e  V'B'  con  VB ,  siccome 
triedri  son  dello  stesso  verso,  il  semipiano  della  faccia 

Dscdnte  da  VA'  a  il  semipiano  della  faccia  AVO  uscente 
.  si  trovano  dalla  medesima  banda  rispetto  al  piano 
e  per  l'eguaglianza  dei  diedri  VB,  V'B'  coincidono. 

pure  coincidono  i  semipiani  BVO,  B'V'C  uscenti  da 
B'V,  e  per  conseguenza  coincidono  gli  spigoli  VC  «  V'C. 

i  due  triedri  sodo  eguali. 
^Ilario.  —  Se  due  triedri  che  hanno  una  faccia  eguale 
\e  diedri  adiacenti  eguali  sono  di  verso  contrario,  uno 
t  è  eguale  all'opposto  al  vertice  dell'altro. 
.  Teorema.  —  Se  due  triedri,  hanno  due  facce  e  il 
•  opposto  a  una  di  esse  rispetlivamenle  eguali,  e  son 
stesso  verso,  sono  eguali ,  purché   sieno   della  stessa 

Cretto,  (ìcuto,  ottuso)  i  diedri  opposti  aUe  altre  facce 
',  e  gli  spigoli  comuni  alle  dae  facce  eguali  non  siano 
ìdicolari  all'altre  facce. 
IO  V  .  ABC  e  VvÀ'B'C  i  due  triedri,  o,  b,  e,  gii  spigoli 
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del  primo,  a,'  b,'  e'  quelli  del  secondo,  e  sia  AVO  ^  k'V\? 
aVC  =s6^'u  (&g.  78).  SnpponJamo  inoltre  che  sieno  eguali 
i  diedri  VB,  VB'  opposti  alle  facce  eguali  AVO  e  A'V'C  ; 
che  i  diedri  VK  e  V^  opposti  slle  altre  facce  eguali  BVC 
e  B'y'C'  sieno  della  stessa  specie;  che  gli  apigoli  e  e  e'  co- 
muoi  alla  facca  eguali  doq  sieno  perpendicolari  rispettivamente 


ai  piani  AVfi,  A'V'B';  e  che  i  triedri  sieo  dello  stesso  verso. 
Dico  clie  i  due  triedri  sono  eguali. 

Portiamo  a  coincidere  le  facce  eguali  BVC,  B'V'C,  adia- 
centi ai  diedri  supposti  eguali,  in  modo  che  coincidano  gU 
spìgoli  b,  b'  e  e,  d.  Essendo  i  triedri  dolio  atesso  verso,  le 
facca  B'V'A'  a  EVA,  e  cosi  la  facce  C'V'A'  e  CVA  verranno 
dalia  stessa  banda  rispetto  al  piano  BVC:  anzi,  per  l'egna- 
glianzB  dei  diedri  VB,  "V^,  sappiamo  che  i  aemipiani  delle 
facce  B'V'A'  e  BVA  coincidono,  ma  non  sappiamo  se  coinci- 
dono gli  spigoli  a  e  a'.  Se  proviamo  che  questo  accade,  è 
dimostrato  il  teorema.  Supponiamo  che  VA'  non  venga  a 
coincidere  con  VA,  ma  prenda  nella  faccia  AVB  una  posizione 
diversa  VD,  che  indicheremo  con  d.  Essendo,  per  ipotesi, 
A^'  =  AVC  e  per  costruzione  AT^'  =  CvB  è  pure  AVG  = 
=  6V^,  sicchft  il  triedro  vTaDC  è  isoedro  e  i  suoi  diedri 
fioS  e  Ad  C  sono  eguali,  «  perciò  è  fo^  supplementare  di  Bd  C  ; 
ma  è  Bd  C  ^  Ku'C  a  perciò  i  diedri  aaC  ^  B'o^'  che  abbiamo 
supposti  della  stessa  specie  sarebbero  supplementari;  il  che  è 
assurdo,  a  meno  che  i  due  diedri  non  siano  retti.  Ma  non 
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possono  essere  retti,  perchè  se  è  retto  il  diedro  Ba5  e  perciò 
aDche  il  suo  ej^oale  A.dG  vuol  dire  che  i  piani  AVO,  DVC 
sono  perpendicolari  ambedue  al  piano  AVO,  e  perciò  la  loro 
intersezione  VC  dovrebbe  esaere  perpendicolare  a  qaesto  piano 
(g  40  Cor.),  il  che  è  contro  l'ipotesi. 

Bisogna  dunque  che  VA'  coincida  con  VA,  e  perciò  i  dae 
triedri  sono  eguali. 

Corollario.  —  Se  due  triedri  hanno  due  facce  e  il  diedro 
opposto  a  una  di  ette  rispettivamente  eguali,  e  non  sono 
dello  ttesto  verso,  uno  di  essi  è  eguale  all'opposto  al  ver- 
tice dell'altro,  purché  sietM  delta  atessa  specie  i  diedri  op- 
posti alle  altre  facce  eguali;  e  gli  spigoli  comuni  alle  facce 
eguali  non  sieno  perpendicolari  alle  altre  facce. 

203,  Teorema.  —  Se  due  triedri  hanno  due  diedri  e  la 
faccia  opposta  a  uno  di  essi  rispettiramente  eguali,  e  son 
dello  atesso  verso,  i  due  triedri  sono  eguali,  purché  le  facce 
opposte  agli  altri  diedri  eguali  sieno  della  stessa  specie  e 
le  facce  adiacenti  ai  diedri  eguali  non  sieno  perpendicolari 
agli  altri  spigoli. 

Costrniamo  i  triedri  aiipplementari  dei  triedri  dati.  Se 
questi  hanno  eguali  due  diedri  e  una  faccia  opposta,  quelli 
avranno  eguali  due  facce  a  un  diedro  opposto  (g  192).  Di  più, 
se  nei  triedri  dati  le  altre  facce  aon  della  stessa  specie,  nei 
supplementari  saran  della  stessa  specie  gli  altri  diedri,  e  se 
nei  triedri  date  le  facce  adiacenti  ai  diedri  eguali  non  san 
perpendicolari  agli  altri  spigoli,  nei  supplementari  gli  spìgoli 
adiacenti  alle  facce  eguali  non  son  perpendicolari  alle  altre 
facce. 

E  per  il  teorema  del  §  precedente  i  supplementari  degli 
aogoloidi  dati  sono  eguali.  E  perciò  (§  304)  gli  angoloidi  dati 
sono  eguali. 

Corollario.  —  ò'e  due  triedri  hanno  due  diedri  e  la  fac~ 
eia  opposta  a  uno  di  essi  rispettivamente  eguali,  e  son  di 
verso  contraria,  uno  dei  triedri  è  eguale  all'opposto  al  ver- 
tice dell'altro,  purché  le  facce  opposte  agli  altri  diedri 
eguali  sieno  della  stessa  specie  e  le  facce  adiacenti  ai  die- 
dri eguali  non  sieno  perpendicolari  agli  altri  spigoli. 

'i09.  Teorema.  —  Se  due  triedri  hanno  le  facce  rispetti- 
vamente eguali  ed  hanno  lo  stesso  verso,  i  due  triedri  sono 
eguali. 

Sieno  vTaBC,  VVÀTB'G"  i  due  triedri  (Bg.  79)  e  sìa  AVS  = 


D,™-,7Pril>,G0l)'^le 


AHOOLOIDI   BflTIALI. 


77 


=  AT^',  BVO  =  B'V'C',  AVC  =  A'V'a';  se  dimostriamo 
che  un  diedro  qualunque  del  primo,  per  esempio  VA,  è  eguale 
al  diedro  VA'  dell'altro,  sarà  dimostrato  il  teorema  (§  205). 
Nei  piani  delle  facce  AVB,  AVO  e  dalla  parie  degli  an- 
goli delle  facce  stesse,  costraiamo  pel  ponto  V,  due  perpendico- 
lari VD,  ve  allo  spigolo  comune  VA,  e  similmente,  nei  piani 
delle  facce  A'V'B',  A'V'C*  coatrniamo  pel  punto  V  due  per- 


pendicolari VD',  VE'  allo  spigolo  cornane  VA'.  Gli  an- 
goli DVE,  I/VE'  sono  le  sezioni  normali  dei  diedri  VA,  VA': 
dico  che  queste  sezioni  normali  sono  eguali. 

Sugli  spigoli  dei  triedri  si  prendano  i  punti  A,  B,C,  A',  B',  C 
in  modo  che  sia  VA  =  VB  =  VC  =  VA'  =  VB'  =  VC^. 
I  triangoli  AVB,  A'V'B';  BVC,  B'VC;  CVA.  C'V'A',  avendo 
&  due  a  due  un  angolo  eguale  compreso  fra  lati  eguali,  sono 
a  dosa  due  eguali;  e  perciò  è  AB  =A'B',  BC  =  B'C,  AC  = 
=  A'C';  e  sono  eguali  i  triangoli  ABC  e  A'B'C. 

Di  più  i  triangoli  con  un  vertice  in  V,  sono  per  costra- 
zione,  isosceli,  i  loro  angoli  alla  base  sono  dunque  acuti,  e 
acuto  è  per  es.Vangolo  VAB,  E  siccome  l'angolo  AVD  è  retto, 
la  somma  dei  due  angoli  VAB  e  AVB  è  minore  di  ^ue  retti, 
a  perciù  le  rette  VD  e  AB  (Pian,  §  52)  devono  essere  con- 
correnti. B  così  pure  saranno  concorrenti  le  rette  AC,  VE, 
e  nell'altro  triedro  V'D',  A'B'  e  A'C,  VE'.  Sieno  D,E,  D',E'  i 
rispettivi  punti  d'incontro. 

I  triangoli  VAD,  VA'D'  sono  eguali,  perchè  son  rettangoli, 
ed  hanno  eguali  i  cateti  VA,  VA'  e  gli  angoli  VAD,  V'A'D' 
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quiadi  è  AD  =  A'D'.  ÀDalogamente  si  prora  che  e  AE  ■—  À'E': 
perciò  SODO  eguali  i  triangoli  ADB,  A'D'E',  che  hanno  due  Iati 
eguali  0  l'augolo  comprego  eguale. 

Ma  allora  è  DE  —  D^':  e  i  due  triangoli  VDE,  V'D'E', 
avendo  i  tre  lati  rispettivamente  eguali,  sono  eguali  ed  è  DVE=3 

Le  sezioni  uormali  dei  diedri  VA  e  VA'  essendo  eguali,  i 
diedri  stessi  sono  eguali  e  i  due  triedri  (§  305)  sono  eguali. 

CoroUarii.  —  1.°  Due  triedri,  che  hanno  gli  ipigoli  ri- 
spettivamente paralleli  e  nella  sleasa  direzione,  tono  eguali. 
2."  Se  due  triedri  hanno  le  facce  ritpettivamente  eguali, 
ma  3on  di  verto  contrario,  uno  di  essi  é  eguale  alVoppoato 
al  vertice  dell'altro. 

210.  Taorema.  —  Se  due  triedri  hanno  i  diedri  rispet- 
tivamente eguali,  e  hanno  lo  stesto  verso,  i  due  triedri 
sono  eguali. 

Se  i  due  triedri  hanno  i  diedri  eguali,  e  hanno  lo  stesso 
verso,  i  loro  supplementari  hanno  le  facce  egnali,  od  hanno 
lo  stesso  verso.  Quindi  sono  eguali  (§  209),  e  perciò  sono 
eguali  anche  i  triedri  dati  (§  204). 

Corollarii.  —  1.*"  Due  triedri,  che  hanno  i  piani  delle  facce 
rispettivamente  paralleli  e  nella  stessa  direttone,  sono 
eguali. 

2,"  Se  due  triedri  hanno  i  diedri  eguali,  ed  hanno 
verso  contrario,  uno  di  essi  é  eguale  all'opposto  al  vertice 
dell'altro. 

211.  Lasciamo  alla  cura  dello  studioso  la  dimostrazione  dei 
seguenti  teoremi: 

1."  Se  due  angoloidi  si  possono  scomporre  nello  stesso 
numero  di  triedri  ordinatamente  eguali  e  dello  stesso  verso, 
sono  eguali  e  dello  stesso  verso. 

2."  Se  tutti  gli  elementi  (facce  e  diedri)  di  due  ango- 
loidi convessi  dello  stesso  numero  di  facce  e  dello  stesso 
verso,  ad  eccezione  di  due  diedri  consecutivi  e  della  faccia 
compresa,  si  sanno  essere  ripettivamente  eguali,  anche  que- 
sti altri  elementi  devono  essere  eguali,  e  i  due  angoloidi 
sono  eguali. 

3."  Se  tutti  gli  e/ementi  di  due  angoloidi  convessi  delio 
stesso  numero  di  facce  e  dello  stesso  verso,  ad  eccezione 
di  due  facce  consecutive  e  del  diedro  compreso,  si  samuì 
essere  rispettivamente  eguali,  anche  questi  altri  elementi 
devono  essere  eguali,  e  i  due  angoloidi  sono  eguali. 
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4°  Se  tutti  gli  elementi  Ui  due  angoloidi  convessi  dello 
slesso  numero  di  facce  e  dello  stesso  verso,  ad  eccezione  di 
tre  diedri  consecutivi,  si  sanno  essere  rispettivamente  eguali, 
anche  questi  altri  elementi  devono  essere  eguali,  e  i  due 
avgoloidi  sono  eguali. 

Le  dimostra  si  0DÌ  di  qnesti  teoremi  sodo  analoghe  a  quelle 
dei  §§  162,  163,  164  della  Planimetria. 

5."  Se  tutti  gii  etementi  di  due  angoloidi  convessi  dello 
slesso  numero  di  facce  e  dello  stesso  verso  ad  eccezione  di 
ire  facce  consecutive  si  sanno  essere  eguali,  anche  questi 
elementi  devono  estere  eguali  e  i  due  angoloidi  sono  eguali. 

Si  deduce  dal  precedente,  coosiderando  gli  angoloidi  sup- 
plementari. 

Altre  proprietà  dei  triedri. 


,  le  rette  dai  t 


212.  Teorema.  —  Il  luogo  geometrico  dei  punti  equidi- 
stanti dalle  rette  degli  spìgoli  d'un  triedro  è  costituito  da 
quattro  rette,  che  passano  per  il  vertice. 

Sia"^?À.BC  il  triedro  (fig.  80)  a  a,  b, 
spigoli  VA,  VB,  ve.  Costruiamo  le  bì- 
aettrici  delle  facce  AVE,  AVO,  BVC,  e 
sieno  rispettivamente  VD,  VE,  VG.  Per 
le  rette  VD  e  VE  cosiruiarno  i  piani  per- 
pendicolari alle  facce  AVB  e  AVC;  que- 
sti piani ,  avendo  comune  il    punto    V, 
hanno  comune  una  retta  VH,  e  i  punii 
di  questa  sono  equidistanti  dalle  rette 
a  a  &  e  dalle  rette  a  e  e  (g  ]56),  e  per- 
ciò sono  equidistanti    dalle  tre  rette  a,    /i/ 
6,  e.  La  retta  VH  ò  quindi  una  retta  del  /'-•■i 
luogo ,   ed  essa  ò    pure   contenuta  nel 
piano   perpendicolare   alla  faccia  BVC 
nella  sua  bisattrìce  VG. 

Ripetendo  la  atessa  costruzioni  nel  trie- 
dro opposto  V  .  A'B'C,  si  ottiene  la  stessa 

retta  VH.  Ma  le  retto  a,  b,  e  formano  gli  otto  triedri  V  .  ABC, 
VTa'BC;  vrAC'B,  vTa^CB'ivTaCB',  V^ACB,  t\A'BC; 
TVaB'C;  a  due  a  due  opposti  al  vertice,  e,  siccome  ogaima 
di  queste  coppie  ci  dà  una  retta,  così  abbiamo  quattro  rette 
di  cui  tutti  1  punti  sono  equidistaati  dalle  rette  degli  spigo 
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VictTersa:  OgDi  panto  equidistante  dalle  tre  facce  del  trie- 
dro, doveodo  essere  equidistante  dalle  rette  VA  e  VB,  dove 
trovarsi  sai  piano  perpendicolare  al  piano  AVB  nella  rett& 
VD  e,  dovendo  essere  equidistante  dalle  rette  VA.  e  VC,  deve 
trovarsi  sul  piano  perpendicolare  al  piano  AVC  nella  retta 
VE,  e  perciò  tal  punto  deve  trovarsi  sulla  retta  comune  VH 
di  questi  due  piani;  ripetendo  lo  stesso  per  gli  altri  triedri 
formati  dalle  stesse  rette,  si  prova  che  ogni  pnnto  equidistante 
dagli  spigoli  deve  essere  su  una  delle  quattro  rette  trovate, 
che  sono  il  luogo  geometrico  richiesto. 

Corollario.  —  /  piani  perpendicolari  alle  facce  d'un  trie~ 
dro  nelle  loro  bisettrici  hanno  una  retta  comune. 
Ai  teoremi  dei  §§  163,  164,  ecc.  possiamo  aggiungere: 
Tsorema.  —  Il  lungo  geometrico  dei  punti  equidistanti 
da  tre  rette  concorrenti  è  cottituito    da   quattro   rette  che 
paesano  per  il  punto  comune  delle  rette  date, 

213.    Teorema.  —   Il   luogo   dei  punti  equidistanti  deU 
piani  delle  facce  d'un  triedro  è  cottiuito  da  quattro  rette, 
che  passano  per  il  vertice. 

Sia  V^BC  il  triedro  dato  (lìg.  81) 
e  sieno  «,  ^.  %  i  piani  delle  tre  facce 
CVB,  AVC,  AVB.  Se  costruiamo  i  piani 
bìsettori  di  due  diedri  per  es.  di  VA, 
VB,  questi  piani  hanno  una  retta  co- 
mune VH,  i  cui  punti  sono  equidistanti 
dai  piani  p  e  7  e  dai  piani  a  e  7,  0  per- 
io  sono  equidistanti  dai  tre  piani  a,  p, 
.  La  retta  VH  è  dunque  una  retta  del 
uopo,  e  deve  essere  contenuta  nel  piano 
hisettore  dell'altro  diedro  VC. 

Ripetendo   le  slesse   costruzioni   nel 

Fig,  81.  triedro  opposto ,  si   ha  la  stessa  retta 

VH.  Ma  i  piani  a,  j9,  7  costituiscono  otto 

triedri  a  due  a  due  opposti,  e  perciò  abbiamo  quattro  rette 

che  soddisfano  alla  condizione  richiesta:  essa  hanno  un  punto 

comune  nel  vertice  V. 

Facilmente  si  dimostra  che:  ogni  pnnto  equidistante  dai 
piani  delle  facce  deva  trovarsi  su  una  di  queste  quattro  rette. 
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Costruzione  dei  triedri. 

214.  Problema  —  Costruire  un  triedro,  date  due  facce  e 
il  diedro  compreso. 

Sia  "^  il  diedro  dato  (ùg.  82)  e  A,  B  la  facce  date.  Sullo 
spigolo  r  del  diedro  scegliamo  un  punto  V,  e  in  quettto  punto 
coma  vertice  oostiuiamo  nel  piano  a  un  raggio  m  cha  formi 
collo  spigolo  r  UD  angolo  À,  e  nel  piano  p  un  raggio  n  cha 
formi  collo  atesao  spigolo  nn   angolo  B.  Il  triedro  mnr  è  il 


Pig.  M. 

triedro  richiesto.  Avremmo  potuto  invece  costruire  un  angolo 
eguale  a  B  nel  piano  a  e  un  angolo  eguale  a  A  nel  piano  ^, 
e  avremmo  avuto  un  triedro  di  verso  opposto.  Sicché  il  pro- 
blema ha  due  soluzioni,  la  quali  sono  di  verso  opposto.  S'in- 
tenda che,  se  il  verso  fosse  dato,  si  avrebbe  una  sola  soluzione. 

215.  Problema.  —  Costruire  un  triedro,  data  una  faccia 
e  i  due  diedri  adiacenti. 

Se  è  data  una  faccia  e  due  diedri  adiacenti  del  triedro  da 
costruirsi,  vuol  dira  che  è  dato  un  diedro  e  due  facce  che 
lo  comprendono  del  triedro  sapplementare.  Costruiti^ il  triedro 
supplementare,  si  trova  sobito  il  triedro  richiesto. 

Anche  ora  si  hanno  due  soluzioni  di  verso  opposto. 

216.  Problema  —  Cottruire  un  triedro,  date  le  tre  facce. 
Sappiamo  cha  la  somma  delle  facce  date  deva  esaere  minore 

dì  ongiro{§(94),  ochannafaccia  qualunque  dev'essere  minore 
della  somma  delle  altre  due.  Oneste  condizioni  sono  necessarie 
perchd  colle  facce  date  sì  possa  costruire  il  triedro. 


I.  —  Slartoaulria. 
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Vedremo  aJesso,  coll'effettiva  costruzione,  cha  esse  sono 
anche  tufpdenti. 

Siene  (lig.  83)  A'VB,  BVC,  CVA'  i  tre  an^li  dati,  dei 
quali  il  medio  non  sia  il  maggiore.  Sapponiamo  dì  averli  di- 
sposti consecutivamente  su  uà  piano  a.  Per  ipotesi  la  loro 
somma  è  minore  di  un  giro:  sicché  l'angolo  A'VA'  è  un  an- 
golo concavo  o  convesso  minore  di  un   giro. 

Costruiamo  in  questo  piano  un   circolo  di   centro   V ,   che 


incontra  i  quattro  raggi  nei  punti  A',  B,  C,  A*.  Dai  punti  A' 
e  A'  costruiamo  le  corde  A'M,  A'N  rispettivamente  perpen- 
dicolari nei  punti  R  e  S  ai  raggi  VE,  VC.  Avendosi  BM  =  A'B 
e  CN  ^  A'C,  ed  essendo  per  ipotesi  BC  <C  A'B  +  CA',  sarà 
BC  <  BM  +  CN;  e  perciò  i  dne  archi  BM  e  CN,  portati  in 
senso  opposto  snll  arco  BC  dai  due  estremi,  avranno  una 
parte  comune  :  sicché,  se  si  costruiscono  le  corde  A'M  e  À.'N, 
il  loro  punto  comune  H  sarà  interno  al   circolo. 

Nel  punto  H  costruiamo  la  perpendicolare  al  piano  a,  e  gu 
questa  prendiamo  un  punto  A  tale  che  aia  VA  =  VA',  il  che 
ò  sempre  possibile,  essendo  VH  <  VA'.  Dico  che  V  .  ABC  è  il 
triedro  richiesto. 

Una  sua  faocia  b  BVC;  resta  a  dimostrare  che  le  altre  dae 
sono  eguali  alle  facce  date.  Costruiamo  AR  e  AS.  Pel  teorema 
del  §  38  è  AR  perpendicolare  a  VE  e  AS  perpendicolare  a 
VC,  sicché  il  triangolo-  ARV  è  rettangolo  e  eguale  al  trian- 
golo A'RV,  col  quale  ha  comune  il  cateto  VR  ed  eguali  le 
ipotenuse  VA  e  VA';  così  pure  sono  eguali  i  triangoli  rettali- 
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goli  VSi,  VSA'  e  perciò  è  BVÀ  =  BVÀ'  e  CVA  =  CVA% 
e  il  triedro  V .  ABC  ò  il  triedro  ricliieBto. 

Se  avessimo  disposte  le  facce  in  ordine  inverso,  o  costpaita 
la  perpendicolare  HA  dall'altra  banda  dallo  spazio  rispetto 
al  piaDo  a,  avremmo  ottenuto  un  altro  triedro,  che  aveva 
pare  le  facce  egnali  agli  angoli  dati,  ma  era  di  verso  con- 
trario dal  primo:  a  meno  clie  le  dae  facce  A'VE  e  A'VCnon 
sieno  eguali ,  nel  qual  caso  sappiamo  che  i  da«  triedri,  che 
si  ottengono,  sono  eguali. 

GoroUarii  —  1."  Si  può  tempre  costruire  un  raggio,  che 
esca  dal  punto  comune  di  due  raggi  e  formi  con  questi 
due  angoli  dati:  purché  r  angolo  dei  raggi  dati  sia  mi- 
nore  della  somma  degli  altri  due  angoli, 

2."  Dato  un  angolo,  si  può  sempre  costruire  un  triedro, 
che  abbia  le  facce  eguali  aWangolo  dato ,  purché  questo 
sia  minore  di  un  terzo  di  un  giro. 

3°  Due  superficie  coniche,  che  hanno  comune  il  vertice, 
hanno  comuni  due  generatrici,  quando  l'angolo  dei  loro  assi 
è  minore  della  somma  degli  angoli  delle  due  superficie. 

m. 

Superficie  prismatiche. 

217.  Una  %ara  composta  di  più  striscia  situate  in  piani 
diversi,  e  disposte  in  modo  che  ogni  lato  sìa  cornane  a  due 
di  asse,  chiamasi  superficie  prismatica.  Per 
convincersi  della  loro  esistenza,  basta  imma- 
ginare di  costruire  pei  vertici  di  un  poligono 
delle  rette  parallele  a  una  retta  qualnnque , 
purché  non  parallela  al  piano  del  polìgono  o 
giacente  in  questo. 

Le  atriscie  diconsi  facce  della  superficie,  i 
loro  lati,  che  son  tutti  paralleli  (§  56  Cor.)  spi- 
goli  della  superllcìe  (fig.  84).  ^  / 

218.  Una  superficie  prismatica  dieesieo»-  pjg,  a<. 
veasa  se  rispetto  al  piano  di  una  faccia  qua- 
lunque riman  tutta  da  una  banda;  concava  nel  caso  contrario, 
e  in  questo  caso  dicasi  intrecciata,  se  due  facce  hanno  una 
retta  cornane  che  non  eia  uno  spigolo.  Noi  considereremo 
sempre  superficie  prismatiche  convesse.  I  piani  dì  due  spigoli 
che  non  sono  della  stessa  faccia,  si  dicono  piani  diagonali. 


P\ 


\ 
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219.  Tearema.  —  Se  una  retta  incontra  la  superficie  pri- 
smatica convessa  in  due  punti,  che  non  son  della  stessa 
faccia,  non  può  incontrarla  in  nessun  altro  punto. 

2iO.  Una  superficie  prismatica  si  àic^chiusa,  se  divida  lo 
spazio  io  due  parti,  allriaienti  si  dice  aperta.  Noi  considere- 
remo superficie  prismatiche  chiuse. 

221,  Teoremi.  —  1,"  Se  un  piano  incontra  uno  spigalo 
di  una  superfìcie  prismatica,  incontra  anche  tutti  gli  altri, 
e  i  segmenti  comuni  alle  facce   ed  al  piano   costituiscono 

una  spezzata  convessa  se  la  superficie  e 
convessa,  concava  se  la  superficie  é  con- 
cava. 

La  spezzata  così  otteouta  chiamasi  se- 
zione della  superficie.  Se  la  superficìa  6 
chiosa,  !a  sezione  ò  uà  poligono.  Se  il  piano 
à  perpeDdicolare  a  uao  spigolo,  e  perciò  a 
tutti  gli  altri,  la  sezione  si  dice  sezione 
normale. 

2."  Le  sezioni  di  una  superficie  pri- 
smatica ottenuta  con  piani  paralleli  sono 
Fig.  8S.  «9^ali  (fig.  85). 

Corollario.   —    Le  sezioni  normali    di 
una  superficie  prismatica  sono  eguati. 

222.  OgDi  sezione,  che  dod  sia  normale,  dicesi  obliqua. 
Teorema.  —  La  sezione   normale  è 

suvvalente  d'ogni  sezione  obliqua. 

Sìa  S  la  superficie  prismatica  (fìg.  86) 
che  prima  supporremo  triaagotare;  ABC 
la  sua  sezione  normale,  DEF  una  sezione 
obliqua.  Consideriamo  due  lati  delle  se-  p  -. 
zioni  come  AB  e  DB,  che  sono  su  nna 
stessa  faccia,  e  che  non  sieao  paralleli. 
Ci  saranno  certamente,  altrimenti  le  due 
sezioni  sarebbero  parallele,  contro  Tipo-  a 
tasi.  Sarà,  per  conseguenza  AB  <C  DE.Co- 
struìamo  dai  vertici  opposti  C  e  P  le  al- 
tezze di  questi  triangoli,  e  sieno  CM,  FN- 
La  retta  GM,  essendo  nel  piano  ABC  che 
è  perpendicolare  al  piano  DABE,  ed,  essendo  perpendicolare 
alla  loro  intersezione,  è  (§  34)  perpendioulare  al  piano  DABE, 
a  perciò  è  la  distanza  della  rutta  FC  da  questo  piano.  Non 


Fig.  80. 
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potràdunque  esser  FN<  CM  (§  163).  E  dei  due  triangoli  ABC, 
DEF,  il  primo,  avendo  minore  dell'altro  la  base  e  aoa  mag- 
giore l'altezza,  ò  certamente  suvvalente. 

Il  teorema  è  vero  anche  se  la  euperflcie  prismatica  non  è 
triangolare,  perchè,  costruendo  i  piani  diagonali  uscenti  da 
uno  apigolo  della  superfìcie,  le  due  sezioni,  nor- 
male ed  obliqua,  sono  divise  in  tanti  triangoli, 
per  ognuno  dei  quali  d  vero  il  teorema  preca- 
dente; e  quindi  la  somma  dei  triangoli,  che 
costituiscono  la  sezione  normale  è  suvvalente 
della  somma  dei  triangoli,  che  costituiscono  la 
sezione  obliqua  (flg.  87). 

Corollario.  —  La  proiezione  (§  145)  di  un 
poligono  su  un  piano  é,  in  generale,  auvva- 
tente  del  poligono  dato.  Pig.  st. 

Difatti  le  rette,  che  proiettano  i  vertici  del 
poligono  sul  piano,  costituiscono  una  superficie  prismatica,  di 
cni  la  proiezione  ò  una  sezione  normale,  mentre  il  polìgono 
dato  è,  in  generale,  una  sezione  obliqua.  Se  anche  esso  fosse 
ana  seziona  normale,  cioè  ae  il  suo  piano  fosse  .parallelo  al 
piano  della  proiezione,  allora  i  due  poligoni  sarebbero  eguali. 

223.  Una  superficie  prismatica  ha  tante  facce  quanti  spi- 
goli. E  dicesi  triangolare,  quadrangolare,  ecc.,  secondo  che 
ha  3,  4  . . .  apigoli. 

I  diedri  convessi  formati  da  due  strisce  consecutive  s<  di- 
cono driedri  interni  o  semplicemente  diedri  della   superficie. 

224,  I  teoremi  dei  §§  66,  67,  68,  si  possono  enunciare  così: 
1."  In  una  superficie  prismatica   triangolare  a  diedri 

uguali  sono  opposte  facce  eguali. 

2."  In  una  superficie  prismatica  triangolare  a  facce 
eguali  sono  opposti  diedri  eguali. 

Una  superficie  prismatica  triangolare,  che  ha  due  driedri,  e 
perciò  due  facce  eguali,  dicesì   isoedra. 

Se  ha  tutte  e  tre  i  diedri  eguali  e  perciò  tutte  e  tre  le 
facce  eguali  dlceai  equiedra  o  regolare.  In  generale,  chiamasi 
regolare  ogni  superficie  prismatica,  che  ha  eguali  i  diedri  ed 
egnali  le  facce. 

3."  In  una  superficie  prismatica  triangolare,  a  diedri  di- 
seguali sono  opposte  facce  diseguali,  e  al  diedro  maggiore 
è  opposta  la  faccia  maggiore;  e  a  facce  diseguali  sono  op- 
posti diedri  diseguali  e  alla  faccia  maggiore  è  opposto  il 
diedro  maggiore. 
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325.  Teorema.  —  La  superfMe  pritmatica  è  equivalente  a 
una  stritela,  che  ha  per  laryhezza  ia  somma  delle  larghezze 
delle  sue  facce. 

226.  Teorema.  —  In  ogni  superficie  prìtmatica  una  faccia 
è  minore  della  somma  delle  altre. 

Sì  costruìaca  noa  sazione  normale  della  saperflcie:  i  lati 
della  sezione  sono  le  larghezze  delle  facce,  e  poiché  in  an  po- 
li>!Ono  uD  lato  ò  minore  della  somma  degli  altri,  cosi  la  lar- 
ghezza di  nna  faccia  à  minore  della  somma  delle  larghezza 
delle  altre,  cioè  6  vero  il  teorema. 

227.  Teorema.  —  La  somma  dei  diedri  di  una  superficie 
prismatica  è  tante  volle  due  retti,  quante  son  le  facce 
meno  due. 

Si  costruisca  la  sezione  aormale  della  superficie  prismatica. 
Gli  angeli  di  questa  sezione,  son  le  sezioni  normali  dei  die- 
dri della  superficie;  e  poiché  la  somma  degli  angoli  interni 
d'un  poligona  convesso  6  tante  volte  due  retti  quanti  sono  i 
lati  meno  due,  è  vero  il  teorema. 

228.  Teorema.  —  Due  superficie  prismatiche,  che  hanno 
eguale  la  sezione  normale,  sono  eguali. 

Facendo  coincidere  le  sezioni  normali  dalla  due  saperficio, 
gli  spigoli  di  queste,  come  perpendicolari  nello  stesso  ponto 
allo  stesso  piano,  devon  coincidere,  e  perciò  le  superfioia  sono 
eguali. 

E  vero  il  teorema  inverso. 

I  Poliedri. 

229.  Quattro  punti,  non  situati  su  uà  medesimo  piano,  de- 
terminano una  figura,  che  chiamasi  tetraedro.  Per  es,  un  tri- 
angolo e  nn  punto  faori  del  suo  piano,  determinano  un  te- 
traedro. 

I  punti  dati  si  chiamano  vertici  del  tetraedro;  le  distanze 
dei  vertici  a  due  a  due  sì  dicono  spigoli  o  cottole  e  sono  sei: 
le  superficie  dei  quattro  triangoli  determinati  dai  vertici  presi 
a  tre  a  tre  sono  le  facce  dei  tetraedro. 

230.  Indicheremo  un  tetraedro  leggendo  le  .lettere  dei  snoi 
vertici.  Cosi  quello  della  fig.  88  è  il  tetraedro  ABCD. 

Due  spigoli  d'un  tetraedro  ai  dicono  opposti,  quando  non 
hanno  nessun  vertice  comune.  Nella  fig.  S'osano  opposti  AC, 
e  BD;  AD  e  BC;  AB  e  CD.  Si  dicono  anche  opposti  un  ver- 
tice e  la  faccia  determinata  dagli  altri  tre  ;  cosi  nella  stessa 
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£g.  sono  opposti  il  vertice  A  e  la  faccia  BCD.  Ad  una  faccia 
qualunque  del  tetraedro  d  dà  il  nome  di    base,  e   allora  la 
distanza  del  rertice  opposto  dalia  base,  chiamasi  allessa  del 
tetraedro.    Evidentemente    le    altezze  del  te- 
traedro sono  quattro. 

La  superficie  formata  dalle  facce  dioesi  aw 
perfide  del    tetraedro. 

S3I.  La  superficie  d'un  tetraedro  è  chiusa 
e  divide  lo  spazio  in  due  parti,  uua  finita, 
l'altra  ìndefiaita.  La  parte  6nita  diceai  solido 
del  tetraedro  o  semplicemente  tetraedro  ;  i  -i 

suoi  punti  si   dicano   punti   inferni;  i  punti 
della  parte  indefinita  diconsi  punti  esterni.  ^"'  ^*" 

232.  I  quattro  piani  delle  facce  d'un  tetrae- 
dro formano  24  diedri ,  che  a  quattro  a  quattro  hanno  per 
spigolo  comune  la  retta  di  uno  spigolo  del  tetraedro.  Di  questi 
24  diedri,  tei  contengono  tutti  i  punti  interni  del  tetraedro, 
e  si  dicono  diedri  itttemi  o  semplicemente  diedri  del  tetrae- 
dro; altri  sei  sono  opposti  al  vertice  dì  quelli  ;'i^ rimanenti 
dodici  si  dicono  diedri  esterni  del  tetraedro, 
t  Le  sei  rette  degli  spigoli  d'un  tetraedro,  costituiscono  3'ì 
rieJn  (otto  per  ogni  vertice),  dei  quali  soltanto  quattro  com- 
prendono ciascuno  tatti  i  punti  interni  al  tetraedro  ;  li  chia- 
meremo triedri  interni  e  semplicemente  triedri  dei  tetraedro. 
233.  Il  tetraedro  6,  in  altre  parole, 
una  figura  formata  da  quattro  trian- 
goli, situati  in  piani  diversi,  in  modo 
che  ogni  tato  aia  comune  a  due  trian- 
goli. Noi  possiamo  analogamente  im- 
maginare delle  ligure  formate  di  po- 
ligoni, in  modo  che  ogni  lato  sia  co- 
mune a  dne  poligoni,  che  due  poli- 
goni consecutivi  sieno  in  piani  di- 
versi, e  che  un  punto  di  un  qualun- 
que dei  poligoni  possa,  movendosi 
sempre  sulla  figura ,  portarsi  in  un 
punto  qualunque  di  un  altro  poli- 
i^e- 89-  gono.  Per  convincersi  della  esistenza 

di  tale  figure,  basta,  per  es., osservare 
che  se  ne  ottiene  una  tagliando  un  triedro  qualunque  V.  (fig.  89) 
con  due  piani  che  incontrino  tutti  gli  spigoli. 

Ogni   figura  composta  di  poligoni,  disposti   in   modo   che 
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Ogni  lato  aia  comune  a  due  di  essi  e  che  due  polìgoni  coese- 
cutivi  non  sieno  in   un  medesimo  piano,  si  chiama  poliedro. 

234-  Un  poliedro  può  essere  chiuso  o  aperto,  cioè  dividere 
lo  spazio  in  due  parti,  dì  cui  una  è  finita,  oppure  no.  Quando 
il  poliedro  è  ciiiuso,  i  punti  della  parte  finita  di  spazio,  che 
esso  stacca  dal  rimanente,  si  chiamano  interni,  gli  altri 
etterni. 

Noi  consideriamo  sempre  poliedri  chiusi. 

Un  poliedro  dicesi  convesso,  se  rimane  tutto  da  una  banda 
dello  spazio  rispetto  al  piano  dì  una  qualunque  delle  sue  facce, 
concavo  nel  caso  contrario.  In  questo  caso  dicesi  intreccialo 
te  qualche  sua  faccia  ò  un  polìgono  ìotrecciato. 

Un  poliedro  convesso  non  può  aTere  per  facce  poHgODi 
concavi. 

Noi  consideriamo  soltanto  poliedri  convessi. 

235.  I  poligoni  del  poliedro  si  dicono  facce  del  poliedro;  i 
lati  e  ì  vertici  dì  questi  poligoni  sì  dicono  spigoli  e  vertici 
del  poliedro.  La  superficie  costituita  delle  facoe  del  poliedro 
dicesi  superficie  del  poliedro. 

236.  Un  poliedro  prende  diversi  nomi,  secondo  il  Damerò 
delle  sue  facce:  se  ne  ha  quattro  "si  dice  tetraedro;  se  De  ha 
cinque  pentaedro;  se  no  ha  sei  esaedro;  se  ne  ba  satte,  ettae- 
dro; se  ne  ha  otto,  ottaedro;  se  ne  ha  nove,  ennaedro;  sa 
De  ha  rispettivamente  10,  13,  ZQ ...  decaedro,  dodecaedro, 
icosaedro.  Un  poliedro  non  puà  avere  meno  di  4  facce. 

I  segmenti,  che  hanno  per  estremi  le  coppie  dì  vertici  che 
non  appartengono  allo  stesso  spigolo,  si  chiamano  diagonali 
del  poliedro. 

II  tetraedro  non  ha  diagonali. 

Oli  angoloidi,  individuati  dagli  spigoli  concorrenti  in  cia- 
scun vertice  del  poliedro,  si  dicono  angoloidi  del  poliedro.  I 
diedri  individuati  da  due  facce  consecutive  del  poliedro  sono 
i  diedri  del  poliedro. 

Proprietà  generali  dei  poliedri  conressi. 

287.  Teorema.  —  Una  retta,  che  non  appartiene  ai  piani 
delle  facce  di  wn  poliedro  convesso,  non  può  incontrare 
la   superficie    del  poliedro  in  ptii  di  due  punti. 

238,  Teorema  (d'Fufero).  —  In  un  poliedro  qualunque  la 
somma  del  numero  dei  vertici  e  del  numero  delle  facce 
è  eguale  al  numero  degli  spigoli  aumentato  di  uno,  se  il 
poliedro  é  aperto,  aumentato  di  due  se  il  poliedro  è  chiuso. 
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Sia  P  uà  poliedro  aperto  (ùg.  90):  indichiamo  con  P  il 
Domerò  della  sae  facce,  con  V  il  numero  dei  suoi  vertici  e 
con  S  il  numero  dei  suoi  spìgoli.  Se  noi  immaginiamo  di  to 
gliere  una  faccia,  per  esempio  la  faccia  ABCDB,  il  numero 
delie  facce  diminaisce  di  uno,  il  numero  degli  spìgoli  dimi- 
Doisce  di  quanti  «odo  gli  spigoli 
liberi ,  supponiamo  n  (nel  caso 
della  figDra.QO,  n  =2);  il  nu- 
mero dei  vertici  diminuisce  di 
n— 1,  perchè  una  spezzata  di 
n  lati  ba,  senza  contare  gli  estre-  ^ 
mi ,  n  —  1  vertici  ;  sicché  la  som- 
ma F  +  y  diminuisce  di  1  +  n  — 
—  1  ^n,  ma  il  numero  S  degli 
spigoli  diminuisce  pure  di  n,  sic- 
ché la  differenza  F  +  V  —  S  ri- 
mane costante.  Ripetendo  questo  '''>^'  "- 
ragionamento,  togliendo  successi- 
vamente le  altre  facce,  si  vede  che  la  differenza  F  -J-  V  —  S 
rimane  sempre  costante,  perchè  il  diminuendo  F  -H  V  e  ii 
dimìnatore  S  di  quella  differenza  vengono,  ogni  volta  che 
si  toglie  una  faccia,  a  diminuirsi  dello  stesso  numero. 

Ma,  quando  siamo  rimasti  con  una  faccia  sola  che  sarà,  in 
generale,  un  poligono  di  m  tati, di  ha:  F  =  l,V  =  »i,  S  =  m 
quindi  F  +  V  —  S=l  4-  m  —  ni  =  l,e  poiché  questa  diffe- 
renza è  costante,  ai  ha  sempre  F  +  V  —  S  =  l,  e  perciò  anche 
nel  poliedro  P  si  ha;  F  +  V  >=  S  +  1,  come  si  voleva  di- 
mostrare. 

Se  poi  il  poliedro  b  chiuso,  e  siano  F,  V,  S  i  numeri  delle 
facce,  dei  vertici  e  degli  spìgoli,  si  tolga  una  faccia,  e  sì  avrà 
un  poliedro  aperto.  Questo  nuovo  poliedro  ha  una  faccia  dì 
meno  del  poliedro  dato,  ma  ha  lo  stesso  numero  di  vertici 
e  lo  stesso  numero  di  spigoli,  sicché  saranno  F  —  1  le  sue 
facce,  V  i  suoi  vertici  e  S  1  suoi  apigoli.  E  per  la  prima 
parte  del  teorema,  essendo  esso  un  poliedro  aperto,  dev'essere: 

(P_l)  +  V  — S  +  i 
da  cui: 

F  +  V  =  S  +  2. 

239.  Teorema.  —  La  somma  degli  angoli  delle  facce  cCun 
poliedro  convetto  è  tanti  giri,  quanti  sono  i  vertici  del  pò- 
iiedro  meno  due. 
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ladichìamo  con  A',  A.',  A."  ... .  U  somma  degli  angoli  di 
ciascuna  faccia  del  poliedro,  con  n',  n',  n* il  nu- 
mero dei  Iati  di  ciascuna  faccia,  eoa  P,  V,  S  rispetti  vameDte 
il  numero  delle  facce,  dei  vertici,  degli  spìgoli,  con  Q  un 
giro. 

Esseado  le  facce  poligoni  piani  eoavesai,  si  ha: 


A'  =  «' 


G 


Sommando  e  indicando  con  A.  la  somma  A'  +  A'  +  A'. . . . 
a  ricordando  che  il  numero  delle  facce  b  F,  si  ha: 

A,  =  in'  +  n'  +  n'  .  ..)-—¥  .Q. 

Ma  la  somma  n'  +  n'  +  n"  . . . .  di  tutti  i  lati  dalle  facce 
è  precisamente  il  doppio  del  numero  degli  spìgoli ,  perchè 
i  lati  sono  spigoli,  e  ogai  spigolo  è  lato  comune  di  due  facce, 
quindi  : 

n'  +  «■  +  n"  . . . .  =  2  S 
e 

A  =  2S.|  —  F.a=SG  — .FG  «=  (S  —  F)  G 

ma  pel  teorema  d'Eulero  S  —  F  ^  V  —  2  quindi  è: 

A  =.  (V  —  2)  G 

ohe  dimostra  il  teorema. 
240.  Teorema,  —  Una  faccia  d'un  poliedro  convesso  è 

auvvalente  della  somma  delle  altre. 

Se  sul  piano  della  faccia  considerata  proiettiamo  tutte  le 
altre,  la  somma  dulie  proiezioni  sarà  almeno  eguale  alla  faccia 
stessa:  ma  la  somma  delle  proiezioni  b  certa  man  te  suvva- 
lente  della  somma  dalle  facce  (§  i'i2  Cor.),  quindi  una  faccia 
è  savyalente  alla  somma  delle  altre. 
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Di  alcuDi  poliedri. 

La  Piramide. 

341.  Dato  un  angoloide  oonvesBo,  se  si  costraiac^  nn  piano 
ohe  tagli  tutti  gli  spigoli,  si  diWde  l'aogoloide  in  dae  parti, 
ana  flDita  doI  semispazio,  che  contisDo  il  vertice,  e  l'altra  in- 
defioita. 

La  parte  finita  cliiamasi  piramide;  essa  6  oa  poliedro  con- 
vesso;  tasezione  prodotta  dai  piano  sull'angoloide  6  an  poligono, 
che  ha  tanti  lati  quante  sono  le  facce  deli'angoloide;  e  chiamasi 
base  ieìin  piramide:  le  altre  facce  sono  triangoli,  che  hanno 
un  vertice  comune,  «he  si  chiama  ver- 
tice della  piramide.  Se  la  base  à  nn  y 
triangolo,  la  piramide  ò  un  tetraedro;  /\\ 
e  allora  per  base  si  può  prendere 
nna  faccia  qualunque. 

Una  piramide  può  anche  immagi- 
narsi ottenuta  costruendo  le  distanze      < 
di  an  punto    qualunque  (vertice)  dai  a^ 
vertici  d'un  poligono  (base)  dato  su 
un  piano  che  non  contiene  quel  punto. 

Si   chiama    angoloide   al   vertice 
della  piramide,  l'angoloide  dal  quale  ^«-  ''^■ 

è  stata  costruita.  Oli  angoloidi,  che 

hanno  per  vertice  i   vertici   della  base,  si  dicono  angoloidi 
alla  base. 

Si  chiama  altezza  della  piramide  la  distanza  del  vertice 
dal  piano  della  base. 

Oli  spigoli  uscenti  dal  vertice  della  piramide  ili  dicono 
spìgoh  laterali;  i  triangoli,  ctie  hanuo  per  vertice  comune  il 
vertice  della  piramide,  si  chiamano  facce  laterali;  la  super- 
ficie costituita  dalle  facce  laterali  dicesi  superficie  laterale 
della  piramide,  e  chiamasi  superficie  totale  la  superfleie  co- 
stituita della  BuperScie  laterale  e  della  base. 

242.  Se  la  base  d'una  piramide  è  nn  poligono  regolare,  ed 
il  vertice  della  piramide  è  un  punto  della  perpendicolare  al 
piano  della  base  costruita  pei  centra  di  questa,  la  piramide 
dicesi  equilatera  (t),  giacché  è  facile  dimostrare  che: 

mola  ordì D ariani euic,  parchi  mi  pira   atraao  di  chiamar  ragalars  un  poliedro 
non  oompraso  (ra  i  oiaga*  oha  poi  ai  dimast»  eaaare  i  ioli  lagoUrl. 

D,™-,7Pril>,G0l)'^le 


92  I  P0Lie[>iU. 

In  una  piramide   equilatera  gli   spigoli    laterali    sonò 
eguali. 
243.  Si  ha  pure: 

ì.'  Gli  angoloidi  alla  base  cCuna  piramide  equilatera 
tono  eguali,  le  facce  laterali  sono  eguali,  i  diedri  dell'an- 
goloide  sono  eguali,  i  diedri  formati  dalle  facce  laterali 
colla  base  sono  eguali. 

2.'  Valtezxa  forma  angoli  eguali  cogli  spigoli  laterali. 
Allora  sì  chiama  anche  asse. 

3,°  In  una  piramide  equilatera  le  altezze  delle  facce 
laterali  tono  eguali. 

NoD  è  però  vero,  che  se  una  pi- 
ramide ha  eguali  le  altezze  dalle 
facce  laterali,  ' sia  equilatera, 

244.  Se  una  piramide  ha  eguali 
le  altezze  delle  facce  laterali,  una 
di  queste  altezze  si  chiama  apo- 
tema  della .  piramide.  E  la  pira- 
mide si  dice  apotemata. 

È  facile  vedere,  per  il  corollario 
del  g  149,  che  una  piramide  aj-otc- 
^  mala  ha  per  base  un  poligono  cir- 
coscritto ad   uji  circolo,  di  cui  il 
"'^^  "■■  centro   6    un    punto    dell'altezza 

della  piramide. 
245.  Teorema.  —  La  superficie  laterale  di  una  piramide 
apotemata  è  equivalente  alla  metà  del  rettangolo  del  peri- 
metro della  base  e  dell'apotema. 

Sia  VABCD  una  piramide    apotemata  (Sg.  92);  cioè  aieno 
eguali  le  altezze  VM,  VN,  VP,  VQ  delle  facce  laterali.  Si  ba: 

VAB  -  -  AB.  VM 

VBC  =  4  BCTVN 


VCD  ~-CD  .  VI' 


VDA  =^  -  AD  .  VQ. 
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E  gommaDdo  e  ricordaodo  cha  è  per  ipotdsi  VM  ^  VN  ^^ 
=  VP^Vasiha: 


FiR.  B3. 


VAB  +  VBC  +  VCD  +  VDA  ^  -  (AB  +  BC  +  CD  +  AD) .  VM 

come  volevamo  dimostrare. 

Corollario.  —  La  superficie  laterale  d'una  piramide  equi- 
latera è  equivalente  alla  metà  del  rettangolo  del  perirne 
tro  della  base  e  dell'apotema. 

243.  RtcordaDdo  le  definizioni  di  misura  e  di  area  date  in 
Planimetria,  si  ha:  ^ 

1."  L'area  della  superbe  laterale 
di  una  piramide  apotemata  è  la  metà 
del  prodotto  della  lunghezza  dell'apo- 
tema per  il  perimetro  della  base. 

2."  L'area  della  superficie  laterale 
di  una  piramide  equilatera  6  la  metà 
del  prodotto  della  lungfiezxa  deltapo- 
tema  per  il  perimetro  della  base. 

y47.  Se  por  il  ponto  medio  A"  di  uno 
spigolo  VA  laterale  di    una    piramide 
VABCD  (fig.  93)  costruiamo  no  piano 
parallelo  alla  base,  la  sezione  è  un  poligono  A"B"C"D''  simile 
alla  base:  esso  si  chiama  la  sezione  media  della  piramide. 

248.  Teorema  —  U  perimetro  della  sezione  media  di  una 
piramide  è  metà  del  perimetro  della  base. 

Sia  P  il  perimetro  della  base  e  p  il  perimetro  della  ae- 
sione  media.  Si  ha: 

;j  :  P  :  ;  FB"  :  AB. 
Ma 

A3'  :  AB  :  :  VA^'  :  VA 
quindi: 

ptP  ::  VV':VA. 

Ma  è  VA"  per  ipotesi  la  metà  di  VA,  quindi  6  p  la  metà  di  P. 

Corollario,  —  La  superficie  laterale  di  UTta  piramide  apo- 
temata é  equivalente  al  rettangolo  del  perimetro  della  se- 
zione media  e  dell'apotema. 
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E,  come  sopra,  può  dedursi: 

L'area  della  superficie  laterale  di  una  piramide  apote* 
mata  è  il  prodotto  della  lunghetta  detVapotema  per  il  pe- 
rimetro (iella  sexione  media. 

249.  Teorema  —  Se  due  piramidi  hanno  bati  eguali  ed 
altexxe  eguali,  due  se zìoaì  parallele  alle  hasi  ed  eqtàstanti 
da  quelle  sono  eguali. 


Pig.  w. 

Supponiamo  prima  le  piramidi  triangolari  e  sieno  ABGD' 
A'B'C'D'  le  due  piramidi,  che  hanuo  eguali  le  basi  BCD,  B'&D, 
e  le  altezze  AO,  A'O'  (Hg.  94).  Per  i  punti  E,  E'  delle 
altezze  tali  che  eia  EO  =  E'O'  costraiamo  due  piaui  paralleli 
alle  basi,  i  quali  producono  le  sezioni  MNP,  M'N'P'.  Dico  che 
questi  triangoli  fono  et^nali. 


Dai  triangoli  ABC,  A'B'C",  si  ha  : 

BC  :MN  ::  AC:  AN 


AC  :  AN  :  :  AO  :  Ali 

AX)':Tpr  ::  &^':U§ 


BC  :MN  :  :  A^:  AE_ 
BC:M'N'::  A'O':  A'E'. 


Ma  è  BC  =-  B'C ,  AO  =•  A'O',  AE  =.  A'E'  dunque  MN  = 
<3>  M'M'.  E  poiché  similmente  si  dimostra  che  è  NP  ^  N'P', 
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MP  =  M'P',  i  due  triangoli  MNP,  ITN'?'  son  eguali,  coimb 
si  Toleva  diai9straFe. 

Se  le  basì  delle  piramidi  sod  poligoni  eguali,  si  posaon 
scomporre  ìd  tanti  triangoli  ordinatamente  eguali,  e  si  applica 
11  teorema. 

250.  Teorema.  —  Si  dimostra  facilmente:  Le  sezioni  pa- 
rallele di  una  piramide  sono  poligoni  simili,  e  stanno  fra 
toro  come  i  quadrati  delle  distante  del  vertice  dai  loro  piani, 
o  come  i  quadrati  di  uno  spigolo  compresi  fra  il  vertice  e 
oiateuno  dei  loro  piani. 

Il  tbonoo  di  piraiodb. 

351.  Se  si  costruisce  un  piano,  ohe  tagli  gli  spigoli  laterali 
della  piramide,  questa  vien  divisa  in  due  parti,  una  delle  quali 
è  ancora  ana  piramide;  l'altra  è  un  poliedro,  che  si  chiama 
tronco  di  piramide.  La  base  della  piramide  e  la  sezione  sono  le 
boti  del  tronco  ;  le  altre  facce,  che  sono  quadrangoli,  si  chia- 
mano/^acce  laterali;  la  superficie  costituita  dalle  facce  laterali 
si  dice  la  superficie  laterale  :  la  superficie  costituita  dalle  facce 
laterali  e  dulia  supetfìcie  delle  basì  si  chiama  superficie  totale. 

So  i  piani  delle  basi  son  paralleli,  il  tronco  si  dice  a  basi 
parallele.  La  distanza  dei  piani  paralleli  si  chiama  altezza 
del  tronco.  Le  facce  laterali  sono  trapezi.  Un  tronco  di  pi- 
ramide a  basi  parallele  si  dico  equilatero,  se  appartiene  a  una 
piramide  equilatera. 

252.  È  facile  riconoscere  che: 

In  un  tronco  di  piramide  a  basi  parallele  equilatero, 
1,"  Oli  spigoli  laterali  sono  eguali. 
2."  Le  basi  son  poligoni  regolari,  eoi  lati  paralleli. 
3."  Le  facce  sono  trapezi  isosceli  eguali. 

Per  conseguenza  : 

4.'  Le  altezze  delle  facce  laterali  sono  eguali. 

Non  è  pero  vero  che,  se  le  altezze  delle  facce  laterali  sono 
eguali,  il  tronco  sia  equilatero. 

Quando  le  altezze  delle  facce  laterali  sono  eguali,  una  qua- 
lunque di  esse  si  chiama  apotema  del  tronco. 

Un  tronco  di  piramide  a  basi  parallele  di  cui  le  facce 
hanno  altezze  eguali  si  dice  apotemato. 

^52.  Teorema.  —  Un  tronco  di  piramide  a  basi  parallele 
apotemato  appartiene  a  una  piramide  apotemata. 
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Sia  VABCD  la  piramide,  cqì  appartiene  il  tronco  apote- 
mato  ABCDBPaH  (fi^.  95).  Se  VN  e  VQ_alteue  dì  dae  facce 
della  piramide  corriapondenti  ai  lati  AB  e  BC  incontrano  i 
lati  a  questi  paralleli  EP  e  FQ  nei  ponti  M  e  P,  sono  MN  e 
facce  del  tronco  ;  e  per  ipotrai  è  MN  =  PQ. 


fQìe  altezze  di  dut 
Ma  Bi  ha  (§  83j 


VM  :  MN  =  VP  :  PQ 


ed,  essendo  MN  =  PQ,  é  VM  =-  VP,  e  perciò   VN  ^  VQ. 

Analogamente  si  dimostra  per  le  altezze  delle  altre   facce  a 
perciò  le  piramide  è  apotemata. 
Analogamente  si  dimostra: 
Teoremt.  —  Un  tronco  di  pira- 


mide a  basi  parallele  equilatero  appartiene  a  una  piramide 
equilatfra. 

253.  Teorema.  —  La  superficie  laterale  di  un  tronco  di 
piramide  a  Òasi  parallele  apotemato  è  equivalente  alla  metà 
del  rettangolo  delta  somma  dei  perimetri  delle  basì  e  del- 
l'apo  tema. 

Sia  ABCDEFCtH  il  tronco  di  piramide  apotemato  (fig.  96), 
cioè  tale  che  l'altezza  di  tutte  le  facce  sia  ^aale  all'altezza 
di  una  faccia,  per  es.  MN.  SI  ha: 
1 


ABFE  =  -  {AB  +  EF)  .  MN 


BFGC  =  -  (BC  +  FG)  . 
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CDHG  =  -  (CD  +  GH) .  MN 


HDAE  =  2  (AD 
Sommando,  ai  ottiene: 
ABFE  +  BFGC  +  CDHG  +  HD. 


come  si  voleva  dimostrare. 

Corollario.  —  ì.°  La  superficì 
ramide  a  bati  parallele  equilati 
del  rettangolo  della  somma  dei 
perimetri  delle  basi  e  dell'a- 
}>otema. 

2."  L'area  della  superficie 
laterale  di  itn  tronc-t  di  pira- 
mide a  basiparallele  apotemato 
è  il  prodotto  della  lunghezza 
dell'apoCema  per  la  semisomma 
dei  perimetri  delle  ba$i. 

254.  Se  per  il  patito  medio  M 
di  unu  spìgolo  AE  del  tronco  di 
piramide  a  basi  parallele  (fig.  OT) 
si  costruisco,  un  piano  parallelo 
alle  basi,  si  ottiene  una  sezione  i 
chiama  sezione  media  del  tronc 

255.  Teorema.  —  Il  perimetr. 
tronco  di  piramide  a  basi  par 
perimetri  delle  basi. 

Sia  il  tronco  ABCDEPGII,  e  s 
i  punti  M,  N,  0,  P,  sono  rispel 
spigoli  AE,  FB,  GC,  HD  (flg.  9 

Si  dimostrò  (Pian.  §  297,  3.", 
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PM  =  -'vHE  +  DA) 


Rommeado  si  dednce: 


NO  +  OP  +  FM  +  MN 

=  7(F(ì  +  <TTl'+HK  +  ÈF+  5c+CD  +  DA+AJÌ) 

ossìa  il  perimetro  della  sezione  media,  ò  la  semÌBomma  dei 
perimetri  delle  due  basi. 

Corollario.  —  La  tuper-ficie  laterale  cf  un  tronco  di  pira- 
mide a  basi  parallele  apotemala  è  equivalente  al  rettan- 
golo della  teiione  media  e  dell' apotema. 

E  perciò  abbiamo: 

Varea  della  superficie  laterale  del  tronco  dì  piramide  a 
basi  parallele  apotemato  è  il  prodotto  della  misura  delVa- 
potema  per  il  perimetro  della  sezione  media. 

Il  prisma. 

«156.  Se,  data  nna  superficie  prismatica,  si  costmlsconp  dna 
piaoi  paralleli,  che  la  taglìaDO,  essa  viea  di- 
vìsa in  tre  parti,  una  delle  quali  è  finita. 
Lo  spazio  racchiuso  dalla  parte  Qoita  di 
/  ''  SDperficia  prismatica  e  dalle  due  sezioni  «i 
chiama  prisma.  Così,  il  solido  ABOOGPGH 
della  flg.  9S  è  nn  prisma. 

Le  due  sezioni  parallela  si  dicono  ba^i, 
la  larghezza  del  loro  strato  è  Valtezza  del 
prisma.  La  parte  £nita  di  superficie  prisma- 
tica, che  racchiude  il  prisma,  ò  costituita 
~;c  ila  tanti  parallelogrammi  che  si  chiamano 
facce  del  prisma. 

La  superficie  costituita  dalle  facce  è  la 
Vie-  'js.  superfìcie  laterale   del   prisma.  Si  chiama 

pui  svperficie  totale  la  superficie  costituita 
dalla   superficie  laterale  e  dalla  superficie  delle  due  basì. 

I  segmenti  degli  ^«pigoli  della  superlicie  prismatica,  com- 
presi tra  le  basi,  si  dicono  spigoli  laterali  del  prisma. 
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Dato  un  prisma,  pPolaogando  gli  spigoli  laterali,  si  ottiene 
la  superficie  priamatice,  a  cui  appartiene  jl  prisma. 

257.  Teopema.  Gli  spigoli  laterali  di  un  prisma  sono  parai- 
'  le/i  ed  eguali.  {§  79,  2."). 

'^oS.  1  vertici  di  un  prisma  sono  i  punti  comuni  a  pifi  spi- 
goli. I  vertici  di  un  prisma  sono  ì  vertici  delle  basi. 

Le  diagonali  del  prisma  sono  i  segmenti  che  hanno  gli  estremi 
in  due  vertici  che  non  sodo  della  stessa  base,  né  della  stessa 
faccia;  i  piani  diagonali  sono  i  piani  di  due  spigoli  laterali 
che  non  sono  deila  stessa  faccia. 

11  prisma  dicesì  retto  se  i  suoi  apigoli  laterali  sono  per- 
pendicolari ai  piani  delle  basi  ;  ossia  se  le  basi  sono  sezioni 
□ormali  della  superficie  prismatica:  altrimenti  dicesi  obliquo. 

Nel  prisma  retto  le  facce  laterali  sono  rettangoli  ;  e  ognuno 
degli  spìgoli  laterali  ò  eguale  all'altezza. 

259.  È  evidente  che,  se  un  prisma  ha  tutte  le  facce  laterali  ret- 
tangolari, eretto:  difatti  ogni  spigolo,  essendo  perpendicolare 
a  due  rette 'con  correnti  della  base  è  perpendicolare  al  piano 
di  questa.  Se  poi  una  sola  faccia  laterale  ò  rettangolare,  il 
prisma  può  non  essere  retto.  Sa  due  facce  consecutivo  son  ret- 
tangolari, il  prisma  è  retto,  perchè  lo  spigolo  comune  delle 
facce  é  perpendicolare  ai  piani  delle  basi  e  cosi  è  degli  altri 
spìgoli  a  quello  paralleli  (§  36).  Se  son  rettangolari  due  facce 
□OH  consecutivo  il  prisma  è  retto,  se  tali  facce  non  son  pa- 
rallele; può  non  essere  retto,  se  son  parallele.  Se  son  rettan- 
golari tre  facce,  anche  le  altre  son  rettangolari  e  il  prisma 
è  petto. 

260.  Un  prisma  prende  lo  stesso  nome 
della  snperllcie  prismatica  cui  appar- 
tiene: così  abbiamo  prisma  triangolare, 
quadrangolare,  ecc. 

Ss  un  prisma  è  retto,  e  le  sue  basi 
son  poligoni  regolari,  le  sue  facce  sono 
rettangoli  eguati,  e  allora  si  dice  equi- 
latero (1).  Il  segmento  che  ha  per  estre- 
mi i  centri  delle  basì  è  l'altezza,  e  prende  p.  gg 
anche  il  nome  di  asse. 

261.  Teorema,  —  La  superfìcie  laterale  d'un  prisma  é 
equivalente  al  rettangolo  di  uno  spigolo  laterale  e  del  pe- 
rimetro della  sezione  normale. 

Sia  À.BCDEFQH   il  prisma,  e  MNPQ   la  sua  sezione  nor- 

(1)  V.aÌBOt»iMi8.81. 
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male  (fig,  90).  Essendo  i  lati  di  questa  perpeadicolari  agli 
spìgoli  del  prisma,  essi  sono  le  altezze  dei  parallelogrammi 
facce  del  prisma,  e  perciò,  ricordando  che  gli  spigoli  laterali 
soao  tutti  eguali  a  uno  di  essi,  per  e?.  AE,  hi  ha: 

abpe  ^  ae.mn 
bcfg  =  ae.np 
cdhg^  ae.i'q 
adhe  =  ae7mq 

E  sommando: 

ABFE  +  BCFG  +  CDHG  +  ADHE  = 

^  AE  (MH  +  NP  +  PQ  +  MQ) 

come  volevamo  dimostrare. 

Corollario.  —  Se  il  prisma  è  retto,  la  base  è  una  sezione 
normale,  e  duo  spigolo  laterale  è  eguale  all'altezza,  sicchà 
si  ha: 

La  superficie  laterale  del  prisma  retto  è  equivalente  ai 
rettangolo  del  perimelro  della  base  e  dell'altezza. 

262.  Ricordando  le  definizioni  di  misura  e  di  arsa  date  in 
Planimetria,  si  ha  dunque:    ' 

1."  Varea  della  superficie  laterale  di  un  prisma  è  ii 
prodotto  della  lunghezza  di  uno  spigolo  laterale  e  del  pe- 
rimetro della  sezione  normale. 

2."  L'area  della  super  [ice  laterale  di  un  prisma  retto 
é  il  prodotto  della  lunghezza  deiraltesia  e  del  perimetro 
della  base. 
S63.  Se  un   prisma  è  quadran- 
f  golare  e  anche  le  sue  basi  sono  pa- 
rallelogrammi ,  prende  ii   nome  di 
parallelepipedo. 

Sf  chiamano  facce  opposte  quelle, 
"  '         che   non   hanno    alcun  spigolo  cti- 

Fig.  100.  mune;  diedri  opposti  e  triedri  op- 

posti quelli,  di  cui  le  facce  son 
facce  opposte.  Così  net  parallelepipedo  della  fig.  100,  sono 
opposte  le  facce  BCEF,  ADGH;  e  così  ABEH,  CDGH:  sono 
opposti  i  diedri  BC,  hS;  AD,ÉF;  AB,  QP;  CD,  HE;  EB,  GD; 
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aS,  CR  Sono  opposti  i  triedri  AeF,  BeG;CeH; 

284.  Teorama.  —  In  ogni  parallelepipedo  gli  spig 
facce  oppotte  parallele  sono  eguali,  i  diedri  oppos. 
eguali;  t  triedri  opposti  tono  uno  uguale  all'opposto 
tice  dell'altro. 

Per  ipotesi  le  basi  ABCD,  SPQH  del  parallelepij 
(fig.  100)  SODO  parallelogrammi,  e  perciò  è  AD  egoaI< 
rallelo  a  BC  e  cosi  HO  eguale  e  parallelo  a  EP,  e  q 
piano  che  coutiene  le  rette  AD  e  HO  è  parallelo  al  pii 
contiene  le  rette  BC  e  EF.  ADalogamente  si  dimostrs 
piano  della  faccia  HADE  è  parallelo  al  piano  della  fac 
posta  DGFC. 

Le  facce  opposte  sono  anche  egaati,  perchè  sono  pa 
grammi  coi  lati  rispettivamente  egnali.  I  diedri  oppoa 
eguali  perchè  hanno  le  facce  parallele  e  diretta  in  se 
posto.  I  triedri  opposti  hanno  le  facce  eguali,  ma  non 
lo  stesso  verso  e  perciò  uno  è  eguale  all'opposto  al 
dell'altro. 

Corollarìì.  —  1.°  In  un  parallelepipedo  una  qua 
faccia  e  la  sua  opposta  si  posson  prendere  come  ba 

Un  parallelepipedo  ha  dunque  tre  altezze. 
2°  Ogni  sexione   d'un  parallelepipedo  è   un  f 
logrammo. 

Difatti  ogni  seziona  è  un  quadrilatero  ohe  ha  i  lati 
paralleli,  come  intersezioni  di  un  medesimo  piano  coi 
paralleli. 

S65.  È  vero  il  teorema  inverso  del  precedente. 

206,  Teorema.  —  Se  in  un  prisma  quadrangolare 
vesso  si  verifica  una  qualunque  delle  seguenti  cond 
che  siano  parallele  le  facce  opposte; 
0  che  sieno  eguali  te  facce  opposte; 
o  che  sieno  eguali  le   coppie    di   diedri  oppos 
hanno  per  spigoli  due  lati  consecutivi  delle  bari; 

o  che  un  triedro  sia  eguale  all'opposto  al  veri 
triedro  opposta, 

anche  le  altre  condizioni  sono  verificate,  ed  il  priam 
parallelepipedo. 

l.°  Sia  il  prisma  quadrangolare  ABCDEFGH,  di 
basi  sieno  ABCD,  EFGH,  e  sieno  parallele  le  facce  ( 
ADGH,  BCFE  e  ABEH,  DCFG.  Le  rette  HG  «  EF  ii 
zioni  di  un  medesimo  piano  con  piani  paralleli  aon  pa: 
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e  cosi  HE  e  GP;  e  perciò  la  figura  HEPO  è  na  parallelo- 
grammo e  quindi  ti  prisma  à  ud  parallelepipedo  e  sono  ve- 
rificate le  altre  condizioni  (§  364). 

2."  Se  le  facce  opposte  sono  egaalt,  è  HE  s  OF  ;  HG  =^ 
EF,  e  perciò  HEFG  e  così  pare  ABGD  sono  parallelogrammi,  e 
il  prisma  6  nn  parallelepipedo:  e  son  verificate  le  altre  cod- 
dizioni  (§  26i). 

3."  Sia  aB  =  Èì^  e  AB  =  GF;  siccome  1  diedi^  aB  e 
EF  hanno  ciascano  per  faccia  una  base,  e  le  ba«i  son  paral- 
lele, essi  hanno  dunque  una  faccia  di  uno  di  ossi  parallela, 
in  direzione  opposta,  a  una  faccia  dell'altro,  e  perciò  l'altra 
faccia  del  primo  dev'esser  parallela  e  in  direzione  opposta  del- 
l'altra faccia  dell'altro. 

Lo  stesso  pnò  dir»  dell'altra  coppia  di  diedri,  sicché  ii 
prisma,  Avendo  lo  facce  opposte  parallele,  ò  parallelepìpedo 
(§  366, 1.°)  e  le  altre  condizioni  sono  anche  verificate. 

4.°  Se  un  triedro  del  prisma  è  eguale  all'opposto  al  ver- 
Irice  del  tiedro  opposto,  i  loro  diedri  devono  essere  eguali; 

e       ma  i  loro  diedri  sono  i   diedri  op- 

/\E^_.^'---'y-T\    posti  del  prisma,  quindi  (§  266,3,")  il 
/     /~-        ,--    !'--'f  prisma  è  parallelepipedo,  e  le  altre 
/      /      ";.g--'-'';       /     condizioni  sono  verificate, 
/   ,/'-'■■'""-,   ;      /  267.  Teorema.   —  Le  diagonali 

X  7  ''---"' '^^    /       d'unparalielepipedo  hanno  unpunto 

\l-'---      \/         comune  che  le   divide  per  metà. 

*  Sia  ABCDEFQH  il  parallelepipedo 

"^'  "'■  {%.  101),  e  sieno  BG»  5È  due  dia- 

gonali. La  figura  BDGB  ò  un  parallelogramma  (§  '^7)  e  perciò 
le  diagonali  B0  e  DE  hanno  un  punto  comune  O  che  le  di- 
vide  per  metà. 

Prendiamo  adosso  una  delle  diagonali  già  considerate,  per 
es.  BG,  e  un'altra  diagonale  del  parallelepipedo,  per  es.  AF» 
La  figura  A6PG  è  nn  parallelogrammo,  quindi  le  sue  dia- 
gonali devono  avere  un  punto  comune,  che  le  divìde  per  metà. 
Ma  il  punto  medio  di  BG  è  0;  questo  dev'essere  il  punto 
medio  anche  di  AP,  che  passa  dunque  per  0.  Analogamente 
si  dimoatra  che  anche  l'altra  diagonale  HC  ha  per  punto  me- 
dio il  punto  0. 
268.  È  vero  il  teorema  inverso: 
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Teorema.  —  Se  tre  diagonali  d'un  priama  quadrango- 
lare hanno  un  punto  comune,  che  le  divide  per  metà,  anche 
la  quarta  diagonale  è  divisa  pef  metà  da  quel  punto  e  il 
prisma  è  un  parallelepipedo.  ' 

naIT  ^^'  ^^'  ^°  ^^  *''®  diagonali  del  prisma  ABCDEF 
tìH  (fiff.  102),  ohe  hanoo  il  punto  medio  comuue.  Il  qaadrila- 
tero  CDHE,  di  cui  le  diagonali  si  dividono  per  metà,  è  un 
parallelogrammo  (Pian.  §  172)  e  quindi  gli  spigoli  CDellÈ 
sono  eguali  e  paralleli;  ma  sono 
eguali  e  paralleli  per  Ipotesi  an- 
che CD  e  GF;  sicché  gono  egua- 
li e  paralleli  gli  spigoli  GF  e  HE. 

Ma  allora  ilqnadrilateroEFGH, 
avendo  due  lati  opposti  eguali  e 
paralleli,  è  no  parallelogrammo,  e 
così  6  UD  parallelogrammo  anche  ' 
ABCD  ;  e  il  prisma  è  un  paral- 
lelepipedo, e  perciò  anche  l'altra 
diagonale  ha  per  ponto  medio  il 
punto  0. 

269,  Se  tutti  gli  spigoli  d' un  parallelepipedo  sono  eguali, 
dicesi  romboide  o  equitpigolo.  Se  contemporaneamente  gli 
angoli  delle  facce  sono  retti  e  gli  spigoli  sono  eguali,  allora 
le  facce  sono  quadrate,  e  il  parallelepipedo  chiamasi  esaedro 
o  cubo. 

E  facile  persuadersi  della  possibilità  di  costruire  paralle- 
lepipedi rettangoli,  eqaispìgoli  a  cubi. 

370.  Lasciamo  allo  studioso  la  dimostrazione  dei  seguenti 
teoremi  e  dei  loro  inversi: 

1."  In  un  parallelepipedo  retto,  le  diagonali  che  son 
nello  ttesso  piano  diagonale  sano  eguali. 

2.°  In  un  parallelepipedo  equiipigolo  i  piani  diago- 
fiali  ton  perpendicolari  e  bitettori  dei  diedri  opposti. 

3."  In  un  parallelepipedo  rettangolo  le  diagonali  sono 
tutte  eguali. 

ZÌI.  Si  ha  inoltre: 

4,"  In  un  parallelepipedo  rettangolo  il  quadrato  di  una 
diagonale  è  la  somma  dei  quadrati  dei  tre  spigoli  uscenti 
da  un  vertice. 

Sia  ABCDEPGH  un  parallelepipedo  rettangolo  (fig.  lOJ)  e 
FD  una  sua  diagonale.  Il  triangolo  PBD  ò  rettangolo,  pe?- 
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che  Io  spigolo  PB  è,  per  ipotesi,  perpsndicolare  al  piano  delia 
base.  Qnindi  si  ha: 

FD*=FB^  +  B0^ 

Ma  il  triangolo  ABD  è  pare  ret- 
taogolo,  perchè,  per  ipotesi,  è  un  ret- 
tangolo la  base  ABCD,  e  perciò  ai  ha- 


sicchè  è: 

FD*  ^  5b^  +  ab'  +  AD* 
F<f.  103.  ed  essendol: 

A^=  BC 
abbiamo  pure: 

coma  ToleTamo  dimostrare. 

Il  tronco  di  prisma. 

273.  Se  una  superficie  prismatica  è  tagliata  da  due  piani 
non  paralleli  in  Ira  parti  distinte,  una  delle  quali  finita  e  le 
altre  indefinite,  la  parto  finita  di  spazio  racchiusa  dalla  sn- 
perficie  prismatica  e  dalle  sezioni  si  dice  tronco  di  prisma, 
le  sezioni  sono  le  basi  del  tronco;  i  segmenti  degli  spìgoli 
della  superficie  compresi  tra  le  basi  sono  gli  spigoli  laterali 
del  tronco;  le  facce  del  tronco  sono  ì  trapezi  determinati 
Bulle  facce  della  superficie  dai  piani  secanti.  La  superficie  coi 
stitnita  dalle  facce  si  chiama  superficie  laterale  del  tronco- 
li  tronco  di  prisma  ai  dice  retto,  se  una  delle  basi  è  una 
sezione  normale. 

273.  Evidentemente:  La  superficie  laterale  di  un  tronco 
di  prisma  é  equivalente  alla  wmma  dei  trapezi  che  la  co- 
stituiscano. 
E  perciò: 

L'area  della  superficie  laterale  d' un  tronco  di  prisma  è 
la  somma  delle  aree  dei  trapezi!,  che  la  costituiscono. 

Nel  caso  in  cui  la  sezione  normale  sìa  nn  poligono  a  lati 
eguali  (6  a  fortiori  se  è  un  polìgono  regolare)  ai  ha: 
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Taorema.  —  Se  la  sezione  normale  del  tronco  è  un  po- 
ligono a  lati  eguali,  la  superficie  laterale  é  equivalente 
al  rettangolo  di  un  lato  della  sezione  normale  e  della 
somma  degli  spigoli  laterali. 

E  perciò: 

L'area  della  superficie  laterale  di  un  tronco  di  prisma, 
di  cui  la  sezione  normale  è  un  poligono  a  lati  eguali,  è 
il  prodotto  della  lunghetza  di  un  lato  della  sezione  nor- 
male del  tronco  e  della  somma  delle  lunghezze  dei  suoi  spi- 
goli laterali. 

Poliedri  regolari. 

274.  Un  poliedro  8Ì  Hiea. regolare,  se  le  sue  facce  sodo  po- 
ligoni regolari,  a  i  snol  engoloìdl  sono  aogoloidi  regolari  (1). 

CoroUarii.  —  Le  facce  d'un  poliedro  regolare  sono  poligoni 
eguali. 

Gli  angoloidi  d'un  poliedro  regolare  sono  angoloidi  eguali. 

<i76.  Teorema.  —  Non  possono  esistere  pii*  di  cinque  po- 
liedri regolari  convessi. 

Poiché  le  facco  del  poliedro  regolare  sono  poligoni  regolari, 
e  poiché  in  ogni  vertice  devono  concorrere  almeno  tre  facce 
per  formare  an'angoloide,  abbiamo  che  ogni  angoloide  del 
poliedro  ha  per  facce  almeno  tre  angoli  di  poligono  regolare. 

Ricordando  che  la  somma  delle  facce  d'un  angoloide  deve 
essere  minore  di  un  giro  (§  194),  potranno  le  facce  del  fango- 
Ioide  essere  angoli  di  triangoli  equilateri,  e  potranno  in  nn  ver- 
tice concorrerne  tre,  oppure  quattro,  o  anche  cinque,  ma  non 
sei,  né  più  di  sei;  poiché  un  angolo  di  triangolo  equilatero, 
essendo  un  terzo  di  due  retti,  ossia  un  sesto  di  giro,  sei  di 
questi  angoli  formerebbero  un  giro,  contro  il  teorema  ram- 
mentato. Potranno  le  facce  dell'  angoloide  esser  angoli  di 
quadrati,  ossia  angoli  retti,  e  potranno  in  un  vertice  concor- 
rerne tre;  ma  non  più  di  tre,  altrimenti  la  loro  somma  sa- 
rebbe un  giro  o  più  di  on  giro.  Potranno  dualmente  le  facce 
dell'  angoloide  essere  angoli  di  pentagoni  regolari ,  e  in  un 
vertice  potranno  concorrerne  tre,  e  non  più  di  tre.  E  non  po- 
tranno le  facce  dell' angoloide  esser  angoli  di  esagoni,  elta- 

(1)  Il  chi»,  pror.  Glodics.  RiulUmenta  oeierTk  chs  io  quesU  daRnilioas  c'è 
del  auparDuo  (Riv.  mat   Peano,  fuc    S  a  0.  Ar.  San.  mi):  (liaoobè.  par  nn 

Ioidi  aleno  ragolArl. 
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goni,  ottagoDi,  ecc.  regolari,  perchè  facilmente  si  vede  cbe  la 
Bomma  di  tre  sogali  di  questi  poligoai  è  maggiore  di  nn    giro. 

Tutt'al  più  dnnqne,  ci  saraono  cinqae  poliedri  regolari,  tre 
dei  quali  aventi  per  facce  dei  loro  angoloidi,  angoli  di  trian- 
goli  equilateri;  ano  avente  per  facce  dei  snoi  aog'oloidi  aD- 
goii  di  (luadrati,  e  l'altro  angoli  di  pentagoni  regolari. 

276.  Teorema.  —  Esistono  effettivamente  cinque  poliedri 
regolari  convessi  (poliedri  di  Platone). 

1°  Si  prenda  nn  triangolo  equilatero  ABC  (Sg.  104),  e 
per  il  centro  0  si  costruisca  la  perpendicolare  al  ano  piano; 
sa  questa  si  prenda  an  punto  D,  tale  che  sia  BD  =  BC;  il 
che  6  sempre  possibile  essendo  BC  >  BO.  Si  costroisca  DA, 
DB,  DC  e  sì  ottiene  un  solido  che  è  un  tetraedro  regolare. 

Intanto  essendo  0À  =  0B  =  OCji  ha  (§  148)  DÀ  =-  DB  = 
=-  bC.  Ma  6  BD  =  BG  =  AB  =  AC,  sì  ha  danqne: 


DA  =  DB  =  DC  =• 


=  AB  =  AC 


cioè  gli  spigoli  sono  eguali,  ossia  lo  facce  son  triangoli  equi- 
lateri, e  ì  triedri,  avendo  o- 
gnano  le  tre  facce  eguali,  sodo 
aiigoloidi    regolari  e  ,  «vendo 


rispettivamente  le  faoce  eguali,  sono  angoloidi  eguali. 

Siccome  le  costruzioni  fatto  sono  tutte  possibili,  è  dimo- 
strata l'esistenza  del  tetraedro  regolare.  Il  tetraedro  ha  4 
vertici,  4  facce  e  6  apigoli. 

2."  Si  prenda  un  quadrato  ABOD  (flg.  105)  e  per  il  con- 
tro 0  si  costruisca  la  perpendicolare  al  suo  piano;  su  questa 
ai  prendano  da  bande  opposte,  rispetto  al  punto  0,  dae  punti    i 
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E,  F,  tali  che  sì&  AE  =  AF  =  AB,  il  che  è  sempre  possibile, 
essendo  AB  >  AO.  Si  costroiscBDO  ì  segmenti  EA,  KB,  EC» 
ED,  FA,  FB",  FCi  FD,  e  si  otlìeno  an  poliedro,  che  è  l'ottaedro 
regolare. 


Essendo  : 


OA  :=  OB  =  OC  =  OD 


EA  =  EB  =  KC  =  ED 


e  siccomo  è: 


EA^ 


=  FA  =  AB 


cosi  tatti  ^li  spigoli  di  questo  solido  sono  ogualì  e  le  sue 
facce  sono  triangoli  equilateri  eguali. 

Di  più,  osservando  che  l'angolo  AEC  è  retto  per  essere  egovli 
i  triangoli  ABC,  ABC,  si  vede  che 
due  angoloidi  qualunque  come  E  e 
C  sono  eguali {§211),  avendo  le  facce 
eguali  e  i  diedri  eguali,  e  perciò  il 
poliedro  è  regolare,  ed  ha  per  facce 
otto  triangoli  equilateri  concorrenti 
in  ogni  vertice  a  quattro  a  quattro. 
L'  ottaedro  ha  8  facce ,  6  vertici, 
12  spigoli. 

3."  Si  prenda  un  pentagono 
ABCDE  (flg.  106),  dal  centro  0  si 
costruisca  la  perpeadicolare  al  suo 
piano  :  e  su  essa  si  prenda  un  punto 
F  tale  che  sia  AF  =  hlB,  il  che  è  pig.  jos. 

sempre  possibile,  poiché  è  AB  >-A0. 

Si  costruiscano  quindi  i  segmenti  FA,  FB,  FC,  FD,  FÉ,  che 
saranno  eguali  fra  loro  e  ai  lati  del  pentagono  ABCDE,  otte- 
nendo così  una  piramide  equilatera  pentagonale. 

Si  costruisca  sulla  base  la  distanza  degli  estremi  non  comuni 
di  due  Iati  consecntivi,  per  es.  EB,  che  risalta  parallela  al 
lato  opposto  CD,  e  consideriamo  i  due  tiiangoli  EAB,  EFB. 
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Qaesti  sono  «gaali,  avendo  i  tre  Isti  rispettivamente  egaali 
e  perciò  6  EPB  =  ÉABJ  ossia  l'angolo  EPB  6  eguale  a  ano 
qualunque  degli  angoli  del  pentagono. 

Immaginiamo  ora  di  portare  il  vertice  F  della  piramide  nei 
pnnto  A,  portando,  per  esempio,  lo  spigolo  CP  a  coincidere 
collo  spigolo  PA,  in  modo  che  C  coincida  con  F  e  F  con  A. 
La  faccia  CFD  coincide  col  triangolo  FAE,  la  faccia  CPB  con 
BFA,  la  base  viene  a  disporei  secondo  il  pentagono  BFEHO, 
e  sarà  BB  parallelo  a  HQ. 

Se  porto  adesso  il  vertice  F  della  stessa  piramide  nel  pnnto 
B,  e  poi  nel  punto  G,  e  poi  sni  punti  I>  e  E,  si  ottiene  una 
anperflcie  poliedrica  aperta  lungo  il  contorno  HQLMT4  ;  ma  i 
segmenti  UG,  QL,  LM,  MN,  NH,  rispettivamente  paralleli  al 
piano  del  pentagono  ABCDE.  e  avendo  ognuno  un  estremo 
comune  col  sacceaaivo  formano  un  polìgono  piano,  che  (es- 
sendo og:nano  di  quei  segmenti  eguali  a  nn  lato  del  penta- 
gono ABCDE)  è  un  pentagono  regolare  eguale  al  primo.  Si 
può  dunque  adattarvi  la  base  di  un'altra  piramide  pentago- 
nale eguale  alla  prima,  col  vertice  V  da  bande  opposte  del 
vertice  F  rispetto  al  piano  HOLMN,  Si  ha  cosi  un  poliedro 
ohe,  avendo  le  facce  tutte  egaali,  perchà  triangoli   equilateri  I 

« eguali,  e  gli  an^oloidi  tutti  eguali,  perchè 

A  y''  ottonati  riportando  lo  stesso  angoloide,  è 

f/  ;  /      un  poliedro  detto  icosaedro  regaìare. 

Esso  ha  20  facce,  13  vertici,  30  spigoli. 
I  4."  Si  costruisca   (fig.  10~)    un   qua' 

I  drato ,   e  per  i  vertici  si  costruiscano  le 

,^ Jc  perpendicolari  al  suo  piano:  ai  ottiene  unn 

/     superficie  prismatica,  di  cui  il  quadrato  è 

'i        una  sezione  normale, 

Vtg.  im.  Si  costruiiica  un'altra  sezione  normale, 

a  una  distanza  della  prima  eguale  al  lato 

di  quosta.  Si  oltieno  un  parallelepipedo  rettangolo,  che  abbiamo 

chiamato  cubo,  6  che  è  Yesaedro  regolare.  Le  sue  facce  sono 

poligoni  eguali,  perchè  sono  quadrati  che  hanno  un  lato  eguale. 

I  suoiangololdi  sono  triedri  eguali  e  regolari. 

Il  cubo  ha  6  facce,  8  vertici,  12  spigoli.  _ 

Per  indicare  il  cubo,  di  cui  uno  spigolai*  AB,  scriveremo  AB  , 

5^  Si  prenda  un  pentagono  regolare  ABGDB  (Qg.  108),  e 

si  costruisca  in  no  vertice,  per  es.  C,  un  raggio  CE,  che  formi 

coi  lati  del  pentagono  nn  triedro  eqnìedro  avente   le    facce 
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egaali  all'aogolo  dol  pantagooo  (g  216).  Snl  raggio  CE  si  prenda 
CB  =  DO,  e  Del  piano  determioato  dai  ra^i  CE,  CD  ai  e 
pleti  il  pentagono  regolare  che  ha  per  tati  consecutivi  CE  e 
Dal  ponto  D  egee  ora  un  raggio  DF,  che  con  DC  e  DB  fo 
QD  triedro  aguale  al  primo  e  perciò  eiiuiedro.  I  due  trii 
D  e  C  sono  eguali,  perciiò  hanno  un  driedro  DC  coniane 
eguali  le  facce  che  lo  comprendono.  Sicché  l'angolo  FD 
pure  UD  angolo  di  pentagono 
regolare,  eguale  ai  procedenti 
che  si  può  completare:  e  si 
paò  fare  lo  stesso  per  gli  altri 


Fig.  lOS. 


Big.  IM. 


vertici,  ottenendo  cosi  una  figura  formata  da  sei  penta; 
regolari  e  terminata  da  una  linea  EGFMNPQRST  spez; 
e  gobba,  ma  avente  tutti  i  lati  egaali  e  gli  angoli  conv 
eguali,  perchè  i  triedri  E,  F,  N,  Q,  S  sono  eguali  ai  tri 
A,  B,  C,  D,  L  e  perciò  equiedri. 

Costruendo  un'altra  flgnra  eguale  alla  precedente,  e  face 
coincidere  le  spazzate  eguali,  in  modo  però  che  i  poliedri  ap 
non  coincidano,  si  ottiene  un  poliedro  chioso,  che  ha  tutt 
facce  eguali,  tutti  gli  angoloidi  eguali;  e  perciò  6  regol 

Si  chiama  dodecaedro  regolare  (fig.  109). 

Il  dodecaedro  ha  12  facce,  20  vertici,  30  spigoli. 

Poliedri  eguali. 

277.  In  due  poliedri  eguali  chiameremo  corrispondenti  < 
g-li  elementi,  che  aella  sovrapposizione  vengono  a  coincid 

278.  Teorema.  —  Due  piramidi  triangolari  (letrae 
sono  eguali,  se  hanno  un  triedro  dello  stesso  verso  e 
spigoli  ordinatamente  eguali. 

Le  facce  dei  due  tetraedri  sono  egaali,  perchè  sono  tr 
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goli  che  haDDO  i  lati  rispetti vamEUte  eguali.  1  loro  triedri 
sono  ei^uali,  perchè  hanno  le  facce  ^oali,  come  an^lì  di  triait 
goli  eguali.  I  loro  diedri  sono  egnali,  perche  appartengono  i 
triedri  canali.  È  facile  vedere  che,  portando  per  esempio  uni 
faccia  d'uno  dei  tetraedri  a  coincidere  colla  faccia  eguale  del- 
l'altro,  tetti  gli  altri  elementi  coincidono,  e  perciò  ì  tetraedri 
Bono  egnali. 

379.  Teoremi.  —  Se  gli  angoloidi  al  vertice  di  due  pira- 
midi »ono  eguali  e  n'ilo  stesto  verta,  e  i  loro  spigoli  lait- 
rali  tona  rispettivamente  eguali,  le  due  piramidi  sono  eguali. 

Sieno  VABCD,  V'A'B'C'D'  le  dne  piramidi  (fig.  HO)  e  sia 
V  —"V^  e  VA==  VT,  VB  =  rB',"vc=  rC',  VD  =  VD'.  I 
dee  aagoloidi  egnali  posiono  farsi  coincidere  in  modo  che  coÌd- 
cidano  gli  spigoli,  ma  qneHti  sono  egaali,  e  perciò  quando  V 
coincide  con  V,  i  punti  A',  B',  C,  D',  coincidono  ria  petti  vamentt 
con  À,B,C,D;  cioè  le  dac  piramidi  coincidono  e  sono  egualL 

280.  Teorema.  —  Se  le  beai  di  due  piramidi  conveste  som 


eguali,  e  sono  eguali  e  nello  slesso  verso  due  facce  con-\ 
correnti  in  un  vertice  della  base,  le  piramidi  sono  eguati] 

Sieno  VABCD,  V'ATÌ'C'D'  (fi^.  110)  le  due  piramidi.  Sup- 
poniamo eguali  le  basi,  e  inoltre  i  triangoli  AVB,  BVC  con-l 
correnti  nel  vertice  B,  aieno  rispettivamente  eguali  e  oello 
steaao  ordine  ai  triangoli' A'V'B',  B'V'C  concorrenti  nel  ver-l 
tioe  B'. 

I  due  triedri  B,  B',  avendo,  per  ipotesi,  te  tre  facce  cgnili 
e  nello  stesso  verso,  sono  eguali,  aicchd,  se  portiamo  le  basi 
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delle  piramidi  a  coincidere,  e  perciò  coincidono  i  vertici  cor- 
rispondenti B  e  B',  coincidono  pure  i  triedri  B  9  B'  e  gli  api- 
goli B'V  e  BV;  e  aiceorae  è  ivV' =  BV^  il  punto  V  coin- 
cide col  vertice  Y,  e  le  piramidi  sodo  eguali. 

CoroUarii,  —  ] .°  Due  piramidi  equilatere  sona  eguali,  se 
hanno  eguali  la  base  e  uno  spigolo;  oppure  la  base  e  l'apo- 
terna,  oppure  la  base  e  l'altessa. 

2."  Due  tronchi  di  piramide  a  basi  parallele  sono  eguali, 
ae  hanno  le  basi  eguali  e  due  facce,  concorrenti  in  un  ver- 
tice della  base,  eguali. 

3.*  Due  tronchi  di  piramide  equilateri  a  basi  parallele 
sono  eguali,  se  ^hanno  eguali  una  base,  l'allessa  e  uno  spi- 
golo laterale  :  oppure  le  due  basi  e  l'altezza,  oppure  le  due 
basi  e  uno  spigolo  laterale. 

281.  Teorema.  —  Due  prismi  convessi  sono  eguali,  se  tre 
facce  concorrenti  in  un 
vertice  sono  ordinata- 
mente eguali,  e  i  loro 
spigoli  comuni  formano 
due  triedri  eguali. 

Sieno  ABCDE,  A'B'D' 
CE'  (fig.  Ul)  la  basi  di    - 
due  prismi,  tali  che  sìeno 
eguali  nello  stesso  ordi-' 
□e  tre   facce  concorrenti 

in  UQ  vertice  per  es.  B.  Evidentemente  ana  delle  facce  è  la 
base.  Si  faccian  dunque  coincidere  le  basi  eguali,  e  allora  coin- 
cidono i  vertici  B  e  B';  e  i  due  triedri  B  e  B',  avendo  per 
ipoteai,  le  tre  facce  eguali  e  nello  atesso  verso ,  coincidono, 
e  coincidono  i  raggi  BG  e  B'Q',  e  poiché  i  parallelogrammi 
BGHC,  B'G'H'C  sono  eguali,  è  BG  -=  Wtì';  sicché  coincide  G' 
oon  Q  e  cosi  H'  con  H  a  F'  con  F,  ecc.  1  duo  prismi  coinci- 
dono e  perciò  sono  eguali. 

Gorollariì.  —  l."  Due  prismi  retti  sono  eguali,  se  hanno 
eguali  le  basi  e  le  altesze. 

2.*  Due  parallelepipedi  sono  eguali,  se  hanno  eguale  un 
triedro,  e  i  tre  spigoli  concorrenti  nel  vertice  di  questo 
triedro. 

Z."  Due  parallelepipedi  rettangoli  sono  eguali,  se  hanno 
eguali  i  tre  spigoli  concorrenti  in  un  vertice  (questi  tre  spi- 
goli si  sogliono  chiamare  le  tre  dimensioni  del  parallele- 
pipedo). 
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4.°  Due  parallelepipedi  equiapigoli  sono  eguali,  gè  hanno 
un  triedro  eguale  e  lo  spigolo  eguale. 

5."  Due  cubi  tono  eguali,  se  hanno  lo  spigolo  eguale. 

Si  ha  pure: 

Due  tronchi  di  prismi  sono  eguali,  se  hantto^uati  le  due 
basi,  e  due  facce  adiacenti. 

28'^,  Teorema.  —  Se  due  poliedri  si  possono  decomporre 
nello  stesso  numero  di  piramidi  eguali  nello  stesso  verso  e 
disposte  nello  stesso  ordine,  i  due  poliedri  sono  eguali. 

Portiamo  uno  dei  poliedri  P  aall' altro  poliedro  P'in  modo 
che  coiDcidaDO  due  piramidi  corrispondeati  eguali^  tatte  la 
altre  coppie  di  piramidi  corHapoDdsntì  eguali  dovranno  coin- 
ciderò, e  perciò  coincidono  i  due  poliedri,  che  bodo  eguali^ 

È  vero  il  teorema  inverso. 

283.  Teorema.  —  Due  poliedri  regolari  dello  stesso  nu- 
mero di  facce  sono  eguali,  se  hanno  uno   spigolo  eguale. 

Altri  teoremi  sai  tetraedri. 

284.  Teorema.  —  Esiste  un  punto  e  uno  solo  eguicUitante 
dai  vertici  d'un  tetraedro. 

Sia  ABCD  il  tetraedro  (fig.  112),  e  si  costraiscano  ì  piani 
perpendicolari  nei  pnoti  medi  di  tre   spigoli  asconti  da  oa 
vertice  per  es.  A,  Questi  piani  non  pos- 
'  sono  coincidere,  perchè  altera  gli  Epìgolì 

considerati  dovrebbero  esser  paralleli  e 
non  concorrenti;  i  medesimi  piani  non 
pos^on  esser  paralleli,  perchè  anche  gli 
spigoli  dovrebbero  esser  paralleli  a  non 
concorrenti:  non  possono  nemmeno  es- 
ser piani  di  un  medesimo  fascio,  perchè 
allora  le  rette  AB,  AG,  AD  dovrebbero 
essere  in  nn  piano  perpendicolare  all'asse 
del  fascio,  e  le  rette  AB,  AC,  AD  non 
possono  essere  compiane.  Questi  piani  devon  danqne  avere 
an  solo  punto  comune  H,  il  quale,  essendo  eqnidistanto  da  A 
e  da  B,  da  A  e  da  0,  da  A  e  da  D,  è  equidistante  da  A,  B,  C,  D. 
È  evidente  che  di  punti  equidistanti  dai  vertici  non  ve  ne 
sono  altri,  dovendo  sempre  appartenere  ai  tre  piani  conside- 
rati, che  hanno  un  sol  punto  comune  ;  sicché  i  piani  perpen- 
dicolari nei  punti  medi  degli  altri  spigoli  devon  pure  passare 
pel  punto  H. 
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CorolUrio.  —  /  sei  piani  perpendicolari  nei  punti  medi 
degli  spigoli  d'un  tetraedro  hanno  un  punto  comune. 

285.  Teorema, —  Esistono  alto  punti,  e  otto  soltanto, equi' 
distanti  dai  piani  delle  facce  d'un  tetraedro. 

Sia  ABCIl  il  tetraedro  (flg,  1 IS)  a  siano  a,  b,  e,  d,e,  fi  saoi 
spigoli.  Costruiamo  i  piani  bìsottori  ii  tra  dei  suoi  diedn  in- 
teroi,  i  cai  spigoli  sono  le  rette  dei  lati  di  una 
faccia  per  es.  d,  e,  f.  Questi  piani  hanno  oe-  a 

cessariameate   an   punto   comune   e    uno  solo  /  \ 

(§  5,  Cor.),  e  sia  H.  Il  ponto  H,  appartenendo  ai       7       \ 
piani   bisettori    dei    diedri,  è   equidistante  dai       /  \ 

piani  delle  facce  BCD  e-  ABC;  BGD  e  ACD ,     /  \ 

BCp  e  ABD:  ossia  dai  piani  di  tutte  le  facce.  ^xr'"ì'''"">^D 

Se  invece  di  costruire  i  piani  bisettori  dei       ^vU-* 
diedri  intani,  si  fossero  costruiti  i  piani  bisat-  '- 

tori  dei  diedri  esterni  al  tetraedro,  dei  quali  '''S-  "^■ 
nna  faccia  fosse  il  piano  d'una  faccia  del  te- 
traedro,  per  e?.  BCD,  si  sarebbe  ottennio  un  altro  punto  H, 
esterno  al  tetraedro,  ma  anch'esso  equidistante  dai  piani  delle 
facce  del  tetraedro.  E  siccome  le  facce  sono  4,  si  avrebbero 
quattro  di  questi -punti  H,  Hg  H3  H4.  È  facile  vedere  che  per 
ognuno  di  questi  punti  passano  i  piani  bisettori  dei  diedri 
interni,  che  hanno  per  spigoli  gli  spigoli  uscenti  dal  vertice 
opposto  alla  faccia  considerata.  Sicché  questi  punti  li  possiamo 
considerare  come  punti  comoni  ai  piani  bisettori  di  due  diedri 
interni  e  un  diedro  esterno. 

Finalmente  consideriamo  i  piani  bisettori  di  due  diedri  esterni 
adiacenti  a  una  faccia,  e  il  piano  bisettore  del  diedro  interno 
che  ha  per  spigolo  il  terzo  lato  della  stessa  faccia.  Queste  terne 
di  piani  hanno  pure  un  punto  comune  equidistante  dal  piani 
della  facce,  e  di  qneste  terne  distinte  se  ne  hanno  tre,  sicché  si 
hanno  altri  3  punti  e  in  tutto  otto,  come  si  voleva  dimostrare. 

Ogni  altro  punto,  che  fosse  equidistante  dai  piani  delle  facce 
dovendo  appartenere  a  tre  dei  piani  bisettori  considerati,  coin- 
ciderebbe necessariamente  con  uno  degli  otto  trovati. 

Corollario.  —  Per  ognuno  degli  otto  punti-  equidistanti 
dai  piani  delle  facce  d'un  tetraedro  passano  sei  piani  bisel  • 
tori  dei  diedri  del  tetraedro  ;  0  i  sei  piani  bisettori  dei 
diedri  interni,  o  tre  piani  bisettori  dei  diedri  interni  d'un 
triedro  del  tetraedro  e  i  tre  piani  bisettori  dei  diedri  esterni 
adiacenti  agli  altri  interni,  o  due  piani  bisettori  di  diedri 
interni  e  quattro  piani  bisettori  di  diedri  esterni. 

NiKMii.  —  SUreoneIria.  S 
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286.  Si  chiama  mediana  d'un  tetraedro  il  aegmeoto,  ohe 
ha  per  estremi  nn  vertine  del  tetraedro  e  il  baricentro  della 
faccia  opposta;  ai  vede  sabito  che  nn  tetraedro  ha  quattro 
mediane,  e  si  ha  il 

287,  Teorema.  —  Le  mediane  d'un  tetraedro  hanno  un 
punto  comune. 

Sia  ABCD  il  tetraedro  (fig.  1 14)  a  sia  M  il  baricentro  della 
faccia  ((CD;  M,  il  barieeutro  dalla  faccia  ACD;  AM,    BM, 
^  sono  doe  mediane,  quali  avendo  f  loro  estremi 

sulle  rette  concorrenti  AH,  BH  (mediane  delle 
facce  considerate)  sono  in  un  medesimo  piano, 
e  bBDDO  evideu temente  un  punto  comune  O. 
iì«\  I'  segmento  MM,,  che  divide  i  lati  AH,  BH 
^•■yo  del  triangolo  HAB  in  due  parti,  una  doppia 
dell'altra ,  è  parallelo  al  terzo  lato  AB,  ed  è 
la  terza  parte  di  esso.  Se  ora  si  diridono  i  seg- 
menti OA,  OB  ciascuno  in  tre  parti  eguali , 

l-OB 


siccbà  eia 


si  ha  che  il  semento  PQ  è  pura  parallelo  ad  AB,  e  ne  è  la 
terza  parte  ;  sicché  i  segmenti  PQ  a  MMi  sono  eguali  e  pa- 
ralleli e  la   figura   IVIMiPQ  è  un  parallelogrammo,  sicché  è 

OP  «a  OM;  e  siccome  è  OP  ^  —  OA,  è  evidente  che  una  me- 
diana AM  ò  divisa,  dal  suo  punto  d'incontro  con  un'altra 
mediana,  indae  parti,  una  tripla  dell'altra.  £1  anche  l'altra 
mediana  è  divisa  nello  stesso  modo. 

Considerando  ora  la  mediana  AM  e  un'altra  mediana  CMg 
e  poi  la  mediana  AM  e  l'altra  DM^,  con  gli  stessi  ragiona- 
menti si  conclude  cbe  ciascuna  delle  altre  mediaue  deva  avere 
comune  colla  mediana  AM  un  punto,  che  divìda  questa  in  due 
pjirti,  una  (dalla  parta  di  A)  tripla  dell'altra:  questo  punto 
ò  0,  ed  è  unico.  Dunque  le  quattro  mediane  hanno  comune 
il  punto  O, 

Corolla^.  —  1."  Il  punto  comune  alle  mediane  d'un  te- 
traedro divide  ciascuna  di  esse  in  due  parli,  una  tripla 
dell'altra. 

t."  Se  utf  tetraedro  è  regolare,  le  sue  altezze  sono  me- 
diane, e  peroiù  ; 
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Il  punto  comune  delle  altezze  dun  tetraedro  regolare  di- 
vide ciascuna  altezza  in  due  parti,  una  tripla  dell'altra. 


Rette  e  piani  secanti. 

288.  Teoremi.  —  ì."  Se  la  dittaiza  <U  una  retta  dal  cen- 
tro di  una  »fera  è  maggiore  del  raggio,  la  retta  non  ha 
ptmii  comttni  colla  sfera. 

2."  Se  la  distanza  di  una  rttta  dal  centro  di  una  sfera 
è  eguale  al  raggio,  la  retta  ha  un  punto  e  uno  solo  co- 
mune colla  sfera. 

In  questo  caso  1&  retta  dicesi  tacente  alla  sfera  nel  punto 
comune.  11  punto  comune  dicesi  punto  di  contatto. 

3°  Se  la  dUtansa  di  una  retta  dal  centro  di  una  sfera 
è  minore  del  raggio,  la  retta  ha  due  punti,  e  due  soli,  co- 
muni colla  sfera. 

Sia  0  il  centro  dellasfera,  r  la  retta  (6g.  115)  OA  la  sua 
distanza  dal  centro,  per  ipotesi  minore 
del  raggio.  Il  ponto  A  A  dunque  in- 
temo alla  sfera  {§  86),  e  perci4  la  retta 
r  ha  due  punti  comuni  colla  sfera 
(§  89, 2.").  li  teorema  è  vero  anche  se 
ng,  iij.  1^  retta  r  passa  pel  centro. 

Una  retta,  che  ha  due  punti  comuni 
colla  sfera,  dìce^i  secante. 

289.  Corollario.  —  Tutti  i  punti  di  una  eorda  tono  intemi 
alla  sfera. 

290.  Si  dimostrano  pure  analogamente  ai  teoremi  dei  gg  301 , 
202,  204,  205,  206  della  Pian,  i  seguenti  : 

1."  In  una  sfera  il  piano  diametrale  perpendicolare  a 
una  corda  la  divide  per  metà. 

?.*  In  una  sfera  il  piano  perpendicolare  a  una  corda 
nel  suo  punto  medio  è  un  piano  diametrale, 

3.°  In  una  stessa  sfera  o  in  sfere  eguali  corde  eguaH 
sono  egualmente  distanti  dtl  centro;  e  di  due  corde  dise- 
guali la  maggiore  ha  minor  distanza  dal  centro.' 

4.°  In  una  stessa  sfera  o  in  sfere  eguali,  le  corde  egual- 
mente distanti  dal  centro  sono  eguali;  e  di  due  eorde  di- 
segualmenle  distantì  dal  centro,  quella  che  h»  mino f  di- 
stanza d  la  maggiore. 
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5.*  In  una  tfera  o  in  tfere  eguali  un  diametro  é  maff- 
ffiore  d'ogni  corda. 

391.  Teorema.  —  Se  la  disianza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  maggiore  del  raggio,  il  piano  non  ha  punii 
comuni  colla  sfera. 

Sia  0  il  coDtro  della  afera,  a  il  piano,  UÀ.  la  distanza  di 

Questo  dal  centro,  e  sia  per  ipotesi  UÀ.  maggiore  del  raggio 
Sg.  116).  11  punto  A  e  (§  86)  esterno  alla  sfera,  e  poiché 
qualunque  altro  puutu  B  del  piano,  essendo  OB  >  0A(§  l4fj),  è 


pure  esterno  alla  sfera,  il  piano  e  la  sfera  Don  haoDo  punti 


)?.  Teorema.  —  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  eguale  al  raggio,  la  sfera  ed  il  piano  hanno 
un  punto  comune  e  uno  solo. 

Sia  0  il  centro  della  sfera,  «  il  piano,  OA  la  disianza  di 
questo  dal  centro,  e  sia  per  ipotesi  OA  eguale  al  raggio  (fi- 
gura 117).  11  punto  A  appartiene  alla  sfera,  ed  è  dunque  co- 
mune al  piano  e  alla  sfera:  ma  ogni  altro  punte  B  del  piano 
",  essendo  OB  >  OA  è  esterno  alla  sfera  (g  86)  e  perciò  il 
Piano  e  la  sfera  non  hanno  altri  punti  comuni. 
2  ^3,  Un  piano  e  una  sfera,  che  hanno  uu  sol  punto  comune, 
i-i  dicono  tangenti  in  quel  punto,  che  si  chiama  punto  di  con- 
tatto. È  facile  osservare  che: 

Una  sfera  tangente  od  un  piano  è  tutta  da  una  banda 
dello  spazio,  rispetto  a  questo  piano. 

29^.  Teorema.  —  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  minore  del  raggio,  la  sfera  ed  il  piano  hanno 
comune  tutti  i  punti  di  un  circolo  e  quelli  soltanto. 

Sia  0  la  sfera,  «  il  piano,  OA  la  distanza  di   questo  dal 
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e  la  sfera  hanno 


Pig.  IIB. 


ceotro;  d  sìa  per  ipotesi,  OA  minore  del  raggio  della  afera 
(flg.  118),  Ogni  paggio  uscente  da  A,  e  contenuto  nel  piano  «,  iia 
(§89, 1.")  un  punto  comune  eolla  sfera;  il  piano  e  '      ' 
dunque  innumerevoli  punti  comuni, 
E  siccome   le  distanze   di  questi 
pnnii  dal  centro  sono  eguali ,  essi 
formano  un  circolo  che  ha  per  cen- 
tro il  punto  A,  proiezione  di  0  su  a, 
e  per  raggio  la  proiezione  del  raggio 
della  sfera  nello  stesso  piano  a. 

295.  Il  circolo  determinato  da  un 
piano  non  diametrale,  secando  t. 
sfera,  si  chiama  circolo  minore. 

Corollario.  —  /;  diametro  di  una  sfera,  perpendicolare  a 
un  piano  secante,  lo  incontra  nel  centro  del  circolo  minore 
determinato  da  questo  piano. 

Gli  estremi  del  diametro  perpendicolare  nel  centro  di  un 
circolo  minore  al  piano  di  questo,  diconsi  poli  del  circolo. 

296.  Teorema.  —  Nella  stessa  sfera  o  in  sfere  eguali  i 
piani  di  due  circoli  minori  eguali  sono  egualmente  distanti 
dal  centro,  e  di  due  circoli  minori  diseguali  ha  maggiore 
il  raggio  quello,  il  cui  piano  ha  minore  distanza  dal  centro. 

Sia  0  la  sfera,  e  e  e'  due  circoli  minori,  OA  e  OB  le  di- 
stanze dei  loro  piani  dal  centro  {flg.  119).  Se  i  circoli  sono 
eguali,  i  loro  diametri  sono  eguali;  e  poiché  i  diametri  dì 
questi  circoli  sono  corde  della  sfera,  e  loro  distanze  dal  centro 
sono  appunto  OA  e  OB,  pai  teorema  del  §290,3,"  si  deduce  clie  è 


OA  >=  OB.  Sa  poi  il  diametro  i 
diametro  del  circolo  e',  sarà  pel  § 
297,  Il  teorema  inverso  è  vero. 


1  circolo  e  è   maggiore  del 
IO,  4."  OA  <  OB. 
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298.  Teorema.  —  Tutti  i  punti  di  un  circolo  di  una  afera 
tono  equidistanti  da  ciascuno  dei  tuoi  poli. 

Ss  P  à  un  polo  di  an  circolo  e  (Qg.  130),  di  cui  G  ò  il  cen- 
tro e  A  e  B  due  paoM,  è  CP  perpendicolare  a  CA.  e  CB 
sono  di  consogneoza  rettangoli  i  triaogoli   PCA,   PCB  ,   ch3 

avendo "po  cornane  e  CA"=  CB)  hanno  PA  =  PB. 

299.  Se  si  costruiscono  i  circoli  massimi,  che  passano  pei 
punti  A  e  B,  essendo  questi  circoli  egaali,  ai  ha  PA  =  PB> 
Sicché,  se  si  chiama  distanza  sferica  di  due  punti  della  su- 
perficie sferica  il  minore  dei  due  archi  di  circolo  massimo,  che 
hanno  per  estremi  questi  punti,  si  può  dire: 

/  punti  di  un  circolo  di  una  sfera  hanno  la  stessa  di' 
slama  sferica  da  ciascuno  dei  poli. 

300.  Ciascuno  dei  poli  si  chiama  anche  centro  sferico  del 
circolo,  e  la  distanza  sferica  costante  dei  punti  del  circolo  dal 
polo,  dicesi  raggio  sferico. 

Ogni  cìrcolo  su  una  sfera  ha  due  centri  sferici  e  due  raggi 
sferici.  Se  il  circolo  è  massimo,  ì  due  raggi  sferici  sono  egaali. 

Rette  e  piani  tangenti. 

301.  Teorema.  —  Ogni  retta  tangente  a  una  sfera  è  per- 
pendicolare al  raggio  nel  punto  di  contatto. 

S'imiti  la  dimostrazione  del  §  208  Pian. 

302.  Teorema.  —  Ogni  retta  perpendicolare  al  termine 
di  un  raggio  della  sfera  è  tangente  alla  sfera. 

GoroUatit.  —  1."  Ogni  retta  tangente  a  un  circolo  massimo 
della  sfera  è  tangente  alla  sfera. 

2."  Una  retta  tangente  in  un  punto  a  una  sfera  è  tan- 
gente al  circolo  massimo  determinato  dal  piano,  che  con- 
tiene la  retta  ed  il  eentro  della  sfera. 

3."  Ili  ogni  punto  di  una  sfera  vi  sono  innumerevoli 
tangenti  alla  sfera.  Esse  sono  in  un  piano  che  è  tangente 
in  quel  punto  alla  sfera  (§  30). 

303.  Teoremi.  —  1."  Ogni  piano  tangente  a  una  sfera 
è  perpendicolare  al  raggio  nel  punto  di  contatto. 

2.°  Ogni  piano  perpendicolare  al  termine  di  un  raggio 
é  tangente  alla  sfera. 

'à.°  La  perpendicolare  a  un  pia^o  tangente  alla  afera 
nel  punto  di  contatto  passa  per  il  centro  della  afera. 


D,™-,7Pril>,G0l)l^le 


LA   SFERA.  119 

GoroUarii.  —  1."  In  ogni  punto  di  una  sferra  vi  è  vnpiano 
e  uno  xolo  tangente  in  quel  punto  alla  s/era. 

2."  Due  piani  tangenti  alla  sfpva  negli  estremi  d'un 
diametro  «on  paralleli. 

304.  Diremo  che  una  sfera  è  inviluppata  dai  saoi  piani 
tangenti. 

305.  Problema.  —  Dnfa  una  sfera  e  un  punto  non  in- 
terno ad  essa,  costruire  per  questo  punto  le  rette  tangenti 
alla  sfera. 

Se  U  punto  dato  è  sulla  auperflcie  sferica,  basta  costruire 
il  piano  perpendicolare  al  raggio  che  ha  il  termine  nel  pan'o 
dato;  e  tutte  e  sole  le  rette  di  questo  piano  che  passano  pel 
punto  dato  sono  le  rette  richieste. 

Se  il  punto  dato  P  è  esterno  alla  sfera  di  centro  0  (Ùg.  121)  ei 
costruisca  un  piano  diametrale  passante  per  P,  che  taglia  la 
sfera  secondo  un  circolo  massimo,  al  qnale  si  possono  costruire 
da  P  due  tangenti  PA  e  PB  le  quali  sono  tangenti  alla  sfora.  Se 
facciamo  rotare  la  figura  intorno  alla  retta  PO,  il  circolo  consi- 
derato genera  la  sfera,  e  le  rette  PA  e  PB  essendo  AP5  = 
^  BPO  generano  una  superficie  conica,  di  cui  tutte  lo  gene- 
ratrici, conservandosi  retto  l'angolo  PAO,  sono  tangenti  alla 
sfera. 

Viceversa,  ogni  tangente  alla  superficie  sferica,  uscente  da 
P  è  generatrice  della  superficie  conica.  Difatti,  se  PA  è  una 
tangente,  il  piano  diametrale  passante  per  PA  determina  un 
circolo  massimo,  al  quale  PA  è  tangente  in  A  (g  303, 2.°),  e 
perciù  PA  è  generatrice  della  superficie  conica. 

Corollario.  —  Il  luogo  geometrici  delle  tangenti  a  una 
sfera,  uscenti  da  un  punto  esterno,  è  una  superficie  conica 
avente  per  asseta  retta  del  punto  dato  e  del  centro;  e  i 
punii  di  conlatto  forman")  un  circolo  minore,  di  cui  il  piano 
è  perpendicolare  all'asse  della  superficie  conica. 

306.  Problema.  —  Data  una  sfera  e  un  punto  non  m- 
terno  ad  essa,  costruire  i  piani  tangenti  alla  sfera. 

Se  il  punto  è  sulla  superficie  sferica,  basta  costruire  il 
piano  perpendicolare  al  raggio,  che  ha  il  suo  termine  in  quel 
punto;  in  questo  caso  si  ha  una  sola  soluzione  del  problema. 
Se  poi  il  punto  è  esterno  alla  sfera,  e  sia  P  (fig.  121)  si 
costruiscano  le  rette  tangenti  alla  sfera  uscenti  da  P,  le  quali 
(pel  problema  precedente]  formano  una  snperfioie  conica.  Per 
ogni  generatrice  si  può  costruire  un  piano  che  la  contenga. 
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e  gifr  perpendlctlare  al  raggio,  della  sfera,  che  ò  per{>6Ddico- 
lare  alla  ^Detatrica  irei   punto  di  contatto.  Questo  piano  è 
evldeatsnvote  tangente  alla  sfarà:  sicché  da  un  punto  si  pos- 
sono  costruire    ionumereToIi  piani 
*     tangenti  alla  sfera.  Viceversa  ognuno 
di  qaeeti  piani  contiene   una   delle 
rette  tangenti  alla  sfera;  perchè,  con- 
tenendo il  punto  P  a  il  punto  di  con- 
tatto, per'  ds.  A,  deve  contenere  la 
retta  FA,  che  b  tangente  alla  sfera 
in  A.  E  ne  contiene  una  sola  pei^ 
che  se  ne  contenesse  an'  altra   PB 
che  tocca   la  efera  in  B ,  il  piano 
avrebbe  due  punti  A  e  B  comuni 
^'s-  >^<-  colla  sfera  e  sarebbe  un  piano  se- 

cante. 

307.  Una  snperflcie  conica,  di  cui  le  generatrici  sono  tan- 
genti a  nna  sfera,  dicesi  eircoscrUta  alla  sfera,  e  la  sfera  ir- 
scritta  in  essa. 

308.  Un  cono  dicesi  eirconscritto  a  una  sfera  e  questa 
inicritla  in  esao,  quando  la  sua  superficie  laterale  è  circo- 
scritta alla  sfera,  e  la  sua  base  è  un  piano  tangente  alla 
sfera. 

Si  osservi  che  la  sfera  è  tangente  alla  base  nel  centro  di 
questa. 

Il  cono  dicrai  invece  inscritto  nella  sfera  e  questa  circo- 
scritta a.  quello,  quando  la  base  del  cono  è  dd  circolo  della 
superficie  sferica,  e  il  vertice  del  cono  è  un  punto  dì  questa 
superficie.  In  questo  caso  l'altezza  del  cono,  prolungata  se 
occorre,  passa  pel  centro  della  sfera. 

309.  Problema.  —  Costruire  le  rette  tangenti  a  una  sfera 
data  e  parallele  a  una  retta  data. 

Sia  0  il  centro  della  efera  data,  r  la  retta  data,  la  quale, 
possiamo  supporre,  non  passi  pel  centro  (fig.  122).  II  piano 
Or  taglia  la  sfera  secondo  un  cìrcolo  massimo,  al  quale  si  pos- 
sono costruire  due  tangenti  in  A  e  in  B  e  parallele  ad  r.  Se 
costruiamo  per  O  una  retta  CD  parallela  ad  r,  e  facciamo 
ruotare  il  circolo  massimo  intorno  a  CD,  il  circolo  genera  la 
sfera,  il  segmento  AB,  perpendicolare  a  CD,  genera  un  cir- 
colo, e  le  tangenti  costruite  generano  una  superficie  cilindrica, 
che  ha  per  asse  la  retta  CD.  Ogni  generatrice  di  questa  su- 
perficie è  tangente  alla  sfera,  perchè  perpendicolare  al  rag- 
gio, ed  è  parallela  alla  retta  data. 
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E  viceversa  ogni  rètta  langeote  alla  sfera  •  parallela  alla 
reità  data,  è  generatrice  dì  questa  superfieio  cilindrica. 

Corollario.  —  Il  luogo  geometrie»  dèlie  tangenti  9  una 
sfera,  patallele  a  una  retta  datd,  é  urta  superficie  'ciUU'  . 
drica,  che  ha  per  asse  la  parallela  alla  retta  data  costruita 
per  il  centro  della  sfera,  e  x  punti  di  aonlatto  formano  un' 


Fig.  m. 


circolo  massimo,  di  cui  il  piano  è  perpendicolare  alla 
retta  data. 

810.  Problema.  —  Data  una  sfera,  costruire  i  piani  tan- 
genti alla  sfera  e  paralleli  a  una  retta  data. 

Costruita  la  Buperficie  cilindrica  del  problema  precedente, 
1  piani  richiesti  eono  tutti  e  soli  i  piani,  ohe  contengono  una 
delle  generatrici,  e  son  perpendicolari  al  raggio  perpendico- 
lare ad  essa. 

Una  superficie  cilindrica,  di  cui  tutte  le  generatrici  son  tan- 
genti a  una  sfera,  si  dice  circoscritta  alla  afera,  e  la  sfera 
dicesi  inicrilta  in  essa.  Se  nn  cilindro  è  circoscritto  a  una 
sfera,  questa  è  tangente  alle  basi  nei  loro  centri;  e  l'altezza 
del  cilindro  è  un  diametro  della  sfera. 

Un  cilindro  dicesi  inscritto  in  una  sfera,  e  la  sfera  circo- 
scritta ad  esso,  quando  le  basi  del  cilindro  sono  due  circoli 
minori  eguali  e  paralleli. 

311.  Problema.  —  Data  una  sfera  costruire  le  rette  e  i 
piani  tangenti  alta  sfera  e  paralleli  a  un  piano   dato. 
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Sia  0  il  centro  della  afera  (fi^.  123),  «  il  pìaDO  dato.  S 
costruisca  dal  centro  la  retta  OA  perpeodicolare  al  piano  a, 
la  quale  incontra  la  sfera  ìd  dae  pnoti  B  e  C.  La  tangenti, 
in  questi  punti,  alla  sfera  sono  i  od  amere  voli,  e  sono  tutte  pa- 
rallele al  piano  a  e  costituiscono  due  piani,  tangenti  alla 
Efera  e  paralleli  ad  ».  Queste  son  le  rette  e  i  piani  che  ri- 
solvono il  problema. 


Fig.   m  Fig.   ÌU. 

313.  Problema.  —  Data  una  tfera  e  una  retta  che  non 
la  teca,  costruire  per  questa  retta  i  piani  tangenti  alla 
sfera. 

Sia  0  il  centro  della  sfera,  r   la  retta.  Se  r  è   tangente 
alla  afera,  il  piano,  che  la  contiene,  ed  6  perpendicolare  al  1 
raggio  che  è  perpendicolare  ad  r,  è  il  piano  richiesto  ed  è  | 

Se  r  non  è  tangente  alla  sfera  (flg.  124),  si  ooatrnisca  per  0  il 
piano  a  perpendicolare  ad  r  in  nn  punto  A.  Questo  piano  seca  la 
sfera  secondo  un  cìrcolo  massimo,  al  qaale  da!  punto  A,  ne- 
cessariamente esterno,  si  possono  costruire  due  tangenti  AB, 
AC.  1  piani  Br,  Gr  sono  i  piani  richiesti,  contenendo  la  retta 
r,  ed  essendo  rispettivamente  perpendicolari  ai  raggi  OB,  Ou 
e  perciò  tangenti  alta  sfera. 

Non  vi  Fono  altri  piani,  che  contengono  r  e  sìen  tangenti 
alla  sfera. 

Altri  teoremi  sulla  sfera. 

313.  Diremo  che  una  retta  è  normale  o  perpendicolare  a 
una  sfera,  quando  è  perpendicolare  al  piano  tangente  nel  punto 
di  contatto. 

GorolUrii.  —  1."  Ogni  retta,  che  contiene  il  centro  di  una 
sfera,  è  normale  alla  sfera.  I  raggi  tono  normali  alla 
sfera. 
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2*  Tulle  le  normali  alla  sfera  passano  per  il  centro. 
Analogamento  ai  teoremi  dei  §§  215-216  della  Pian,  si  di- 
mostra: 

l.*"  Dei  segmenti  che  escon  da  un  punto  ed  hanno  l'altro 
estremo  su  una  superficie  sferica,  quello  che  è  normale 
alla  sfera,  e  comprende  il  centro,  è  il  maggiore,  quello  che 
è  normale  alla  sfera,  e  non  comprende  il  centro,  è  il  minore. 
Così,  nella  flg:.  125  6  PA  <  PC  e  PB  >  PC. 
Il  segmento  minore  fra  quelli  che  escoa  da  nn  punto  ed 
hanno  l'altro  estremo  su  una  superficie  sferica,  dicesi  distanza 
del  punto  dalla  sfera. 

2.°  Dei  segmenti,  che  escon  da  wn  punto  ed  hanno  l'al- 
tro estremo  su  una  superficie  sferica,  sono  eguali  quelli  che 


hanno  questo  estremo  su  uno  slesso  circolo  della  superficie , 
determinato  su  questa  da  un  piano  perpendicolare  alla 
normale  alla  sfera,  condotta  dal  punto  comune. 

Se  0  è  il  centro  della  afera,  P  l'estremo  comuae  dei  aeg- 
menti  PA,  PB,  PC,  ■ . .  che  hanno  l'altro  estremo  sul  circolo 
di  centro  H  determinato  sulla  superficie  sferica  dal  piano  « 
perpeodicolaro  a  PO  (fig.  126),  i  triangoli  rettangoli  PHA, 

PHB. . . .  sono  eguali,  e  perciò  è  PA  =  PB  =>  PC  = 

VicoTersa,  seè  PA  ^Tb  ='pC  =  .  .  .  e  A,  B,  C  . . .  sono 

punti  delta  superficie  sferica,  costruiti  i  raggi  DA,  GB,  OC . . . 

i  triangoli  PAO,  PBO,PCO.  ..sono  uguali,  avendo!  lati  eguali, 

E  perciò,  se  in  ognuno  di  questi  triangoli  si  costruisce  l'altezza 
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corri 8poD (lente  al  Iato  comune  PO,  le  altezze  AH,  BH,  CH  . . . 
avranno  cornane  il  punto  H,  e  saranno  eguali  e  complani  i 
segmenti  AH,  BH,  CH. ...  il  olie  prova  che  i  punti  A,  B> 
G  . . .  sono  su  OD  medesimo  circolo  minore  della  sfera. 

Avendo  dimoatrato  il  teorema  diretto  e  l'inverso,  sodo  vari 
anche  i  contrari!.  Cioè,  ogni,  punto,  che  ha  nn  estremo  nel 
punto  P  e  l'altro  sulla  superficie  sferica  fuori  del  circolo  di 
centro  H,  non  6  eguale  a  PA;  e  ogni  segmento,  che  ha  un 
estremo  nel  punto  P  e  l'altro  salta  superficie  sferica  e  Don  è 
eguale  a  PA,  non  pad  aver  l'altro  estremo  sul  circolo  di  con- 
tro H. 

314.  Teorema.  —  Due  sfere  non  hanno  punti  comuni,  te 
la  diitansa  dei  centri  è  maggiori  della  tomma  dei  raggi 
o  minore  della  loro  differenza. 

Analofco  at  teorema  del  §  218  Pian.  .     .    . 

315.  Teorema.  —  Due  sfere  hanno  v,n  sol  punto  comune, 
se  la  dislanta  dei  centri  è  eguale  alla  somma  dei  raggi  o 
alla  loro  differenza. 

Analogo  al  teorema  del  §  319  Pian. 

316.  Due  sfere,  che  hanno  un  sol  punto  comune,  sì  dìCoDO 
tangenti  in  quel  punto,  elio  ohìam&sì  punto  di  contatto. 

Due  sfero  tangenti  non  si  tagliano  e  si  dice  allora  che  si 
toccano  nel  ponto  di  contatto. 

317.  Teorema  —  Due  superficie  sferiche  hanno  comuni 
tutti  e  soli  i  punti  di  un  circolo,  se  la  distanza  dei  loro 


centri  è  minare  della  somma  dei  raggi  e  maggiore  della 
loro  differema. 

Siano  le  due  sfere  di  centri  0  e  O'  (flg.  127)  tali  che  la 
distanza  00'  sia  minore  della  somma  dei  raggi  e  maggiore 
della  loro  differenza. 
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Se  coalFuiamo  un  piano  «,  che  coDlenga  i  punii  0  e  0',  esso 
taglierà  lo  due  sfere  Becondo  due  circoli  massimi,  che,  avendo 
gli  stessi  raggi  e  gli  stessi  centri  delle  sfere,  devono  avere 
due  punti  comuni  A  e  A'  (Pian.  §  221),  Se  ora  facciamo  ro- 
tare il  plano  *  intorno  alla  ratta  00',  i  circoli  massimi  ge- 
nerano le  sfere  date;  i  punti  A  e  A'  simmetrici  rispetto  a  00' 
generano  un  circolo  e,  che  è  cornane  alle  due  superficie  sfe- 
riche, e  di  cui  il  piano  è  perpendicolare  a  00',  perchè  la  retta 
AA'  ai  conserva  perpendicolare  a  00'  (Pian.  §  822). 

Le  duo  superficie  sferiche  non  hanno  altri  punti  comanì, 
oltre  quelli  del  circolo  e,  perchè,  se  ne  avessero  un  altro,  per 
esempio  B,  il  piano  BOO'  taglierebbe  le  sfere  secondo  due 
circoli  massimi,  che  avrebbero  comune  il  pnnto  B,  e  ì  dne 
pnnti  in  cui  esso  piano  taglierebbe  il  circolo  e;  ossia  ì  due 
circoli  massimi  avrebbero  tre  punti  comuni,  il  che  è  impos- 
sibile. 

318.  Teorema.  —  Fer  un  punto  data  passano  innumere- 
voli sfere. 

Ogni  altro  punto  può  esser  preso  come  centro,  e  la  distanza 
dei  dne  punti  è  il  raggio. 

319.  Teorema.  —  Per  due  punti  dati  passano  innumere- 
revoti  sfere,  e  il  luogo  dei  toro  centri  è  il  piano  perpen- 
dicolare alla  distanza  dei  due  punti  dati  nel  tuo  punto 
medio. 

Dati  due  punti  A  e  B  (Qg.  68)  e  il  piano  <t  perpendicolare 
nel  ponto  0  medio  dì  AB,  ogni  pnnto  P  del  piano  a  (§  153) 
è  equidistante  da  A  e  da  B  e  può  esser  preso  come  centro 
di  una  sfera  che  passa  per  A  e  per  B. 

Viceversa  ogni  sfera  che  passa  per  A  e  per  B  deve  avere 
il  centro  equidistante  da  A  e  da  B  e  perciò  sul  piano  a. 

320.  Teorema.  — Per  tre  punti  passa/w  innumerevoli  sfere, 
e  il  luogo  dei  loro  centri  é  la  retta  perpendicolare  al  piano 
dei  tre  punti,  nel  punto  equidistante  da  essi. 

Sieno  A,  B,  C  i  punti  dati ,  «  il  loro  piano  (flg.  59), 
Sappiamo  {§  \ÒA)  che  ogni  punto  della  retta  perpendicolare 
al  piano  «  nel  punto  O  è  equidistante  da  A,  B  e  C,  sicché 
può  esser  centro  di  una  sfera,  che  passa  pei  punti  dati.  Vi- 
ceversa ogni  sfera,  che  passa  per  i  pnnti  A,  B,  C,  devo  avere 
il  centro  equidistante  da  questi  tre  punti  e  perciò  sulla  per- 
pendicolare in  0  al  loro  piano. 

331.  È  evidente  che  ogni  sfera,  che  passa  per  i  punti  dati 
A,  B,  0,  è  tagliata  dal  loro  piano  aeoondo  il  circolo  circo- 
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scritto  al  triangolo  ABC;  e  che  vioOTarsa  ogDÌ  sfera,  che  con- 
ti«afl  qoesto  circolo,  passa  per  i  tre  puali  A,  B  e  C:  perciò: 

Per  un  circolo  pattano  innumerevoli  efere;  il  luogo  dei 
loro  centri  é  la  retta  perpendicolare  al  piano  del  circolo 
nel  suo  centro. 

Corollario.  —  Vi  sono  innumerevoli  sfere,  che  passano  per 
i  vertici  di  un  poligono  piano  regolare;  e  il  luogo  dei  loro 
centri  è  la  reità  perpendicolare  al  piano  del  poligono  net 
eentro  di  questo. 

322.  Teorema.  —  Per  quattro  punti  non  complani,  passa 
sempre  urta  sfera  e  una  sola. 

1  quattro  punii  dati  si  possono  considerare  come  i  vertici 
d'un  tetraedro,  e  noi  sappiamo  che  esìste  sempre  an  paoto 
eqaidistante  dai  quattro  vertici  (§  384)  ed  esso  sarà  centro 
delta  sfera  richiesta.  Questo  punto  essendo  unico,  c'è  UQa  sola 
sfera  che  soddiefa  al  problema.  La  sfera,  che  pas$a  per  i  ver- 
tici di  un  tetraedro,  si  dice  circoscritta  al  tetraedro,  e  questo 
inscritto  io  quella. 

323.  Teorema.  —  Per  i  vertici  d'un  parallelepipedo  retto 
passa  sempre  una  sfera  e  itna  sola. 

324.  Teorema.  —  Vi  sono  innumerevoli  sfere  tangenti  a 
un  piatto  dato  in  un  punto  dato,  e  il  luogo  dei  loro  centri 

fé  la   perpendicolare  al  piano  nel  punto 
5  dato, 

Bato  il  piaDo  «  e  su  esso  il  punto  A 
{tìg.  138),  qualunque  punto  0  della  retta  r 
perpendicolare  ad  >  in  A  si  prenda  come 
centro  e  OA  come  raggio,  il  piano  <t  ri- 
sulta perpendicolare  all'estremo  del  raggio 
I  e  perciò  tÀogente  alla  sfera.  Viceversa  ogni 

'  sfera   tangente  ad  «  in  A ,  deve  avere  il 

Vìg.  m.  suo  centro  sulla  retta  r. 

325.  Teorema,  —  Vi  sono  innumerevoli 
sfere  tangenti  a  due  piani  concorrenti,  e  il  lungo  dei  cen- 
tri è  costituito  dai  piani  bisettori  dei  loro  diedri. 

Difatti  i  piani  bisettori  sono  il  luogo  dei  punti  equidistanti 
dai  piani  dati. 

326.  Teorema.  —  Vi  sono  innumerevoli  sfere  tangenti  a 
due  piani  paralleli  e  il  luogo  dei  centri  è  il  piano  biset- 
tore  del  loro  strato. 

327.  Teorema,  —  Vi  sono  innumerevoli  sfere  tangenti  a 
tre  piani  concorrenti  in  un  punto,  e  il  luogo  dei  loro  centri 
é  costituito  da  quattro  rette,  che  postano  pel  puHto  e 
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1  tre  piani  dati  aoaa  ì  piani  delle  facce  d'ao  triedro  ;  e  noi 
sappiamo  (§  213)  c)ie  esistono  ionumerevoli  punii  equidistanti 
dai  piani  delle  facce  d'an  triedro,  e  il  loro  lao^o  è  costituito 
da  quattro  rette,  clie  passano  pei  vertici  del  triedro. 

Se  di  tre  piani  dati,  due  son  paralleli,  vi  son  due  sole  sfere 
tangenti  ai  tre  piani.  Se  tutti  e  tre  son  paralleli,  non  vi  ò 
nessuna  afera  tangente  a  tutti  e  tre. 

328.  Teorema.  —  Vi  sono  innumerevoli  sfere  tangenti  a 
tre  piani  concorrenti  in  rette  parallele,  e  il  luogo  dei  loro 
centri  è  costituito  da  quattro  rette  ad  este  parallele. 

329.  Teorema.  —  Vi  tono  otto  afere  tangenti  a  quattro 
piani  concorrenti  a  tre  a  tre. 

I  piani  dati  possono  essere  piani  d'un  tetraedro:  e  noi  sap- 
piamo che  ri  sono  otto  punti  eqaidistanti  da  essi  (§.  385). 

Oppure  uno  di  essi  incontra  gli  altri  tre,  i  quali  si  tagliano 
in  tre  retl«  parallele:  e  io  questo  ca^o  pure  le  afere  sono 
otto;  dae  interne  alla  superficie  prismatica  determinata  dai 
piani  concorrenti  nelle  rette  parallele  e  sei  esterne  ad  es^a. 

Si  potrebbe  anche  considerare  il  caso  che  dae  di  quattro 
piani  dati  fossero  paralleli.  Sa  poi  tutti  quattro  o  anche  tra 
sono  paralleli,  oppure  tutti  e  quattro  o  tre  soli  fan  parte  di 
un  medesimo  fascio ,  non  vi  è  nessuna 
sfera  tangente  a  tutti  e  quattro  i  piani 
dati. 

330.  Teorema.  —    Vi   è  sempre  una 
sfera,  e  una  sola,  tangente  alle  facce 
d'un  poliedro  regolare  :  vi  é  sempre  una    , 
sfera,  e  una  sola,  che  passa  per  i  ver- 
tici di  un  poliedro  regolare. 

Sieno  ABCDE,  EDFGH ,  HGLMN  tre 
facce  consecutive  di  un  poliedro  regolare 
(flg.  129).  Eise  sono  polìgoni  regolari,  e 
B0  ne  consideriamo  una,  per  es.  ABCDE, 
eappiamo  (§  59,  Cor.)  che  il  luogo  geome- 
trico dei  punti  equidistanti  dai  suoi  vertici 
é  la  perpendicolare  al  piano  del  poligono 
nel  centro  0  de)  pohgono  stesso.  Cosi  pure  il  luogo  geometrico 
dei  punti  equidistanti  dai  vertici  del  poligono  EDFGH  è  1» 
perpendicolare  al  piano  di  questo  poligono  nel  suo  centro  0'. 
Queste  perpendicolari  in  0  e  0'  sono  rette  eoncorrenli  in  un 
punto  S,  perchè,  se  da  0  e  da  0'  costruiamo  gli  apotemi  dei  due 
poligoni  sul  lato  comune  DE,  questi  apotemi  incontrano  il  lato 


rig.  129., 
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DE  nello  stesso  ponto  K,  e  perciò  indiTÌduano  do  piano,  chi 
é  perpendicolare  a  DB,  e  contiene  le  retto  OS,  O'S;  le  quali 
essendo  compiano  e  non  essendo  parallele,  perchè  il  diedn 
DE  non  è  piatto,  aon  concorrenti  in  un  punto  S.  Se  costruiamc 
SK  i  doe  triangoli  SKO,  SKO'  rettangoli,  arendo  comune  l'ìpo' 
tennsa  SK  e  eguali  i  cateti  OK,  O'K  sono  eguali,  ed  è  perei* 
SO  ^  SO'  ossia  S  à  equidistante  dalle  due  faooe  considerate 

Di  più  à  OK^  ^  SKO^  ossia  KS  è  la  bisettrice  della  se 
zione  normale  del  diedro  DE,  e  percid  si  trora  nel  piano  bi 
settore  di  questo  diedro. 

Se  ora  costruiamo  SO'  distanza  del  punto  S  dal  centro  delh 
terza  faccia  HGLMN.  e  da  0'  e  0'  gli  apotemì  &P,  O^ 
al  lato  comune  di  questa  faccia  con  la  precedente,  e  si  costrnisct 
SP,  si  ha  intanto  ohe  i  dne  triangoli  rettangoli  ESO',  O'SF 
sono  eguali,  arenilo  oomnne  il  lato  S(y  e  essendo  KO'  =  Ò't 
e  perciò  è  ^kS  =  ^P§.  E  siccome  è  (S'kàJ  =  CPPO*  esseadt 
0^  =•  -  Ó^,  è  pupe  0^=  -  O'TO',  sicché  è  ^''p§  =- 

^=  SPO' .  E  i  due  triangoli  O'PS,  SPO',  avendo  eguale  un  an- 
golo, il  lato  SP  comune  si  lati  O'P,  O'P  egnali  sono  egaali 
sicché  o  retto  l'angolo  SO'P  e  la  retta  SO'  essendo  nel  piane 
OPO*  perpendicolare  alla  faccia  HGLMN  (§  34)  è  perpendi- 
colare a  questa  faccia,  di  più  à  SO'  =>  SO',  cioè  il  punto  £ 
è  equidistante  dai  piani  delie  tre  facce  considerata,  e  nelle 
stesso  tempo  è  equidistante,  dai  loro  vertisi. 

Ripetendo  lo  stesso  ragionamento  per  tutte  le  altre  facce, 
si  dimostra  che  il  punto  S  è  eqnidistante  da  tutte  le  facce 
del  poliedro,  ed  è  perciò  centro  di  una  sfera  tangente  a  tutte 
le  facce  del  poliedro  nei  loro  centri.  Inoltre  il  puuto  S  d  equi- 
distante da  tutti  i  Tertici  del  poliedro,  e  perciò  è  centro  di 
una  afera,  che  passa  per  questi  vertici. 

La  sfera  tangente  alle  facce  dei  poliedro  dicesì  ittMCritta 
nel  poliedro,  e  questo  circoscritto  a  quellar  la  sfera  che  passa 
pei  vertici  diceai  circoscritta  al  poliedro,  e  questo  inscritto  in 
quella.  Il  raggio  della  ìfera  inscritta  dicesi  apotema  del  poliedro; 
il  raggio  della  sfera  circoscritta  dicesl  raggio  del  poliedro. 
Il  centro  comune  delle  due  sfere  dicesi  centro  del  poliedro. 

E  facile  vedere  che  c'è  nna  sola  sfera  inscritta  e  una  sola 
sfera  cirooaoritta  a  un  poliedro  regolare. 


D,™-,7Pril>,G0l)'^le 


RETTE  E   PIANI 


E   TAUOENTI. 


Superficie  cilìndriche. 

RarrE  e  piani  secanti  e  tangenti. 


331.   Teorema.  —  Se  la  dùtanza  di  un  piano  parallelo 
all'asse  di  una  superficie  cilindrica  da  quest'asse  é  maggiore 
del  raggio,  il  piano  e  la  super/i' 
eie    cilindrica   non   hanno   punti 


Kt^ 


Se  «  è  il  piaDo  parallelo  all'asse  a 

dalla  superGcie  ciliadrica,  e  CÀ  é  la 

distanza  della  retta  a  dal  piano  a, 

essendo  CA.,  per  ipotesi,  maggiore 

del  raggio  (fig.  130)  il  punto  A.  è 

esterno  al  cilindro,  e  siccome  ogni 

altro  punto  B  ha  dall'asse  distanza 

eguale  o  maggiore  di  Gk  (§  133), 

ogni   altro   ponto  del   piano  a   ò  ng-  i™. 

esterno  alla  saperflcie. 

333.  Taorema.  —  Se  la  distanza  di  un  piano  parallelo 

all'asse  di  una  superficie  cilindrica  da  quest'asse  è  eguale 
al  raggio ,  il  piano  e  la  superficie  cilìndrica 
hanno  comuni  lultii  punti  di  una  generatrice 
e  quelli  soli. 

Se  a  è  l'aaae  d'una  snperll'iio  cilindrica  (Sg.  131) 
o  «  un  piano  parallelo  all'aaae  a  una  distanza 
eguale  al  raggio,  si  costruisca  da  a  il  piano 
y  perpendicolare  ad  a,  e  sia  b  l'intersezione  dei 
piani  at  e  y.  Tutti  i  punti  della  retta  b,  e  quelli 
soli,  hanno  distanza  dall'asse  eguale  al  raggio, 
e  perciò  sono  sulla  auperScie  cilìndrica,  e  pre- 
cisamente su  una  generatrice  di  questa  (g  114).  ' 
Ogni  altro  punto  di  «  fuori  della  retta  b  ha 
distanza  dall'asse  maggiore  del  raggio,  e  perciò 
è  esterno  alla  superScie. 
333.  Un  piano  dicesì  tangente  alla  superEcia  cilìndrica,  se 

ba  comuni  con   essa  tutti  e  soli  i  punti  di  una  generatrice, 

che  dicesi  generatrice  di  contatto-. 
Si  vede  facilmente  che: 
Teorema.  —  Se  un  piano  è  tangente  a  una  superficie  d- 

NiNNEi.  —  Slermmetria.  V 
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lindrica,  etso  è  perpendicolare  al  piano  individualo  dall'atte 
e  dalla  generatrice  di  contatto,  ed  é  parallelo  all'asse. 

334.  Teorema.  —  Se  la  disfama  di  un  piano  parallelo 
all'atte  di  una  tuperficie  cilindrica  da  quest'atte  è  minore 
del  raggio,  il  pinna  e  la  tuperficie  hanno  comuni  tutti  i 
punti  di  due  generatrici  e  quelli  soli. 

Sia  (Qg.  132)  ta  superScie  cilindrica,  di  cni  l'esse  è  a,  e  x 
un  piano  parallelo,  di  cui  la  distanza  da  {i  è  minore  del  raggio. 
Costruisco  no  piano  perpendicolare  all'asse, 
che  taglia  la  superficie  secondo  un  circolo 
di  centro  O,  e  il  piano  a  secondo  una  retta 
AB.  Questa  retta,  avendo  dal  centro  O  di- 
stanza minore  del  raggio,  ha  due  punti,  A 
e  B,  comuni  col  circolo  e:  e  questi  puoli 
sono  comuni  alla  superficie  cilindrica  e  al 
piflDO  secante.  Ma  le  generatrici,  che  passano 
per  A  e  B,  essendo  parallele  all'asse,  devono 
giacere  nel  piano  a,  che  è  pura  parallelo 
all'asse  e  col  quale  ognuna  di  esse  ha  comuDe 
un  punto.  Dunque  la  superficie  e  il  piano 
secante  hanno  comuni  due  generatrici. 

Non  possono  avere  nessun  altro  punto  co- 
oiune.perchè  se  lo  avessero,  e  fosse,  ad  esem- 
pio, H,  costruendo  per  questo  punto  la  ee- 
l'ig.  132.  zioiie  normale,  questa,  e  perciò  la  superficie, 

avrebbe  oltre  il  punto  H,  altri  due  punti 
comuni  col  piano  2,  ossia  un  circolo  avrebbe  tre  punti  cc- 
niuni  con  un  piano  senza  giacervi,  il  che  è  impossibile. 

Corollario.  —  /  teoremi  inversi  dei  teoremi  precedenti 
sono  veri, 

335.  Analogamente  ai  precedenti  ai  dimostra  pure  il  seguente  : 
Teorema.  —  Se  una  retta  è  parallela  all'asse,    està    è 

esterna  o  interna  alla  superficie  cilindrica  0  ne  é  una  ge- 
neratrice, secondo  che  la  sua  distanza  dalVaste  è  maggiore, 
minore  o  eguale  al  raggio. 

336.  Se  poi  è  data  una  superficie  cilindrica,  di  cni  l'asse 
è  a,  e  una  retta  r  non  parallela  all'asse,  si  costruisca  per  questa 
retta  un  piano  a  parallelo  all'asse  (g  72).  La  distanza  di  questo 
piano  dall'asse  è  eguale  alla  distanza  della  retta  data  dall'asse, 
e  perciò  oli  piano  non  avrà  punti  comuni  colla  superficie,  o  quelli 
di  una  generatrice  o  quelli  di  due  generatrici,  secondo  che 
la  distanza  data   È  maggiore,  eguale  o  minore   del  raggio. 
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Nel  primo  caso  la  retta  non  ha  punti  comoDi  colla  snperdci^; 
Del  secondo  caso  ha  un  sol  punto  comune,  quello  in  cui  esEa 
incontra  la  generatrice  di  contatto  del  piano  k  colla  superficie 
(e  deve  incontrarla,  altrimenti,  essendo  parallela  a  nna  gene- 
ratrice, sarebbe  parallela  all'asse,  contro  l'ìpoteEÌ):  nel  terzo 
caso  la  retta  ha  due  punti  comuni  colla  superficie,  i  punti  in 
cai  essa  incontra  le  due  generatrici  comuni  alla  superficie  ed 
al  piano  a. 

337.  Quando  una  retta  non  parallela  all'asse  di  una  super- 
ficie cilindrica  ha  un  punto,  e  un  Bolo,  comune  colla  superficie, 
si  dice  che  la  retta  ò  tangente  alla  superficie,  e  il  punto  co- 
mune dicesi  punto  di  contatto. 

Tutte  le  rette  di  nn  piano  tangente  alla  superficie  cilindrica 
non  parallele  alla  generatrice  di  contatto  e  perciò  non  paral- 
lele all'asse,  sono  tangenti  alla  superficie  in  un  punto  di  quella 
generatrice. 

338.  Teorema.  —  Ogni  retta  tangente  alla  superficie  ci- 
lindrica É  perpendicolare  al  raggio  della  superficie,  che  ha 
il  suo  estremo  nel  punto  di  contatto. 

Ed  è  vero  il  teorema  inverso: 

339.  Teorema.  —  Ogni  retta  perpendicolare  all'estremo 
di  un  raggio  della  superfìcie  cilindrica  é  tangente  alla  su- 
perficie, se  non  è  la  generatrice. 

Sicché  : 

In  un  punto  della  superfìcie  cilindrica  vi  sono  innume- 
revoli tane/enti,  le  quali  san  tutte  contenute  sul  piano  tan- 
gente alfa  superfìcie  lungo  la  generatrice,  che  passa  pel 
punto  dato. 

340.  Problema.  —  Per 
un  punto  dato  costruire 
I  piani  tangenti  a  una 
superficie  cilindrica  data. 

He  il  punto  dato  A  è 
sulla  superficie,  si  costrui- 
sca pel  punto  A  la  sezione 
normale  della  superficie  e 
la  sua  tangente  in  quel 
punto.  Il  piano  di  questa 
tangente  e  della  genera- 
trice uscente  da  A  è  il 
piano  richiesto  (§  339),   Il  problema  ha  una  sola  soluzione. 

Se  il  punto  A  è  esterno  alla  superficie  (fig.  133),  sì  costruisca 
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da  A  no  piano  >  perpendicolare  all'anse  di  questa,  e  dallo  stesso 
punto  Alle  tangenti  ni,  n  alla  sezione  Dormale  ottenuta  e  una 
parallela  a  alle  generatrici,  che  risulta  perpendicolare  al  piano  a. 

I  piani  am,  an  sono  i  piani  richiesti,  e  non  ve  ne  sono  altr. 

II  problema  ha  dunque  due  soluzioni. 
Cosi  si  risolve  anche  il   problema: 

Per  una  retta  parallefa  all'asse  costruire  ipiani  tangenti 
ad  una  superficie  cilindrica  data. 

Corollario.  —  Per  ogni  generatrice  di  una  superficie  ci- 
lindrica passa  vn  piano  tangente  e  uno  solo. 

341.  Si  dice  che  la  auperfice  cilindrica  è  inviluppata  dai 
suoi  piani  tangenti. 

342.  Problema.  —  Per  un  punto  dato  costruire  le  rette 
tangenti  a  una  superflce  cilindrica  data. 

Ss  il  punto  dato  A  è  sulla  superficie,  si  costruiscali  piano  a 
tangente  a  questa  in  A.  Tutte  te  rette  del  piano  a,  che  passano 
per  A,  sono  tangenti  alla  superficie  e  non  ve  ne  sono  altre. 
So  il  punto  A  è  esterno  alia  suparflcie,  ai  costruiscano  per 
A  i  dne  piani  tangenti  a  questa,  e  tutte  Io  loro  rette  uscenti 
da  A,  eccetto  la  retta  a  (fig,  133),  sono  tangenti  alla  superfi- 
cie e  n"n  ve  ne  sono  altre. 

313.  Teorema.  —  Per  una  retta  passano  innumereroli  su- 
perficie cilindriche,  di  cui  quella  retta  è  generatrice. 

Qualunque  altra  retta  dello  spailo  ad  essa  parallela  può 
esser  presa  come  asse,  e  la  loro  distanza  come  raggio. 

344.  Teorema.  —  Per  due  rette  parallele  passano  innu- 
merevoli superficie  cilindri- 
che, e  il  luogo  dei  loro  assi 
è  il  piano  perpendicolare  alla 
toro  striscia  nella  bisettrice 
di  questa  (§  157). 
""  945.  Teorema.  —  Per  tre 
•ette  parallele  non  corr.plane 
passa  sempre  una  superficie 
cilindrica  e  una  sola. 

346.  Teorema.  —  Per  gli 
spigoli  di  una  superfìcie  pri- 
smatica, di   cui  la  sezione 
normale  sia  un  poligono  in- 
''"'■  '■'^'  serittibile  in  un  circolo,  pas- 

sa sempre  una  superfìcie  cilindrica  ed  una  sola. 
Sìa  ABCDE  (fig.  134),  sezione  normale   di  una  superficia 
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prismatica,  un  poligoDo  imscrtUibile.  Se  costraiamo  il  circolo 
circoscritto,  esso  è  eeziooo  normale  di  una  superflcia  ciliadrjca, 
della  quale  sodo  generatrici  gli  spigoli  dalla  superficie  pri- 
smatica. 

Una  saperficie  cilÌDdrica,  che  passa  per  gli  spigoli  di  una 
superficie  prismatica,  si  dice  circoscritta  a  qnesla;e  quelita 
inscritta  nella  superQcie  cilindrice. 

Se  le  basi  d' un  cilindro  sono  circoli  circoscritti  alle  basi 
di  un  prisma  e  gli  spigoli  laterali  di  questo  sono  tutti  aullu 
superficie  laterale  del  cilindro,  questo  dicesi  circoscritto  al 
prisma,  e  il  prisma  inscritto  net  cilindro. 

Corollarii.  —  1."  Una  superficie  prismatica  intcritla  in  una 
auper/iuie  cilindrica  haper  sezione  normale  unpoliffono  in- 
scrittibile in  un  circo/o. 

i"."*  Una  superfìcie  prismatica  triangolare  è  sempre  in- 
scrittibile in  una  superficie  cilìndrica. 

'ó."  Una  superficie  prismatica,  di  cui  la  sezione  è  un  pò 
ligono  regolare,  è  sempre  inscrittibile  in  una  superficie  ci- 
lindrica. 

4."  Un  prisma  equilatero  è  sempre  inscrittibile  in  un 
cilindro.  Le  sue  basi  suoo  polìgoni  inscritti  nelle  basi  del  ci- 
lindro. 

347.  Teorema.  —  Dato  un  piano,  vi  sono  innumerevoli  su- 
perficie cilindriche  tangenti  a  quel  piano  in  una  delle  sue 
rette,  e  ì  luro  assi  sono  tutti  sul  piano 
perpendicolare  al  piano  dato  nella 
retta  data. 

Ddta  la  retta  a  in  Dnpianoa(fìg.  135), 
se  si  costruisce  11  piano  p  perpeudicc-  . 
lara  ad  a  nella  retta  a,  ogni  retta  b 
parallela  ad  a  nel  piano  jS  è  asse  d'una        \      ~  \ 

superflcio  citindrica  tangente  ad  «  e  — ; — — 

avente  per  raggio  la  larghezza   della  '''^  '^' 

striscia  ad.  Viceversa  l'asse  di  una  superfìoie  cilindrica  tan- 
gente ad  3  in  a  deve  easere  certamente  sul  piano  p 

318.  Teorema.  —  Dati  due  piani  concorrenti,  esistono  in- 
numerecoli  superficie  cilindriche  tangenti  ai  due  piani,  e  i 
loro  assi  sono  lutti  sui  piani  bisetfori  dei  loro  diedri  (§  IGO). 
349,  Teorema.  —  Dati  due  piani  paralleli,  esistono  in- 
numerevoli superficie  cilindriche  tangenti  ai  due  piani,  f  il 
luogo  dei  loro  assi  è  il  piano  biseltore  del  loro  strato  {§  ]6I). 
3ó0.  Teorema.  —  Se  la  sezione  normale  di  una  superfi- 
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eie  prismatica  è  vn  poligono  circoserittihile  in  un  circolo,  eti- 
sie una  e  una  sola  superficie  cilindrica  tangente  alle  faocie 

della  superficie. 

La  B«zJODQ  normaid  ABCDE  della  saperScieprismatics   data 
{Rg.  138)  sia  per  ipotesi  uo  poligono  circoaarittibile  in  un  cir- 
colo, dal  quale  Oeia  il  centro;  e  bìsqo  M,N,P,Q,R  i  punti  dìcon- 
talto.  Sa  si  costraiscd  usa  superficie  cilÌDdrica, 
di  cui  la  sezione  normale   è  il  circolo  di  con* 
tro  0,  questa  avrà  comuni   colla   facce    della 
«Qperficìe  prismaticaie  greneratricì,  che  passano 
pei  punti  M,N,P,Q,R,  e  ne^sna'altra:  perciò  d 
I   tangente  alle  facce  della  saperflcie  prismatica, 
ed  è  evidentemeuto  unica.  L'asse  della  superficìfl 
cilindrica  è  parallelo  agli  spìgoli  della  snpard- 
cie  prismatica.  Il  raggio  è  eguale  all'apotaina 
della  sezione. 

351.  La  Buperfloia  prismatica,  di  cui  le  facce 
Bono  tangenti  a  una  superficie  cilindrica,  si  dice 
circoscritta  a  questa;  e  questa  inscritta  in  quella. 

Se  la  basi  d'au  oiliudro  sono  circoli  inscritti  nelle  basi  di  i 
un  prisma,  e  le  facce  laterali  di  questo  sono  tangenti  olla  sa-  i 
perflcie  laterale  del  cilindro,  questo  si  dice  insaritto  aéì  pri-  ' 
ama  e  il  prisma  circoscritto  al  cilindro, 

GorolUrìi.  —  1.°  Se  una  superficie  prismatica  è  circo- 
scritta a  una  superficie  cilindrica,  la  sua  sezione  normale 
è  un  poligono  circoscritti  bile  ad  un  circolo. 

2.°  Se  una  superficie  prismatica  ha  per  sezione  un 
poligono  regolare,  essa  è  circoserittihile  ad  una  superficie  ci- 
lindrica, di  cui  il  raggio  è  eguale  all' apotema  della  sezione. 
3.°  /  piani  biseltori  dei  diedri  di  una  superficie  prisma- 
tica circoscrittibile  a  una  superficie  cilindrica  hanno  co- 
mune una  retta,  che  è  l'asse  della  superficie  cilindrica. 

4."  Un  prisma  equilatero  può  sempre  circoscriverai  ad  un 
cilindro.  Le  sue  basi  sono  poligoni  circoscritti  alle  basi  del 
cilindro  (1). 


F)g.  13*. 
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Snperfleie  coniche. 

Rettb  e  piani  secanti  e  Tangenti. 

352.  Teorema.  —  Se  un  piano,  che  passa  pel  vertice   di 
una  superfìcie  fonica,  fO'tna  coW asse  di  questa  un  angolo 
maggiore  dell'angolo  della  superfi- 
cie, il  piano  e  la  superficie  conica 
non  hanjto,  oltre   ti  vertice,  altri 
punti  comuni. 

Si&  >  QD  piano,  che  passa  pel 
vertice  V  di  ona  aupertìcìe  conica 
(flg.  137),  e  sia  'VA  la  proiezione 
dell'asse  della  enperficie  sa  questo 
piano.  L'angolo  OVA  è  l'anelo  del 
piano  «  coll'assa,  e  sia  per  ipotesi 
OVA  maggiore  dell'angolo  della  su- 
perficie. La  retta  VA  è  necessaria-  ; 
mente  esterna  alla  superficie  conica  p^g  iin. 
(§  125)  e  siccome,  dato  sul  piano  a  un 

qualunque  altro  punto  B,  è  sempre 
(§  150) "O^B  >  OVA.  l'angolo  6vg 
è  maggiore  dell'angolo  della  super- 
ficie e  perciò  ogni  altra  retta  VB  del 
piano  è  esterna  alla  superficie  e  il 
piano  non  ha  comune  con  questa  cbe 
il  vertice  V. 

353.  Teorema.  —  Se  un  piano,  che 
passa  pel  vertice  di  una  superficie 
conica  forma  coll'aise  di  questa  un 
angolo  eguale  all'angolo  della  sit- 
perficie,  il  piano  e  la  superficie  han- 
no comune  tutti  i  punti  di  una  ge- 
neratrice e  quelli  soli. 


egm^nti  MP.  MK' 


qailnnqne  M  dalli 
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356.  Teorema. 
ina  superficie  conica  forni 


Se  VA  è  la  proiezioae  dell'asse  VO  sul  piano  «  (fig.  138), 
ed  è  l'angolo  OVA  eguale  all'angolo  della  superfìcLe,  è  VA 
aoa  generatrice  della  superficie,  sicché  egsa  ò  una  retta  co- 
mune alla  Bsperflcts  e  al  piano.  Ogni  altro  punto  B  del  piano  « 
è  esterDo  alla  superficie,  perchè,  costruendo  VB,  si  ha  UVB> 
>  UVA,  ossia  UVB  è  maggiore  dell'augolo  della  superficie. 

354.  Un  piano,  che  ha  comuni  con  una  superficie  conica 
tutti  e  soli  i  ponti  di  una  generatrice,  dicesi  tangente  alla 
superficie  conica  in  quella  retta,  che  chiamasi  generatrice  di 
contatto. 

355,  Si  vede  facilmeute  (§  IcO)  che: 

Teorema.  —  Vn  piano  tangente  a  una  superficie  conica 
è  perpendicolare  al  piano  individuato  dall'anse  e  dalla  ge- 
neratrice di  contatto. 

n  piano,  che  paisà  pel  vertice  di 
I  colCaase  di  questa  un  angolo 
minore  dell'angolo  della  super- 
ficie,  il  piano  e  la  superficie 
/tanno  comuni  tutti  i  punii  di 
due  generatrici  e  quelli  soli- 

Sia  VO  l'asse  d'una  Buperdcie 
conica  (Hg.  139),  s  il  piano,  che 
passa  pel  vertice  V  e  che  forma 
coU'asse  VO  un  angolo  AVO  mi- 
nore dell'angolo  della  superficie. 
-  Costruiamo  una  sezione  normale 
'  dalla  soperficie  considerata,  di  coi 
il  centro.  Il  piano  di  questa 
sezione  incontri  il  piano  «  in  una 
retta  r.  Se  costruiamo  la  proie- 
zione VA  dell'asse  sul  piano  «  e 
la  generatrice  VB  contenuta  nel 
piano  OVA,  il  quale  è  perpendi- 
colare alla  retta,  *•  che  incontra  nel  punto  A,  si  ha  per  ipotesi 
ÓVA  <  OVE,  e  perciò  è  0A'<  ÓbT  E  siccome  OA  è  la  di- 
stanza della  retta  r  dal  centro  del  circolo  O,  e  questa  distanza 
e  minore  del  raggio,  vuol  dire  che  la  retta  r  ha  due  punti 
comnni  coi  circolo,  e  siano  C  e  D.  Allora  le  generatrici  VC 
e  VD,  avendo  ognuna  due  punti  comuni  col  piano  a,  giacciono 
in  questo,  sicché  ìl  piano  e  la  superficie  conica  hanno  comnai 
tutti  i  pnnti  di  dne  generatrici. 
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E  noD  ne  hanno  altri,  perchè  b6  un  altro  pnnto  H,  faori 
delle  due  generatrici  VA,  VB,  fosse  nel  piano  «,  costrnendo 
la  sezione  normale  pel  ponto  H,  es^  avrebbe  comuni  colla 
intersezione  r'  del  suo  piano  col  piano  a,  il  punto  H  e  altri 
due  punti  sulle  geneFatrici  VA.,  VB,  ossia  un  circolo  avrebbe 
tre  punti  comuni  con  una  retta,  il  elio  è  impossibile. 

Corollario.  —  Ancbe  i  teoremi  inversi  dei  precedenti  sono  veri. 

'<ì5'7.  Se  si  ba  una  retta,  che  passa  pel  vertice  di  una  sa- 
per6cie  conica,  essa  è  estorna  alla  superficie,  so  forma  coH'asse 
un  angolo  maggiore  dell'angolo  della  superficie:  o  uoa  gene- 
ratrice, se  forma  coli' asse  un  angolo  eguale  all'angolo  della 
superficie,  è  interna  alla  superficie  se  forma  coli'  asse  un  an- 
golo minore  dell'angolo  della  superficie. 

Se  poi  la  retta  data  non  passa  pel  vertice,  si  può  sempre 
costruire  un  piano,  che  passi  pel  vertice,  e  la  contenga.  Qaesto 
piano  pn6  essere  esterno  alla  superficie  (§  353),  e  allora  la  retta 
6  pure  esterna  alla  superficie  ;  può  essere  tangente  alla  su- 
perfide  (§  353),  e  allora  la  retta  ha  un  punto  comune  colla  su- 
perficie, de  uon  è  parallela  alla  generatrice  di  contatto  ;  può 
infine  il  piano  incontrar  la  superficie  indue  generatrici  (g  336), 
e  allora  la  rotta  ha  due  punti  comuni  colla  soperflcio,  se 
non  è  parallela  a  nessuna  delle  due  generatrici. 

Quando  la  retta  ha  qq  sol  punto  comune  colla  superficie 
conica,  sì  dice  tangente  alla  superficie  in  quel  punto,  che  si 
chiama  punto  di  contatto. 

Ogni  retta  di  un  piano  tangente,  che  non  sia  parallela  alla 
generatrice  di  contatto,  incontra  questa  In  au  punto,  e  perciò 
ha  comune  colla  superficie  conica  nn  punto  e  uno  solo,  ossia 
è  tangente  alla  superficie, 

358.  Teorema.  —  Data  una  tangente  a  una  superficie  co- 
nica, se  nelpunta  di  contatto  si  costruisce  la  perpendico- 
lare alla  generatrice,  che  passaper  quel  punto  ed  é  contenuta 
nel  piano  delta  generatrice  e  dell'asse,  questa  perpendicolare 
é  pure  perpendicolare  alla  tangente. 

E  vero  pure  il  teorema  inverso: 

359.  Teorema.  —  Se  da  un  punto  deWasse  di  una  super- 
ficie conica  si  costruisce  un  segmento  perpendicolare  a  una 
generatrice,  ogni  perpendicolare  all'estremo  di  tale  segmento 
è  tangente  alla  superficie  conica. 

Sicché  J 

Teorema.  —  In  un  punto  di  una  superficie  conica  vi 
sono  innumerevoli   tangenti,  le  quali  son  tutte  contenute 
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nel  piano  tangente  alla  superficie  lungo  la  generatrice,  che 
pana  pel  punto  dato. 

360.  Problema.  —  Per  un  punto  dato  costruire  i  piam 
tangenti  a  una  superficie  conica  data.  \ 

Se  il  punto  dato  A  è  sulla  superficie  coDÌca  V,  basta  costruire  ' 
La  geoeratrice  VA  (fig.  140)  eia  tangentea  nel  punto  A  alla 
sezione  normale  della  Buperficie  eostraita  per  il  pnnto  stesso. 

Il  piano  delle  rette  a  e  VA  è  il  piano  ricbiesto.  Il  problemi 
ha  una  sola  soluzione. 


Se  il  panto  dato  A  è  esterno  alla  saperdcìe  V,  si  costruisca 
(fig.  HI)  pel  ponto  A  il  piano  perpeodicolare  all'asse,  che  de- 
termina sulta  superficie  una  sezione  normale,  e  a  questa,  dal 
punto  A  si  costruiscano  le  tangenti  AB,  AC.  I  due  pian!,  eha 
contengono  il  pnnto  Y  e  le  rette  AB,  AC,  e  che  perciò  hanno 
comune  la  retta  VA  sono  i  piani  richiesti. 

E  non  ve  ne  sono  altri,  perchè  ogni  piano  tangente,  dovendo 
contenere  una  generatrice,  deve  contenere  il  pnnto  V  ;  e,  con- 
tenendo il  punto  A,  deve  contenere  la  retta  VA  e  ana  delle 
rette  AB  o  AC.  Sicché  il  problema  in  questo  caso  ha  dae 
soluzioni. 

È  risoluto  cosi  anche  il  problema: 

Per  una  retta,  che  contiene  il  vertice  dì  una  tuper/icie 
conica,  costruire  i  piani  tangenti  alla  superficie. 

361.  Per  ogni  generatrice  passa  un  piano  o  uno  solo  tan- 
gente alla  superficie  conica:  diremo  che  la  superficie  conica 
È  inviluppata  dai  fuoi  piani  tangenti. 

362.  Problema.  —  Per  un  punto  dato  costruire  una  retta 
tangente  a  una  superfìcie  conica. 

Sa  il  punto  dato  A  è  sulla  superficie,  si  costruisca  in  questo 
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pnDto  il  piano  tangente;  e  tutte  e  sole  le  rette  di  questo  piano 
uscenti  da  A,  eono  tangenti  alla  superficie  nel  punto  date  Vi 
SOD  dunque  innumerevoli  soluzioni  del  problema. 

Se  il  punto  dato  A  è  esterno,  si  contruiscano  per  questo 
punto  i  piani  tangenti  alia  superfioie.  Tutte  e  sole  le  rette 
uscenti  da  A  e  contenute  in  questi  piani  saoo  tangenti  alla 
superficie.  Vi  aon  dunque  innumerevoli  solnzioni  dal  problema. 

363.  Teorema.  —  Per  una  retta  dello  spazio  passano 
innumerevoli  superficie  coniche. 

Qualunque  retta  concorrente  con  essa  pud  esser  press  come 
asse;  e  il  loro  angolo  è  l'angolo  della  superficie. 

364.  Teorema.  —  Per  due  rette  concorrenti  passano  in- 
numerevoli superficie  coniche;  e  i  loro  assi  sono  tutti  sui 
piani  perpendicolari  al  piano  delle  rette  nelle  bisettrici 
dei  loro  angoli.  Vedi  §  156. 

365.  Teorema.  —  Per  tre  raggi  concorrenti  e  non  com- 
plani passa  sempre  una  superficie  conica. 

Difatti  i  raggi  dati  sono  gli  spigoli  d'un  triedro:  e  se 
si  costruiscono  ì  piani  )ierpendicolari  a  due  facce  nelle  loro 
bisettrici,  questi  piani  hanno  comune  una  rette,  che  fa  an- 
goli eguali  coi  tre  spigoli.  Perciò  può  esser  presa  come  asse 
di  una  superficie  conica,  che  ha  per  angolo  l'angolo  dell'asse 
eoo  uno  spigolo  del  triedro.  Evidentemente  questa  superficie 
ò  unica. 

366.  Teorema.  —  Per  gli  spigoli  dell' avgoloide  di  una 
piramide    equilatera    passa    sempre    una 

superficie  conica  e  una  sola.  v 

Sia  V^aBCDE  t'angoloide  di  una  pira- 
mide equilatera  (figura  142),  e  sia  0  U  cen- 
tro della  base  ABCDE.  Se  costruiamo  VO 
per  l'eguaglianza  dai  triangoli  rettangoli 
VOA,  VOB,  VOC  ...  è  AVO  =  BVO  =- 
CVÒ^=.,.  ossia  VO  è  l'asse  di  una  su- 
perficie conica,  che  passa  pop  gli  spigoli  VA,  Kig.  uì. 
VB,  ve  . . .  dell'angoloide. 

Questa  suptrficie  6  unica,  perchè  solo  la  retta  VO  fa  an- 
goli eguali  con  gli  spigoli. 

367.  Se  una, superficie  conica  passa  per  gli  spigoli  di  un 
angoloidc,  sì  dice  che  l'angoloide  ò  inscritto  nella  snperficie, 
e  questa  è  circoscritta  a  quella. 

Se  la  base  di  una  piramide  è  inscritta   nella   base  di  un 
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cono,  e  il  Tortioe  dei  dna  solidi  è  comcne,  si  dice  ohe  1k  pi- 
ramide è  inscritta  Del  cono,  e  che  il  cono  è  circoscritto  alla 

tiiramide. 

Corollario.  —  Una  piramide  equilatera  può  esser  sempre 
inscritta  in  un  cono. 

368.  Teorema.  —  Dato  un  piano,  esistono  innumerevoli 
superficie  coniche  tangenti  a  questo  piano  in  una  delle  sue 
rette,  e  i  loro  assi  san  tutti  nel  piano  perpendicolare  al  piano 
dato  nella  retta  data  (§  165). 

3ti9.  Teorema.  —  Dati  due  piani  che  s'incontrano,  esistono 
innumereroli  superficie  coniche  tangenti  ad  essi ^  i  loro  assi 
sono  tutti  nei  piani  bisettori  dei  diedri  dei  due  piani  dati. 

Sìeno  (i  e  j3  1  due  piani,  r  la  loro  retta  comune,  y  uno 
dai  piani  bisettori  dei  loro  diedri  {R^,  61).  Preso  an  punto 
qualunque  V  sulla  retta  r,  si  costruisca  per  questo  punto 
nel  piano  y  un  raggio  arbitrario  a.  Esso  forma  angoli  eguali 
coi  piani  dati:  e  perciò  può  esser  preso  coma  asse  di  una 
Euperflcie  cooica,  che  ha  per  angolo  l'angolo,  che  la  retta  a 
forma  con  le  sue  proiezioni  sui  piani  dati. 

Lo  stesso  può  ripetersi  nei  semipiani  degli  altri  diedri. 
Evidentemente  ogni  retta  fuori  dei  piani  bisettori  non  può 
faro  angoli  eguali  coi  piani  b  e  ^,  e  perciò  non  puO  essere 
asse  dì  superfìcie  coniche  tangenti  a  questi  piani. 

370,  Teorema.  — Esistono  quattro  superficie  coniche  tanr 
genti  ai  piani  delle  facce  d'un  triedro. 

Difatti  (§  ^13)  esistono  quattro  rette,  luogo  geometrico  dei 

punti   eqaiJistanti   dalle   tacce   del  triedro.   Ognuna  dì  es^e 

può  esser  presa  come  asse  di  una  superficie  conica,  e  l'angolo, 

che  essa  fa  con  i  piani  delle  facce,  è  l'angolo  della  saperfìcle. 

Una  di  queste  superficie,  che  ha  per  asse  una 

eretta    interna   al   triedro ,   dicesi  inscritta    nel 
triedro,  e  il  triedro  circoscritto  ad  essa.  La  altre 
tre  superficie  sì  dicono  ex-inscritte  nel  triedro. 
37 1.  Teorema.  —  Esiste  una  superficie  conica 
t       e  una  sola  tangente  alle  facce  delCangoloid» 
di  una  piramide  equilatera. 
Data  la  piramide  V.ABCDE,    si  costruisca 
Fig-  143.       (fig-  1^3)  l'ftsseVU  della  auperIJcie  conica   cir- 
coscritta all'angoloide.  Quest'asse  forma  angoli 
eguali  colle  facce  dell'angoloidevTABCDE.  Infatti,  costruendo 
gli  apotemi  OM,  ON  so  due  lati  della  base  i  piani    VOM , 
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VON  risaltano  parpendtcoiari  alle  facce,  e  perciò  VM  e  VN 
SOQO  le  proiezioni  salle  facce  dell'  asse  VO  :  eil,  essendo 
eguali  i  triangoli  rettangoli  VOM ,  VON ,  percbd  hanno 
comune  il  lato  VO  e  eguali  i  lati  OMÌ  ON",  risulta  OVM  = 
^  ÓVN.  Così  si  dimostrerebbe  per  tutta  le  fdccs.  E  perciò 
esiste  una  superficie  conica  di  cui  l'asse  è  VO,  che  6  tangenta 
a  tutte  le  facce  dall'aogoloide  nelle  bisettrici  di  ifueste  facce. 

372,  Una  aaparficie  conica,  tang^ente  a  tutte  le  facce  d'un 
angoloide  si  dico  infeHtta  nell'angoloide  e  questo  circoscritio 
a  qnella. 

Se  la  base  di  una  piramide  è  un  poligono  circoscritto  alla 
baae  di  un  cono,  e  i  due  solidi  hanno  il  vertice  comune  (e 
perciò  le  facce  della  piramide  son  tangenti  alla  superficie  del 
cono)  si  dico  che  la  piramide  ò  circoscritta  al  cono  e  questo 
inscritto  nella  piramide. 

Una  piramide  circoscritta  ad  un  cono  è  apotemata. 

E  analogamente  al  teorema  del  §  precedente  e  dimostro- 

Ogni  piramide  apotemata  può  essere  circoscritta  ad  un 
cono,  cioò:  data  una  piramide  apotemata,  esiste  S'-mpre  una 
superficie  conica  tangente  alle  facce  della  piramide. 

Corollario.  —  Una  piramide  equilatera  può  esser  sempre 
circoscritta  a  una  superficie  conica.  La  sua  base  è  un  po- 
lìgono circoscritto  alta  base  della   superficie  conica  (1), 

(f)  Coma  ai  4  ieun  par  la  suparada  CLlioilricfaa .  naaha  par    Je  aiiperfloio 

I'mi4  •  nari  pisiino  par  il  variice  Una  di  tali  pimii  saciDit  pa6  as>«re  non 
pirillalo  oè  nll'assa  né  k  uni  geoarntnee  dell»  itnparflcis  cddìck,  oppnre  pi. 

Nal  primo  omo.  anliOB'mBnlB  »  qamnto  si  è  fauo  per  In  «aperfloie  cilin- 
drica, si  dimostra  ohn  L>  Bsiions  #  uba  linei  ciirvn.  plina.  ohiuaa.  iQOKo  eao- 
Riairico  dei   punti  di  un  piano,  »1i  ab*  la  •otuna  dalle  Inro   disMnis   da  due 

Nel  secondo  caso  al  prorn  òo:i  aaploga  dianosi raiione  ohe  la  aeaione  pro- 
doHa  anlla  due  falda  della  luperflcle  è  una  linea  plana,  aperta,  formala  di  dus 
rami,  la  quale  è  il  Inogo  Kaomairico  dal  pauti  di  no  piaan,  tali  ctia  la  differenza 
delh  loro  dialaais  da  due  puatl  Ss$i  oomplanl   è  aost&nle:   tale    linea    diesai 


ante  dal  punto  F  e  dalla  racla  i-,-  s 
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Saperfìeie  torich«. 
Rette  e  piani  secanti  b  tangenti. 

373.  Chiameremo  piano  centrale  di  una  enperflcie  torica 
il  piano  del  circolo  centrale.  Evidentemente: 

Il  piano  centrale  ha  comuni  colia  luperficie  torica  i  punti 
di  due  circoli  concentrici. 

Qaallo  che  ha  il  ragg:io  maggiore,  lo  diremo  il  cii-colo 
CMterno  della  superflcisi  quello  che  ha  il  raggio  miaore,  cir- 
colo intemo. 

Son  facili  a  dimostrarsi  i  seguenti  teoremi: 

1."  Se  K«  piano  perpendicolare  al  piano  centrale  di 
una  superficie  torica,  ha  distanza  dal  centro  di  questa  mag- 
giore  del  raggio  del  circolo  esterno ,  il  piano  e  la  super- 
ficie torica  non  han  punti  comuni. 

2."  Se  un  piano  perpendicolare  al  piano  centrale  di 
una  superficie  torica  ha  distanza  dal  centro  di  questa  eguale 
al  raggio  del  circolo  esterno,  il  piano  e  la  superficie  hanno 
un  sol  punto  comune. 

Se  il  piano  e  !a  Huperflcie  torica  hanno  un  eoi  punto  co- 
mune, si  dice  che  sono  tangenti,  e  il  punto  comone  chiamasi 
punto  di  contatto. 

3."  Si?  un  piano  perpendicolare  al  piano  centrale  di 
una  superficie  torica  ha  distanza  dal  centro  di  questa  mi- 
nore del  raggio  dd  circolo  esterno,  il  piano  e  la  superficie 
hanno  comuni  i  punti  di  una  linea  chiusa,  quando  la  sud- 
detta distanza  sia  maggiore  del  raggia  del  circolo  interno  ; 
hanno  comuni  i  punti  due  linee  chiuse,  le  quali  hanno  un 
punto  comune  quando  la  distanza  medesima  sia  eguale  al 
raggio  del  circolo  interno:  hanno  comuni  i  punii  di  due 
linee  chiuse  staccate,  quando  la  distaìiza  suddetta  sia  mi- 
nore del  raggio  del  circolo  interno:  hanno  comuni  i  punti 
di  due  circoli,  se  il  piano  passa  per  il  centro. 

4."  Se  un  piano  parallelo  al  piano  centrale  ha  di- 
stanza  da  questo,  maggiore  del  raggio  del  circolo  genera- 
tore, il  piano  e  la  superficie  torica  non  han  punti  comuni. 
5."  Se  MU  piano  parallelo  al  piano  centrale  ha  da 
questo  disianza  eguale  al  raggio  del  circolo  generatore,  il 
piano  e  la  superficie  torica  han  comuni  tutti  t  punti  di  un 
circolo  eguale  a'  circolo  centrale. 
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Anche  an  tale  piano  dìcesi  tangente  alla  superficie.  Il  cir- 
colo comniie  dìcesi  circolo  di  contatto.  Di  queslì  piani  non 
ve  ne  sono  che  due.  1  loro  circoli  dì  contatto  dividono  la 
superficie  torìca  in  due  parti,  una  delle  quali  contiene  il  cir- 
colo interno  del  piano  centrale,  e  si  dirà  superficie  lemito- 
rica  interna,  a  l'altra  contiene  il  cìrcolo  esterno,  e  si  dirà 
superfìcie  aemitorìca  esterna. 

6°  Se  un  piano  parallelo  al  piano  centrale  ha  da  questo 
distanza  minore  del  raggio  del  circolo  generatore,  il  piano 
e  la  superficie  lorica  han  comuni  tutti  i  punti  di  due  cir- 
coli concentrici,  uno  dei  quali  tutto  compreso  nella  superficie 
semìtorica  interna,  l'altro  nella  superficie  semitorica  esterna. 

Questi  circoli  si  dicono  circoli  minori  della  superficie, 
7.°  Ogni  piano  perpendicolare  a  un  raggio  di  un  circolo 
generatore  nell'estremo  del  raggio    slesso    è   tangente  alla 
superficie,  purché  l'estremo  del  raggio  consideralo  si  trovi 
nella  superficie  semitorica  esterna. 

E  facile  vedere  che  il  piano  ha  comune  colla  superficie  un 
punto  ed  uno  solo.  Nel  caso  che  l'estremo  del  raggio  fosse  su 
uno  dei  circoli  di  contatto  {§  373),  il  piano  tangente  sarebbe 
parallelo  al  piano  centrale,  e  avrebbe  comune  colla  superficie 
tutto  il  circolo  di  contatto. 

374.  Ogni  retta,  che  ha  comune  colla  superficie  ui)  punto  o 
anche  più  puuti,  ma  non  ha  comune  alcun  segmento  né  con 
essa  né  col  solido  tcrioo,  dìcesi  tangente  alla  superficie,  e  quei 
punti  cbìamansi  punti  di  contatto.  Così,  dato  un  piano  tan- 
gente alla  superficie  lorica  in  uà  punto  A,  ogni  retta  del  piano 
oscenta  da  A   è  tangente  alla  superficie  nel  solo  punto  A. 

E  evidente  che  ;  Per  un  punto  della  superficie  semitorica 
esterna  si  possono  costruire  innumerevoli  tangenti  alla  su- 
perficie che  giacciono  tutte  sul  piano  tangente  alla  super- 
fìcie in  quel  punto. 

Son  tangenti  in  due  punti  alla  superficie  le  rette  del  piano 
tangente  parallelo  al  piano  centrale,  le  quali  abbian  comuni 
due  punti  col  cìrcolo  di  contatto:  e  Iti  rette  che  sian  tangenti 
internamente  a  due  circoli  generatori  opposti. 

Si  vede  facilmente  : 

Sono  tangenti  alla  superficie  le  perpendicolari  al  piano 
centrale  nei  punti  dei  due  circoli  interno  ed  esterno. 

Esse  formano  due  superficie  cilindriche,  che  si  dicono  una 
tangente  interna,  l'altra  tangente  esterna  alla  superficie. 
Esse  hanno  per  asse  l'asse  della  superficie  torìca.  Per  il  cir- 
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colo  iaterao  e  pel  circolo  esterno  pasaano  due  afere  eoneeo- 
triche,  cui  è  centro  il  centro  della  superficie.  Oltre  i  punti 
dei  dae  circoli  esse  non  hanno  altri  punti  comuni  colla  sn- 
parficìe.  Si  dicono  una  èfera  tangente  intema t\a\tv&  tfera 
tangente  estema. 

Gostraendo  le  tangenti  ai  circoli  generatori  nei  punti  di  no 
•circolo  minore  (§  373,  6.°)  ai  dimostra,  analogamanta  a  ciù  che 
si  e  fatto  per  la  superficie  sferica,  che  esae  formano  una  su- 
perQcie  conica  col  vertice  sull'asse;  cha  diremo  tangente  in- 
terna, sa  il  circolo  minore  è  nella  superflcie  semitorica  interna, 
e  tangente  esterna,  se  il  circolo  minore  é  nella  superficie  se- 
mitorica esterna. 

Le  tangenti  interne  a  due  circoli  generatori  opposti  formano 
ìe  due  falde  di  una  superfloie  conica,  tangente  con  ambedue 
le  falde  alla  superficie,  e  avente  il  vertice  nel  centro  dì  questa. 
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flrandeEEe   geometriche  equivalenti. 
Orandezee  di  seeondo  genere. 

374.  Ricordiamo  che: 

1."  Sì  dicono  equivalenti  due  grandezze,  che  si  possono 
considerare  come  formate  di  uno  stesso  numero  di  grandezze 
eguali. 

2."  Dve  grandette  equivalenti  a  una  terza  tono  equi- 
valenti fra  loro. 

3."  Una  grandezza  comunque  divisa  si  dice  tomma  di 
altre  grandezze  comunque  divise,  quando  ogni  sua  parto  è 
eguale  o  equivalente  a  una  parte  di  queste  e  viceversa. 

4.°  Somme  di  grandezze  equivalenti  sono  equivalenti. 

&,"  (Post.)  Se  una  grandezza  finita  è  comunque  divisa 
in  parti,  non  è  possibile,  trascurandone  alcune,  disporre  le 
altre  in  modo  da  formare  nuovamente  la  stessa  grandetta. 

6."  Chiameremo  grandette  di  secondo  genere,  quelle  che 
soddisfano  alle  seguenti  condizioni: 

a)  balano  nna,  ce  ne  sieno  altre  equivalenti  ad  essa. 

b)  Datene  due,  ne  esistano  altre  feqnivalenti  fra  loro), 
che  sieno  somme  di  esse. 

e)  Datene  due  non  equivalenti,  una  sia  prevalente  all'altra, 
ed  esista  perciò  la  loro  differenza. 

Equivalenza  dei  prismi. 

375.  Teorema.  —  Se  due  prismi  retti  hanno  basi  equi- 
valenti ed  altette  eguali,  sono  equivalenti. 

Sieno  i  due  prismi  P  e  P',  che  hanno  eguali  le  altezze  ad 
equivalenti  le  basi.  Queste  basi  si  posson  dunque  scomporre 
in  uno  stasso  numero  di  partì  eguali:  e  allora  i  due  prismi 
si  posaono  scomporre  nello  stesso  numero  di  prismi  retti 
eguali,  perchè  hanno  eguale  base  e  eguale  altezza. 

MAnan  —  SUr^mtMa.  tO 
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Così,  oeiresempio  della  ig.  144,  poiché  una  baas  del  pri- 
sma P  si  decompone  nei  triangoli  ÀCB,  BCD  rispettivamente 
eguali  ai  triangoli  LQM,  QMN,  nei  qnali  si  ecompone  una  base 
del  prisma  P',  il  prisma  P 
si  scompone  nei  due  prismi 
ABCHEF,  CDBHGF  risptt- 
-^N  tiva-mente  eguali  ai  prisini 
'  MLQSRU,  MQNSUT  del  pr;- 
sma  P'  e  perciò  P  e  P'  sodo 
equivalenti. 

~     Fig,  m.  376.  Teonma.  —  Se  due 

prismi  triangolari  hanno  e- 
guali  le  sezioni  normali  e  gli^jpigoli  laterali,  tono  equi- 
valenti. 

Se  le  sezioni  normali  dei  prismi  sono  eguali,  lo  loro  su' 
perficie  prismatiche  posson  farsi  coincidere  (§  338),  e  potremo 
fare  in  modo  che  una  coppia  di  spigoli  laterali,  supposti  eguali, 
pure  coincidano.  Così,  dati  i  due  prismi  (Qg.  145),  sgppc- 
niarao  di  farne  coincidere  le  superfìcie  prismatiche,  in  modo 
che  coincidano  gli  spigoli  AD,  A'D'*  Potrebbe  darsi  ora  clu 
venissero  a  coincidere  anche  gli  altri  spigoli,  cioè     _  j 

B'E'  con  BE,  e  CF,  con  CF.   In  tal  caso  i  du 
prismi  SODO  eguali  e  quindi  equivalenti. 


FI  E.  I4S. 


Fìg.  ne. 


Fig.  UT. 


Potrebbe  darsi  invece  che  solo  un'altra  coppia  di  spigoli, 
per  es.  BE'  e  BE  venissero  a  coincidere,  come  nella  flg.  146. 
£  allora  possono  darai  tre  oasi,  secondo  che  il  ponto  C'  6 
interno  al  segmento  CF,  come  nella  stessa  figura,  oppure  il 
punto  C  coincide  con  F,  o  il  punto  C  è  estemo  al  semento 
CF,  comd^QellB  ùg.  U7.  . 
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Nel  primo  di  questi  casi  i  due  prismi  Bono  composti  di  una 
parte  comune,  che  è  il  poliedro  CBAFED,  e  di  due  tetraedri 
CBAC,  FEDF',  che|,soQO  eguali;  difatti,  se  si  considerano  due 
loro  angoloidi  corrispondenti,  come  C  e  F,  le  tre  facce  del 
primo  O'OB,  C'CA,  A.CU  son  ris petti vaman te  eguali  alle  facce 
I^FÈ,  B^,  DFÈ  del  secondo  (§  73)  ;  di  più  gli  spigoli  CC^,  GB 
CA  del  triedro  C  soq  rispettivamente  eguali  agli  spigali  FF' 
FÉ,  FD  del  triedro  P,  e  perciò  (§  279)  i  due  tetraedri  sono 
eguali. 

I  due  prismi  essendo  dunque  formati  di  una  parte  comune 
e  di  parti  eguali,  sono  equivalenti.  Nello  stesso  modo  si  di- 
mostra il  secondo  cago,  quando  cioè  coincida  C  con  F. 

Nel  terzo  caso,  cioè  se  C  è  esterno  al  segmento  CF,  sì  ri- 
portino successivamente  sul  raggio  FC  tanti  segmenti  FF,, 
F|  Fg, . . . .  eguali  a  CF,  finché  l'ultimo  estremo  venga  a  coin- 
cidere con  C  o  sia  compreso  nel  segmento  CF', 
uno  dei  quali  casi  certamente  deve  accadere  (Po- 
i«tnlato  d'Archimede).  Ora  i  prismi,  di  cui  due  'i 
spigoli  laterali  sono  EB  e  DA  e  il  terzo  spigolo 

è  successivamente  FF^,  Fi  F^, sono  ciascuno    ^^ 

equivalente  al  precedente  e  perciò  l'ultimo  al 
primo;  ma  l'ultimo  è  equivalente  al  prisma 
(TBAF'ED,  dunque  è  BCAFED  =  =  G'BAF'ED.  ^ 

Potrebbe  darai  finalmente  che,  portati  i  due 
prismi  sulla  stessa  superficie  prismatica  io  modo 
che  coincida  una  coppia  AD,  A'D'  di  spigoli  ^ 
eguali,  nessun  altra  coppia  di  spigoli  coincida,  co- 
me nella  fig.  148.  Allora  sulla  faccia  opposta  allo 
spigolo  comune  si  costruiscano  le  distanze  di  un  F>e.i4S. 
vertice  della  base  di  uno  dei  prismi,  al  vertice 
della  base  ddll'altro  prisma,  cbe  è  sulla  stessa  faccia  ma  non 
sullo  stesso  spigolo,  come  F'E  e  O'B.  I  duo  prismi  CBAFED, 
CBAF'ED,  SODO  equivalenti,  per  ciò  che  abbiamo  precedente- 
mente dimostrato,  è  cosi  puro  sono  equivalenti  CBAFED  e 
AB'G'DE'F'.  Ma  due  grandezze  equivalenti  a  una  terza  soi.o 
equivalenti  tra  loro;  si  ha  dunque  ABCDEF  =  ABC'DEF', 
come  volevamo  dimostrare. 

377.  Teorema.  —  Se  due  jtrìrmi  qualunque  hanno  eguali 
le  sezioni  normali  e  gli  spigoli  laterali,  sono  equivalenti. 
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Se  la  aezioni  normali  sodo  cgualij  es«e  si  possoDO,  mediante 
diagODSli,  naoenti  da  vertici  corrispondeati,  dividere  in  trian- 
goli egaali.  Costmecdo  i  piani  diagonali  dei  prismi  che  con- 
tengono i  lati  di  questi  triangoli,  i  dne  prismi  vengono  divisi 
io  eguai  Damerò  dì  prismi  triangolari  equivalenti,  perchè  (§  376) 
aventi  eguale  la  sezione  normale  ed  eguali  gli  spigoli  late- 
rali. Perciò  sono  equivalenti. 

378.  Teorema.  —  Se  due  pritmi  quaìunque  hanno  equi- 
valenti  le  teiioni  normali  ed  eguali  gli  tpigoli  laterali, 
tono  equivalenti. 

Difaiti  le  loro  seslonì  normali  si  possooo  scomporre  nello 
gtesBO  Dumero  di  parti  eguali;  costrueudo  peri  vertici  di  que- 
ste parti  delle  parallele  agli  spigoli  laterali  dei  prismi,  qne- 
sti  restau  divisi  in  egual  numero  di  prismi  aventi  rispettì- 
vamenie  eguali  le  sezioni  normali  e  gli  spigoli  laterali,  perciò 
SODO  equivalenti. 

Corollari!.  —  1.°  Un  prigma  obliquo  é  equivalente  ad  un 
prisma  retta,  che  ha  per  baie  la  teiione  normale  del  prisma 
e  per  altezza  uno  ipiffolo   laterale. 

2."  Un  prisma  è  equivalente  a  un  parallelepipedo  ret- 
tangolo, che  ha  per   base  un    rettangolo   equivalente    alla 
sezione  normale  cui  pritma  e  per 
(iltezta  uno  spigolo   laterale   del 
prisma. 
'  3,"  Un  piano  diagonale,  deter- 

minato da  due  spigoli  opposti  d'un 
parallelepipedo,  divide  questo  in 
due  lirismi  triangolari  equivalenti. 
Uifatti,    se   ABCD    ò   la   sezione 
pg,  149  Dormale  {fig.    149)  del  parallelepi- 

pedo P,  il  piano  diagonale  determi- 
na'o  da  due  .<|iigoli  opposti  OH,  LM  divide  il  parallelogrammo 
ABCD  in  due  triangoli  eguali,  che  sod  le  Eiezioni  normali  dei 
prismi  GRLHSM,  GNLHQM,  che,  avendo  eguale  la  sezione 
normale  e  gli  spigoli  laterali,  sodo  equivalenti. 

379.  Teorema.  —  Due  parallelepipedi  sono  equivalenti,  se 
hanno  egva'e  una  base  e  l'altezza  corrispondente. 

Kieno  P  e  I-''  (ficr.  150)  i  due  paralielepipedi,  che  hanno  eguali 
le  liasi  ABCD,  A'B'C'D'.  Considerando  invece  come  basi  le  facce 
ABFE,  A'B'F'E'  e  k  loro  opposte,  si  costruiscano  i  plani  per- 
pendicolari agli  spigoli  BC,  B'C  e  ai  loro  parallalì.  Si  otter- 
ranno le  sezioni  normali,  MNQR,  M'N'Q'R'  dei  due  p&rallele- 
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pipedi,  la  quali  sono  equivaionti,  perchè  sono  parallelogrammi, 
che  haoDO  egoali  le  basi  QR,  Q'R'  come  altezze  di  parallelo- 
(rrammi  egoali,  ed  hanno  eguali  le  altezze   corrispoDdenti  a 

queste  baei,  perchè  sod  le  altezze  dei  parullelepipedi  supposte 
agaali.  Allora  i   due  ii«rallel''pipedi  sono   rri=nii    nhe   liaaoo 


le  sezioni  normali  equivalenti  e  gli  spigoli   laterali   BC,  B'C 
eguali.  E^si  sono  dnnque  equivalenti. 

Corollario.  — ■■  Un  parallelepipedo  qualunque  è  equivalente 
a  un  parallelepipedo  retto,  che  ha  la  tleisa  base  e  la  slessa 
allessa . 

3^0.  Teorema.  Un  prisma  triangolare  è  equivalen'e  a  un 
parallelepipeilo,  che  ha  la  base  equi- 
valente e  la  stessa  altezza. 

Sìa  ABCOEF  il  prisma  triangolare 
(fig.  15i).  Per  la  retta  OH  bisettrice  di 
una  faccia  laterale,  per  es.  ÀCDF,  si  co- 
struisca un  piano  parallelo  ad  un'altra 
delle  facce  laterali  per  es.  ABDE;  que- 
sto piano  incontrerà  la  terza  faccia  in 
nna  retta  NL  parallela  agli  spigoli;  e  , 
per  lo  spigolo  AD,  cornane  alla  faccia 
ACFD  e  a  ABDE,  ai  costruisca  un  piano 
parallelo  all'altra   faccia  BCfE,  e  sia       "  "    , 

MQ  rìntersezione  di  questo  piano  col  pig.  151. 

piano  prima  costruito. 

Si  ottiene  cosi  un  parallelepipedo  ABLMDGNQ,  il  quale  ha 
evidentemente  la  stessa  altezza  del  prisma  dato,  ed  ha  la  base, 
equivalente  alla  base  del  prisma. 

Ma  il  prisma  dato  e  il  parallelepipedo  costruito  son  for- 
mati del  prisma  comune  ABLHDENG  e  dai  due  prismi  trian- 
gcdari  MAHDQQ,  HlCNFG,  i  quali,  avendo  gli  spig:oli  late- 
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rali  eguali,  e  le  sezioni  Dormali  eguali  come  facilmeote  si 
dimostra,  sono  (§  376)  eqaivaleDti  e  perciò  il  prisma  a  il 
parallelepipedo  sodo  equivalenti. 

381.  Teorema.  —  Due  prismi  triangolari,  che  hanno  eguati 
le  bati  e  l'altetza,  sono  equivalenti. 

Dati  ì  due  prismi  trìaogolari  f  e  P',  aventi  sgaati  le  basi 
e  le  altezze,  si  costruiscano  i  parallelepìpedi  ed  essi  equiva- 
lenti (g  3S0).  Questi  parallelepipedi  avranno  evidentemente 
le  basi  equivalenti  e  la  stessa  altezza,  e  perciò  (§  '■il9)  sono  equi- 
valenti; e  sono  equivalenti  i  prismi  rispettivamente  equiva- 
lente ad  essi. 

Corollario.  —  Un  prisma  triangolare  qualunque  è  equi- 
valente a  un  prisma  triangolare  retto,  che  ha  la  stessa  base 
e  la  stessa  altezza. 

S82.  Teorema.  —  Due  prismi  qualunque,  che  hanno  eguali 
le  basi  e  le  altezze,  sono  equivalenti. 

Difatti,  se  le  basi  sono  eguali,  esse  si  possono  scomporre, 
mediante  diagonali  uscenti  da  vertici  corrispondenti,  nello 
stesso  numero  di  triangoli  egaali,  e,  costruendo  i  plani  dia- 
gonali dei  prismi  che  coatengon  i  lati  di  questi  triangoli,  i 
prismi  restan  divisi  nello  stesso  numero  di  prismi  triangolari 
equivalenti,  perchè  hanno  eguali  basi  ed  eguale  altezza:  co- 
sicché ì  prismi  dati  sono  equivalenti. 

383,  Teorema.  —  Due  prismi  qualunque,  che  hanno  equi- 
valenti le  basi  ed  eguali  le  altezze  sono  equivalenti. 

Difatti,  se  le  basì  sono  equivalenti,  esse  sì  possono  scomporre 
nello  etesso  numero  di  poligoni  eguali;  e  costruendo  per  i  ver- 
tici di  questi  poligoni  le  parallele  agli  spigoli  laterali  dei  pri- 
smi, questi  restan  divisi  nello  stesso  numero  di  prismi  equi- 
valenti, percbd  hanno  eguali  le  basi  e  l'altezza. 

384.  Diremo  parallelepipedo  di  una  superficie  e  di  un  seg- 
mento, ogni  parallelepipedo  che  ha  la  base  equivalente  a  quella 
superficie  e  l'altezza  corrispondente  eguale  a  quel  segmento: 
e,  se.  la  superficie  à  a,  e  il  segmento  è  a,  indicheremo  il  pa- 
rallelepipedo   di  «  e  di  a  scrivendo:  a  .  a. 

Diremo  paraìlelepipfdo  di  tre  segm''nti  ogni  parallelepi- 
pedo, che  ha  la^base  equivalente  al  rettangolo  dì  due  segmenti 
dali,  e  l'altezza  corrì.'pondento  eguale  all'altro  segmento  E, 
Èe  isegmenti  sono  AB,  CD,  EF,  si  indica, scrivendo:  AB,CU,EF. 

Corollari].  —  1."  Un  prisma  qualunque  è  equivalente  al 
parallelepipedo  della  sua  base  e  della  tua  altezza. 
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2."   Un  prisma  circoseritto  a  un  cilindro  è  equivalente 
al    parallelepido  del  perimetro  della  sua  base,  del  raggio 

del  cilindro  e  delValiesza.     . 

3."    Un  prisma  qualunque  è  equivalente  a  un  prisma 
triangolare,  che  ha  base  equivalente  e  la  stessa  altezza. 

385.  Le  costruzioni  uecesaarie  per  ottenere  un  prisma  equi- 
valente a  un  prisma  dato  bì  dicono  trasformazione  di  questo 
prisma  nell'altro. 

386.  Problema.  —  Dato  un  parallelepipedo,  coslruirne  un 
altro  equivalente,  che  abbia  uno  spigolo  uguale  a  un  seg- 
mento dato. 

Hia  ABODEFOH  il  parallelepipedo  dato  (fig.  152)  Sulla  retta 


di  UDO  degli  spigoli,  per  es.  AB,  si  riporti  a  partire  da  A 
sai  raggio  AB  il  segmenti!  AL  eguale  al  segmento  dato.  Ora 
si  trasformi  una  delle  facce  uscenti  da  AB,  per  es.  la  faccia 
ABCD,  in  un  parallelogrammo  equivalente,  avente  per  lato 
AL,  a  sia  ALQR.  Un  parallelepido,  che  abbia  per  base  ALQR 
e  per  altezza  l'altezza  del  parallelepipedo  dato  ,  rispetto  alla 
faccia. trasformata,  risolve  il  problema. 

Fra  gli  altri  il  parallelepipedo  ALQRESTU,  che  ha  gli  spi- 
goli laterali  eguali  a  quelli  dal  parallelepido  dato. 

Si  osservi  che  la  trasformazione  può  farsi  in  modo  che  il 
nuovo  parallelepipedo  abbia  gli  angoloidi  e  i  diedri  «gnali  a 
quelli  del  primo.  Sicché,  se  il  parallepìpedo  è  rettangolo,  nella 
trasformazione  può  conservarsi  rettangolo. 

387.  Problema.  —  Dato  un  parallelepipedo,  costruirne  un 
altro  equivalente,  che  abbia  due  spigoli  eguali  a  due  seg- 
menti dati. 

Dato  11  parallelepipedo  ABCDEFGH  (dg.  152)  si  costruisca 
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intanto,  come  si  6  detto  Del  problema  precedente,  il  paral- 
lelepipedo ALQRESTU  equirsleiite  al  primo,  e  avente  ano  spi- 
golo eguale  a  uno  dei  aegmenti  dati.  Poi  sì  faccia  un'ana- 
loga costruzione  (flg.  153)  trasformando  un'altra  faccia,  per 
esempio  ARBU,  in  un  parallelogrammo  AVXY  equivalente,  mtt 
avente  nn  lato  AV  eguale  all'altro  segmento  dato.  Ogni  paral- 
lelepipedo, che  ha  per  baso  AVXY  e  per  altezza,  l'altezza  del 
parallelepipedo  ALQRESTU  rispetto  alla  faccia  ARBU,  è 
squivalente  a  questo  e  perciò  al  parallelepipedo  dato.  Fra  gli 


altri  c'è  il  parallelepipedo  AVXYI.ZK1,  di  cui  due  epigoli 
AL,  AV  rano  egnali  ai  segmenti  dati. 

388.  Problema.  —  Costruire  un  parallelepipedo  retto  equi- 
valente ad  un  dato  prisma  e  avente  per  base  un  dato  pa- 
rallelogrammo. 

Dato  il  prisma  P,  si  costruisca  nn  parallelogrammo  equiva- 
lente alla  SUB  base,  avente  gli  angoli  eguali  al  parallelogrammo 
dato  (Y.  Pian.  ,^  300).  Ogni  parallelepipedo,  che  ha  per  base 
questo  parallelogrammo  e  p^r  l'altezza  la  ateesa  altezza  del 
prisma,  à,  come  sappiamo,  equivalente  al  prisma.  Costruiamo 
quindi  un  parallelepipedo  retto  avente  per  base  il  parallelo- 
grammo costruito  e  per  altezza  quella  del  prisma;  quindi  tra- 
sformiamolo (Prob,  precedente)  in  un  altro,  che  abbia  due  spi- 
goli della  base  eguale  ai  lati  del  dato  parallelogramma.  SÌ 
otterrà  così  il  parallelepipedo  richiesto. 

Analogo  a  questo  é  il  problema: 

Dato  un  prisma,  coilruire  un  parallelepipedo  rettangolo 
equivalente,  che  abbia  per  base  un  dato  rettangolo. 

389.  Problema.—  Dato  un  parallelepipedo,  costruirne  un 
altro  equivalente,  che  abbia  un'attex^a  eguale  a  un  seg- 
mento dato. 
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Cobi  pare,  dati  dne  parallelepipedi  qualcoque  P  e  P,  è  loro 
somma  certamente  il  poliedro  della  flg.  155.  Ma  si  potevaDo 
traRformare  in  modo  da  avere  nna  faccia  eguale  (§  388)  e  poi 
costFoire  on  parallelepipedo,  che  avesse  per  base  qaesta  faccia  , 
e  per  altezza  la  somma  delle  altezze:  o  anche  si  poteva  tra- 
sformare i  due  parallelepipedi  dati  in  altri  aventi  la  stessa  al- 
tezza, 6  poi  costruirne  un  altro  (somma)  avente  la  stessa  al- 
tezza, e  per  base  un  parallelogrammo  equivalente  aila  somma 
d.'l!B  basi  dei  parallelepipedi,  corrispondenti  all'altezza  egnale. 
Siccome  lo  stesso  può  ripetersi 

/r ^"v     per  ì  prismi,  si  ha; 

/    / ^"z         Sipotsona  sempre  sommare  qua>- 

/  /         ■'    /     tiri  vogliono  prismi  dati.  E:  Se  i 
r — /.-.-./-"".-/■•r-\    prismi  da  sommarsi  hanno  la  stes- 

/\    \/ '■-/  /  \  sa  base,  la  loro  somma  é  tin  pri- 

/  /  ^  ,■'    /   sma,  che  ha  la  stessa  base  e  per 

\/" \/     altetza  la  somma  delle  altezxe. 

^ ^  Se  i  prismi  da  sommare  hanno 

Pi3.  155.  la  stessa  allessa,  la  toro  somma 

è  un  prisma,  che  ha  la  stessa  al- 
texza,  e  per  base  la  somma  delle  basi. 

Se  i  prismi  sono  qualunque,  si  trasformano  in  modo  da 
aver  la  stessa  base  e  la  stessa  altezza. 

Se  i  prismi  sono  retti  ed  hanno  la  base  eguale,  si  può  con- 
siderare come  loro  somma  il  prisma,  che  si  ottiene  portando 
nna  base  ad  esser  comune,  in  modo  che  le  altre  sieno  da  baodo 
oppo.'<te  dello  spazio. 

È  facile  vedere  che  in  questo  caso  i  prismi  si  posson  con- 
siderare come  grandezze  di  primo  genere. 

394.  Teorema.  —  Di  due  prismi  qualunque,  non  equiva- 
lenti, uno  è  prevalente  all'altro. 

Trasformiamo  i  due  prismi  in  modo  da  aver  la  base  eguale. 
Non  potranno  avere  eguale  altezza,  altrimenti  sarebbero 
equivalenti;  quindi  l'altezza  di  uno  di  essi  sarà  maggiore 
dell'altezza  dell'altro:  e  quello  coli' altezza  maggiore  è  pre- 
valente all'altro,  perche,  oltre  le  parti  di  questo,  ne  contiene 
altre. 

Goroltarii.  —  1."  Di  due  prismi  non  equivalenti,  esiste 
la  differenza. 

Se  i  due  prismi  hanno  eguale  base  (o  altezza),  la  loro 
differenza  è  il  parallelepipedo  della  base  (o  allessa)  comune 
e  della  differenza  delle  altezze  (o  delle  basi). 
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2."  I  prismi  sono  grandezze  ài  tecondo  genere. 
3.°  Di  un  dato  prisma  esistono  multipli  e  summuttìpli 
secondo  qualunque  numero. 

4.°  PriS'Tii  di  eguale  base  sona  direttamente  proporzio- 
nali alle  loro  altezze. 

5."  Prismi  di  eguale  allessa  sono  direttamente  propor- 
sionali  alle  loro  basi. 

395.  Teorema.  —  Dati  due  prismi  non  equivalenti,  si  può 
sempre  trovare  un  multiplo  ilei  suvva/ente,  che  sia  preva- 
lente all'altro,  e  un  tummultiph  del  prevalente  che  sia  suv- 
V alente  all'altro. 

Trasformiamo  i  due  prismi  in  modo  ciie  abbiamo  la  stessa 
hase:  dì  questi  è  preralente  quello  che  ha  maggior  altezza. 
È  sempre  posaìbile  trovare  ud  segmento  multiplo  dell'altezza 
del  prisma  suvvalente,  che  sia  maggiore  dell'altezza  dell'altro 
(§  300  Pian.),  Ua^prisma,  che  abbia  per  altezza  questo  seg- 
liKtQto  e  la  base  comuDe  dei  prismi  trasformati,  h  multipla  del 
Buvraleote  e  prevalente  all'altro. 

Analogamente  si  dimostra  l'altra  parte  del  teorema. 
GoroUariì.  —   1  "  fVa    tutti  i  prismi    di  data  base  o  di 
data  altezza  ce  ne  sono  innumerevoli  suvvalenti  a  un  so- 
lido qualunque  dato. 

a."  Se  la  base  (o  altezza)  di  un  prisma  è  costante,  e 
l'altezza  (o  la  base)  cresce  o  decresce  indefinitamente,  anche 
il  prisma  cresce  o  decresce  indefinitamente. 

Grandezze  di  terzo  genere. 

396.  Teorema.  —  Un  tetraedro  è  il 
limite  di  due  somme  di  prismi  conver- 
genti. 

Dividiamo  l'alter.za  del  tetraedro  dato 
ABCD  (flg.  156)  in  un  numero  arbitrario  di 
parti  eguali  per,  o.^,  io  tre:  e  per  i  puoti  ' 

di  divisione  costruiamo  dei    piani    paralleli 
alla  base ,    i   quali    determinano    le    si    ' 
HLM,  Epa  simili  fra  loro  e  alla  base 
vertici  delle  sezioni,  clie  sono  su  du( 
goli  del  tetraedro,  per  es.  dai  pnoti  L,  M,  Fig.  isB. 

Vi,  F  si   costruiscano  i  raggi   paralleli  al 
terzo  spigolo  dalla  parte  dello  spazio  dove  si  trova  la  b 
si  completino  i  prismi  HLMENP,  EPOBQR. 
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La  somma  di  questi  prismi  è  una  grandezza  variabile  cre- 
scaate  cnl  variare  SDCcessivamante,  raddoppiandolo,  del  Da- 
merò delle  parti,  in  cni  è  stata  divisa  l'altezza:  perchè,  se 
invece  di  dividere  l'altezza   della   piramide  in   tre  parti  ,  b- 
divide,  per  esempio,  in  sei  (Sg.  157),  si  hanno  ninqne  prismi, 
di  cai  la  somma  è  maggiore  della   prima  per  esserci  di  più 
dne  tronchi  di  parallelepipedi.  Se  dunque  chiamiamo  con  V 
ta  somma  di  questi  prismi,  abbiamo  che  V  è  nna  grandezza 
variabile  crescente,  ijnando  ai  raddoppia  i!  numero  di  parti  in 
cui  è  divisa  l'altezza:  e  fra  i  suoi  stati  dod 
ve  n'è  nno  prevalente  di  tatti  gli  altri,  por 
conservandosi  sempre  suwalente  al  tetraedro. 
Dagli  stessi  punti  L,  M,  F,  a,  (flg.  156)  si 
costruiscano  i  raggi  paralleli  allo  spigolo  AB, 
opposti  a  quelli  prima  costruiti,  e  si  comple- 
tino i  prismi  ATUHLM,  IIXKEQF,  EYZBDC. 
La  somma  di  questi,  che  indicheremo  con 
V,  è  pure  una  grandezza  variabile,  quando 
'  si  raddoppi  successivamente  il  numero  delle 
parti  in  cni  ò  divisa  l'altezza;  ed   è    facile 
Kig.  157.        vedere  che  è  una  grandezza  variabile  decre-    ' 
acente  :  la  qaale  non  ha  uno  stato   minimo , 
ed  è  sempre  prevalente  al  tetraedro. 

Le  due  grandezze  V  e  V  sono  univocamente  dipendenti, 
se  per  stati  corrispondenti  di  esse  si  prendono  quelli  che  cor- 
rispondono allo  stesso  numero  di  divisioni  dall'altezza;  e  la 
prima  di  esse  è  sempre  prevalente  alla  seconda.  Resta  da  far 
vedere  che  la  differenza  tra  gli  stati  corrispondenti  può  di- 
ventar minore  di  ogni  grandezza  assegnabile. 
Consideriamo  ì  due  stati  delle  due  grandezze. 

V  ^  HLUENP  +  EFGBQR 
e 

V  =  ATUHLM  +  HXKEGP  +  EYZBDC. 

Essendo  evidentemente: 

ATUHLM  =  HLMENP 
e 

HXKEGF  =  EFGBQH 

si  ha;  I 

V  — V=-EVZBDC. 
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dae  grandezze  V  e  Vj  e  perciò  è  V  ^  V'j  e  V  ^ì;  V,  ma  aliort 
i  limiti  delle  due  coppie  di  graudezze  variabili  V',V  e  V'j.V, 
aoDo  equivalenti  (Pian.  § 345,  1.")  e  perciò  è  ABCD  =  AB'C'D'. 

398.  TeoTema,  —  Due  piramidi,  che  hanno  egitali  le  basi 
e  le  altetze  sono  equivalenti. 

Difatti  le  basi  eguali  si  possono  scomporre  io  an  egual 
Dnmero  di  triangoli  eguali;  e  perciò  le  due  piramidi  ai  pos- 
sono scomporre  in  un  egaal  numero  di  tetraedri,  aventi  egaale 
DOa  baie  e  l'altezza  corrispondente.  Ma  questi  sono  rispettiva- 
mente equivalenti,  sicché  le  due  piramidi  sono  pure  equivalenti. 

399.  Teorema.  —  Bue  piramidi,  che  hanno  basi  equivalenti 
e  alleize  eguali  sono  equivalenti. 

Difatti,  potendosi  dividere  le  basi  in  un  egual  nomerò  di 
poligoni  eguali,  le  piramidi  posson  dividersi  in  un  egoal  nu- 
mero di  piramidi  equivalenti  e  perciò  sono  equivalenti. 

Corollario.  —  Una  piramide  è  equivalente  a  un  tetraedro, 
che  abbia  una  faccia  equivalente  alla  base  della  piramide 
ed  eguale  l'altezza  corrispondente. 

400.  Si  osservi  dunque  che  i  tetraedri,  le  piramidi,  ecc. 
soQ  grandezze,  che  non  rientrano  fra  quelle  di  cui  si  sono  , 
già  stabiliti  i  criteri  di  equivalenza,  prevalenza  e  savvalenu, 
dovendosi  questi  concetti  dare  soltanto  in  seguito  alla  loro  I 
proprietà  di  grandezze  limiti.  1 

Per  questo,  come  abbiamo  fatto  in  Planimetria  per  i  circoli, 
le  chiameremo  grandezze  dì  terso  genere,  e  intenderemo  am- 
messe per  loro  le  proprietà  indicate  al  §  345  della  Pian.  , 
401.  Teorema. —  Una  piramide  é  la  tersa 
parte  di  un  prisma,  che  ha  equivalente  la  basi 
ed  eguale  Valtezza  corrispondente. 

Suppooiamo  prima  che  la  piramide  data  aia 
triangolare  e  sia  ABCD  (fig.  159).  Si  costruisca 
il  prisma  di  cui  SCD  é  una  base  e  AB 
■^0  spigolo  laterale,  e  sia  BCDAEF.  Il  piano  CADÌ 
divide  il  prisma  in  due  piramidi,  una  triangolar* 
ABCD  che  è  la  piramide  data:  l'altra  quadran- 
golare che  ha  per  base  CDFE  e  por  vertice 
Costruendo  una  diagonale  di  questa  base,  per  es.  FC,  la 
ramide  quadrangolare  può  considerarsi  scomposta  nelle  dui 
piramidi  triangolari  AEFC,  ACFD,  che  sono  equivalenti  per- 
chè hanno  eguali  le  basi  EFC,  CFD  ed  eguali  le  altei» 
corrispondenti;  ma  è  pure  ABCD  =t  AEFC,  perchè  sono  egoi" 
le  basi  BCD.  ABF  e  l'altezza  è  la  stessa. 
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È  dunque  ABCD  =  AEFD  =  ACFD,  cicè  il  prisma  è  la 
somma  di  tre  tetraedri  equivalenti  al  tetraedro  dato,  e  questo, 
per  conseguenza,  è  la  terza  parte  del  prisma. 

Il  tetraedro  ABCD  è  puro  la  terza  parte  d:  qualunque  altro 
prisma,  che  abbia  la,base  equivalente  a  BCD  e  la  stessa  altezza, 
perchè  tutti  questi  prismi  sono  equivalenti  (Pian,  g  290). 

Se  poi  la  piramide  data  ha  per  base  un  poligono  qualunque, 
si  costruisca  un  prisma  che  abbia  eguale  base  ed  eguale  al- 
tezza. Dividendo  le  basi  della  piramide  e  del  prisma  in  trian- 
goli rispettivamente  eguali,  la  piramide  vien  divisa  in  tanti 
tetraedri  che  hauno  quei  triangoli  per  base,  e  il  prisma  vien 
diviso  in  altrettanti  prismi  triangolari  che  hanno  per  base 
triangoli  a  quelli  eguali.  Sicché  ognuno  dei  tetraedri  è  l§  401) 
la  terza  parte  di  uno  dei  prismi;  e  la  somma  di  tutti  i  le- 
Iraedri,  ossia  la  piramide,  è  la  terza  parte  della  somma  di  tutti 
i  prismi  triangolari,  ossia  del  prisma,  che  ha  eguale  base  ed 
eguale  altezza  della  piramide,  o  di  ogni  prisma  a  questo  equi- 
valente. 

Coroltarii.  —  1."  Una  piramide  è  equitaìente  a  un  terzo 
liei  -parallelepipedo  delia  sva  base  e  della  sua  altezza. 

2°  Se  la  base  (o  l'altezza)  di  una  piramide  riìnane  co- 
stante e  l'altezza  (o  la  base)  cresce  o  decresce  indefinita- 
tnente,  anche  la  pira>nide  cresce  o  decresce  . 

indefinitamente. 

402.  Teorema.   —    Un   tronco  di  prisma 
triangolare  è  la  somma  di  tre  tetraedri,  che 
hanno  per  base  una  faccia  triangolare  del  '^ 
tronco  e  pir  vertici  opposti  quelli  dell'altra 
faccia  triangolare. 

Sia  ABCDEF  (flg.  )60)  il  tronco  di  prisma 
dato.  Se  per  un  vertice  di  una  base,  per  es. 
I>  si  costruisce  il  piano  diagonale,  che  passa 
per  il  lato  opposto  dell'altra  base,  BC,  il 
tronco  resta  diviso  in  due  piramidi,  ossia  nel  '■ 
tetraedro  di  cui  il  vertice  è  D  e  la  base  una  p,  ,5^ 
faccia  triangolare  ABC  del  prisma,  è  nella  pi- 
ramide quadrangolare  di  cui  il  vortice  è  D  e  la  base  CHEF. 

Costruendo  CE,  questa  piramide  vien  pura  divisa  in  due  te- 
traedri; uno  dei  quali  è  DCBB  a  l'altro  DCEF.  Il  primo  è 
equivalente  al  tetraedro  ABCE,  perché  hanno  la  stessa  base 
BCE,  e  eguale  l'altezza,  perche  i  vertici  son  su  una  retta  pa- 
rallela al  piano  della  base,  ossia  è  equivalente  &  un  tetraedro 
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i  per  base  ACB  e  per  vertice  opposto  E.  L*altfo  totrae- 
CEF,  6  equivalente  ai  tetraedro  ACEF,  perchè  ha  !a 
base  CEF  e  la  etessa  altezia;  ma  ù  puro  ACEP  =  ACBF 
1  baa  la  steKsa  boss  ACF  e  la  stegea  altezza;  dunque 
;F  =  ACBF,  che  d  ud  tetraedro  avente  por  base  ACB  e 
jrtice  opposto  P. 
'  Dati  due  triangoli  timiU^  ogni  alirn  trian- 

golo, che  abbia  per  ba- 
se un  lato  del  primo 
e  per  altezza  Valtena 
corrispondetile  al  la- 
to omolo.o  neWaltro, 
è  medio  proporziona- 
le fra  i  due  triangoli 
dati. 

IO  ABC,  A'B'C'due  ti'iaaj^oh  simili,  e  ai  costruisca  (fl^.  161) 
angolo  MNP,  tale  che  ud  suo  lato  MNsia  eguale  a  un 
lB  del  triangolo  ABC,  e  l'altez.za  corrispoDdeate  PQ  aia 
t  all'altezza  CU'  corriapoodonte  nel  triangolo  A'B'C  al 
rS'  omologo  di  AB. 
la  (Pian.  §430): 

ABC  :  MNP  :  :  CH":  CÌT 
MNP:  A'BC  :  ;  AB  :  AB', 
,  essendo  simili  i  due  triangoli  dati,  si  ha: 

CH:C^:  ■  AB:A^ 
è: 

ABC:  MNP  ;:  MNP:  A'B'C 

si  voleva  dimostrare. 

.  Teorema.  —  Un  tronco  di  piramide  a  basi  parallele 
omiva  di  tre  piramidi,  che  hanno  tutte  per  altezza 
•■za  del  tronco  e  per  base  rispettivamente  le  due  basi 
onco  e  una  media  proporzionale  fra  queste  due, 
iponiamo  jirima  che  ABCDEF'  il  tronco  di  piramide  dato 
i  parallele,  sia  triangolare  (9g.  163).  Per  un  vertice  E 
1  base  e  pel  lato  opposto  AC  dell'altra  base  costruiamo 
ino,  che  divide  il  tronco  dato  in  due  piramidi,  una  delle 
«  il  tetraedro  BABC,  che  ha  per  base  la  base  ABC  del 
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GorolLarli.  —  1°  Un  poliedro  convesso  circoscritto 
sfera  è  equivalente  al  paratie lepipedo  della  sua  superficie 
e  di  un'Imo  del  raffilo  della  sfera.  i 

2,"  Un  pitie  Irò  regolare  è  eq'tivalente  al  par  jllelepijiedo  \ 
delta  sua  superflue  e  di  un  ferzo  del  suo  apotema. 

Superficie  cilindrica  e  cilindro. 

406.  Lemmi  1.  —  Ogni  .prisma  inscritto  in  un  cilindro,  è 

suKViitente  di  ogni  prismi  circoscritto   allo  slesso  cilin'ho.  i 
Lemma  II.  —  Dato  un  prisma   interino  in  un  cilindro,  | 
ogni  altro  prisma  inscritto, che  abbii  p'r   sp'goH    laterali,  [ 
insieme  con  altri,  lutti  gli  spigoli  laterali  del  prisma  dato, 
é  firevatente  a  questo.  j 

Corollarii.  —  1,"  Se  di  un  prisma  equilatero  inscritto  si  j 
raddoppia  il  numero  degli  spigoli  laterali,  il  nuovo  prisma  ' 
(quilatero  è  prevalente  al  primo. 

2.°  Fra  tutti  ffl'innvmerevoli  prismi  equitateriinacritti  i 
de'  quali  il  numero  degli  spigoli  laterali  vada  rad  loppiando,  1 
non  ce  n'é  u>,o  prevalente  a  tutti  gli  altri.  1 

407.  Lemma  IH.  —  Dato  un  prisma  circoscritto  a  wn  j 
cilindro,  ogni  altro  prisma  circoscritto,  che  abbia  per  piami 
delle  sue  facce,  insieme  con  altri,  tutti  i  piani  delie  faceti 
del  prisma  dato,  è  suvvalente  a  questo.  ' 

Corollarii.  —  I."  Se  di  un  prisma  equilatero  circose<itlo\ 
si  raddoppia  il  numero  delle  facce,  il  nuovo  prisma  equità-* 
tero  circoscritto  é  suvvalente  al  primo.  j 

2.°  Di  tutti  gl'innumerevoli  prismi  equilateri  circoscrittiA 
dei  quali  il  numero  delle  facce  laterali  v^  raddoppiandj,\ 
non  ve  n'è  uno  suvvalente  a  tutti  gli  altri.  i 

408.  Teorema.  —  I prismi  equilateri,  che  sono  inscritti  t\ 
circoscritti  ad  un  ciUndro  e  variano  raddoppiando  tucces-' 
sitamente  e  indefinitamente  il  numero  delle  facce  laterali, 
co'tituiscono  due  grandezze  variabili  convergenti. 

Dato  un  cilindro,  immaginiamo  di  iDgcpìvervi  e  oircoscri- 
vervi  duft  prismi  equilateri  di  egual  numero  di  facce:  le  loro 
liasi  SODO  due  polìgoni  regolari,  ano  inscritto,  l'altro  circoscritto 
di  egual  numero  di  lati. 

Si  faccia  raddoppiare  su  e  cessi  va  mente  eiDdefinitamecte  il 
numero  delle  facce  di  cissoun  prisma. 

Q'iesti  prismi  si  possoii  considerare  come  graidezze  varia- 
bili, che  assumono  ionumerevolì  stati,  restando  sempre  DDa(il, 


.MiyGoD^le 


D,™),prii>,Google 


164  GRANDEZZA  DI  TERZO  GENERE. 

'^ar  vedere  che  di  queste  due  grandezze,  uds,  cioè  la  auperlicie 
laterale  dei  prismi  ioscritti,  assume  stati  sempre  crasceoti,  e 
l'altra  Invece  stati  decreacenti,  pure  esseodo  questa  sempre  pre- 
valente a  quella,  e  che  dì  questa  grandezze  la  snvvalente  dod 
ha  stato  massimo,  uh  l'altra  stato  minimo.  Di  più  la  differenza 
Tra  dae  stati  corrispondenti  può  diventare  suvvalaate  di  Ogni 
grandezza  assognabile. 

Difatti,  essendo  la  superficie  laterale  di  un  prixina  retto 
equivalente  al  rettangolo  del  perimetro  della  basa  e  dell'al- 
tezza, la  differenza  fra  le  dae  superficie  laterali  d'an  prisma 
inscritto  e  del  circoscritto  corrispondente  é  la  differenza  fra 
due  rettangoli,  che  hanno  eguale  l'altezza;  e  perciò  è  un  ret- 
tangolo, che  ha  la  stessa  altezza,  e  per  base  la  differenza  dei 
perimetri  delle  basi  dei  prismi.  Ma  questi  sono  i  perimetri 
liei  poligoni  regolari  e  la  loro  differenza  pud  diventare  minore 
d'ogni  grandezza  assegniibile  (§  354  Plan.)>  e  perciò  la  diffe- 
renza fra  le  superficie  laterali  dei  prismi  può  diventare  mÌDore 
d'ogni  grandezza  assegnabile.  Ossia  le  superfloie  laterali  dei 
prismi  equilateri  inscritti  e  circoscritti,  di  cui  il  numero  delle 
iacee  va  raddoppiando,  sono  grandezze  variabili  convarganti, 
e  ammettono  un  limite  comune. 

410.  Analogamente  al  §  408  diremo: 

La  superficie  laterale  di  un  cilindro  è  il  limite  delle  su- 
perficie laterali  dei  prismi  equilateri  inscritti  e  eircotcritti, 
ihe  variano  raddoppiando  il  numero  delle  facce  laterali. 

Corollarìì.  —  1.°  La  superficie  laterale  del  i:ilindro  è  equi- 
valente al  rettangolo  di  un  circolo  di  base  e   dell'attesta. 
2.°  L'area  della  superficie  laterale  del  cilindro  é  il  prò- 
dolio  della  misura  d'-ll'altesza  per  la  mitura  dun  circolo 
di  base. 

3."  La  superficie  totale  d'un  cilindro  è  equivalente  al 
rettangolo  di  un  circolo  di  base  e  della  somma  deltaltetta 
e  del  raggio. 

Se  e  è  il  circolo  di  base  del  cilindro,  r  il  raggio,  h  l'altezza, 

essendo  e . A  la  superficie  laterale,  e  ~c.r  la  superficie  di 
una  base,  si  ha  che  la  superficie  totale  è: 

^+|^  +  ^r7=<"7A  +  c":7  =  c.(/.+r) 

4.**  L'area  della  superficie  totale  d'un  cilindro  è  il  pro- 
dotto della  luvgheiza  di  un  circolo  di  base  per  la  somma 
delle  lunghezze  delValtezza  e  del  raggia. 
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411.  Avendo  dimostrato  l'equivalenza  di  UD  ciliadro  con  nn 
parallelepipedo,  e  dalla  superficie  laterale  di  un  cilindro  eoo  un 
rettangolo,  potremo  adesso  parlare  di  citìndrt  equivalenti,  pre- 
valenti 0  suvvalenti,  secondo  che  sono  equivalenti,  prevalenti 
o  suvvalenti  i  parallelepìpedi  equivalenti  ai  cilindri.  Lo  stesso 
si  dica  della  superficie  laterali.  E  possiamo  dadurre  che,  dati 
due  o  più  cilindri,  esiste  sempre  un  parallelepipedo  somma 
dei  cilindri,  e  un  rettangolo  somma  delle  saperficìo  laterali 
dei  cilindri  dati. 

Gorollarii.  —  l."  Se  due  cilindiri  hanno  eguale  la  base,  è 
loro  somma  (o  diffirenxà)  il  cilindro,  che  ha  la  stessa  base 
e  ptr  allessa  la  somma  ^o  la  differenza)  delle  altezze.  La 
ana  superficie  laterale  è  la  somma  (o  la  diiTerenza)  di  quella 
dei  cilindri  dati. 

2°  Se  due  cilindri  hinno  eguale  l'altezza,  è  loro  somma 
(o  differenza)  il  cilindro  che  ha  la  stessa  altezza  e  per  base 
la  somma  (o  differenza)  delle  basi.  La  sua  superficie  late- 
rate  è  la  somma  (o  ta  dilTerenKa)  di  quelle  dei  cilindri  dati. 

Superficie  conica  k  cono. 

413.  Lasciamo  allo  studioso  la  cura  di  enunciare  e  dimostrare 
per  il  cono  i  teoremi  e  corollari  analoghi  a  quelli  del  §  403, 
e  che  si  dedncon  da  quelli,  sostituendo  la  parola  cono  alla 
parola  cilindro,  e  piramide  a  prisma. 

Aggiungiamo  il  seguente: 

Lemma.  —  /  lati  dei  poligoni  regolari  inscritti  e  circo- 
scritti a  ìin  circolo,  e  dei  quali  il  numero  dei  vertici  su- 
cessivamente  e  indefinitamente  raddoppia,  posson  diventare 
minori  di  qualunque  segmento  assegnabile. 

Sia  AB  il  lato  di  no  polìgono  regolare  inscritto  nel  circolo 
di  centro  0;  AB  l'arco  sotteso  da  qnesto  lato;  G  il  punto 
medio  dell'arco  AB.  È  AG  t'arco  sotteso  dai  tato  d'un  polìgono, 
che  ha  numero  doppio  di  lati  ed  è  AG  =  —  AB.  Se   L  e  il 

punto  medio  di  AG,  è  AL  l'arco  sotteso  dal  lato  d'un  poli- 
gono, di  cui  il  numero  dei  lati  si  è  ancora  raddoppiato,  ed  ò 

AL  =  —  AG,  ecc.  Sicché  gli  archi  sottesi  dai  lati  dei  poligoni 

inscritti  sono  stati  d'un  arco   variabile  decrescente,  di   cui 
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ogai  slato  ò  muU  dui  pracedante:  psrciù  (Pian,  g  3i9)  può 
dÌTSotare  mioore  d'dgni  Kraodezza  assagaabile:  e  a  più  forte  ' 
ragioDS  accade  lo  stesso  dalla  sua  corda,  ossia  del  lato  del  pnli- 
goao  inscritto,  parche  la  corJa  è  minore  dell'arco  (Pian  g  359). 
Se  CD  è  il  lato  d'un  pi)ligono  regolare  circoscritto  (fij.  163) 
tangente  in  A,  6  AD  la  metà  di  CD:  a  se  EF  è  il  lato  del 
poligono  circoscritto  di  cui  è  doppio  il  numero  dei  lat',  a  (ì 
i  il  punto  di  contstto  di  EF  col  circolo,  i  E<3t  metà  di  EF> 
Essendo  EQ  =  AKeÈG<ED,è  2Ea<  AD,  ossia  EF  < 
<  —  CI^  ci(è  un  lato  di  un  poli- 
gono regolare  circoscritto  di  cui  il 
numero  dei  lati  va  raddoppiando, 
diventa  ogni  volta  minore  della 
metà  dello  stato  precedente,  e  per 
ciò  pud  divenire  minore  d'ogni  seg- 
mento assegnabile. 

CorolUriì.  —  ì.°  La  differenza 
fra  il  roggio  di  un  circolo  e  l'a- 
e  patema  dei  poligoni  regolari  in- 

■    rif.  103.  Sfritti  di  cui  il  nvmero  dei   tali 

lurcesaivamente  e  indefinitamente 
raddoppia,  diventa  minore  d'ogni  segmento  assegnabile.  Se 
ABUi  lato  (flf .  1(^3)  OH  l'apotoma  8(5q"ìI  raggif,  è  OG*— 
—  OH  =  GH  =  0A  — OH<AH;quÌndiGH  <  AH:  ossia  la 
differenza  fra  il  raggio  e  l'apotema  è  minore  della  metà  del 
lato:  per  il  teorema  precedente,  questa  difTerecza  può  diven- 
tare minore  l'i  ogni  grandezza  assegnabile. 

2,"  La  differema  fra  il  raggio  di  un  circolo  e  i  raggi 
dei  poligoni  regolari  eir<oscritii  al  circolo  stesio,  dei  quali 
il  numero  dei  lati  successivamente  e  indefinitamente'  rad- 
doppia, diventa  minore  d'ogni  segmento  assegnabile. 

413,  Teorema.  —  Le  piramidi  equilatere  che  sono  in- 
scritte e  circoscritte  ad  un  cono  e  variano  raddoppiandì 
succesnr amente  e  indefiràtamcnte  il  numero  delle  facce  la- 
terali sano  variabili  convergenti. 

I^e  piramidi  equilatere  inscritte  si  posson  considerare  come 
sliiti  di  una  grandezza  V  variabile,  crescente;  le  piramidi 
equilatere  circoscrìtte  come  stati  di  una  grandezza  variabile 
V  decrescente,  essendo  per  altro  sempre  V  ■>  V.  Facendo 
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l'altra  circnsc.ritta ,  in  modo  che  siano  paralleli  i  lati  della 
base,  bì  ha  VU  ~  VC"<  BC"ossìa  vF—  vc'<  OB  —  CO 
essendo  0  il  centro  della  base;  ma  quando  P  e  p  convergono 
verso  il  limite  comune,  la  differenza  Olì  —  OU  fra  il  raggio  e 
l'apotema  del  poligono  inscritto  diventa  minore  d'ogni  grat- 
dezza  assegnabile  (§  412,  coroll.);  lo  stesso  ancade  dunque  di 
VB  —  ve  ossia  della  diifiirenza  tra  gli  apotemi  dello  piramidi. 
Sicchd  quando  P  e  j)  convergono  verso  un  limite  comnne,  an- 
cha  a  converge  verso  A ,  e  i  rettangoli  P .  A  e  p  .a  hanno 
un  limite  comune,  nho  è  il  rettangolo  avente  per  lati  11  limito 
comune  di  P  e  ;i  e  il  lìmite  comune  di  A  e  a,  ossia  il  ret< 
tangolo  del  circolo  di  base  del  cono  e  del  lato  del  cono.  Ma  i 

rettangoli  —  P  .  A  e  —  p  .  a  sono  rispettivamente  equivaleuti 

alle  superficie  laterali  delle  piramide  circoscritte  ed  inscritte 
nel  cono:  dunque  queste  superficie  ammettono  un  limite  co- 
mune, che  sarà  equivalente  al  limite  comune  dei  rettangoli, 
.  41C.  Possiamo  ora  definire: 

La  superficie  laterale  di  un  cono  è  il  limite  delle  super- 
fìcie laterali  delle  piramidi  inscritte  e  circoscrilte  al  cono, 
che  variano  raddoppiando  successivamenle  e  indefinitamente 
il  numero  delle  fac  e  laterali. 

Gorollarii.  —  1."  La  superficie  laterale  di  un  cono  e  equi- 
valente al  rettangolo  del  circolo  di  base  e  della  metà  del  lato. 

Se  ai  chiama  stzione  media  del  cono  il  circolo,  che  si  oi- 
tiene  costruendo  un  piano  parallelo  alla  base  pel  punto  medio 
dell'altezza,  si  ha  pure: 

2."  La  superficie  laterale  di  un  cono  è  equivalente  al 
rettangolo  della  sezione  media  e  del  lato. 

Difaiii  li  circolo  della  sezione  media  6  mela  del  circolo 
di  base,  essendo  il  suo  raggio  mela  del  raggio  di  o,uesto. 

3."  La  superficie  totale  d'un  cono  è  equivalente  alla 
metà  del  rettangolo  del  circolo  di  base  e  della  somma  del 
lato  del  cono  e  del  raggio  della  base. 

Se  0  6  il  circolo  di  base,  r  il  suo  raggio  e  /  il  lato,  ai  ha: 
1  —        1    1 


jC.t  +  -c.r^-c.{l+r). 

4."  L'area  della  superficie  laterale  di  un  cono  è  il 
prodf-lto  della  misura  del  circo/o  dì  base  per  la  metà  della 
lunghezza  del  lato. 
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5,0  Se  due  coni  hanno  eguale  la  base,  è  loro  somma  (o 
differenza)  il  cono  che  ha  la  stessa  base  e  per  altezza  la 
somma  {o  differenza)  delle  altezze, 

&P  Se  due  coni  hanno  eguale  Caltezzaé  loro  somma  (o 
differenza)  il  cono  che  ha  la  stessa  altezza  e  per  base  la 
somma  (o  differenza)  delle  basi. 

Tronco  di  cono. 

417,  Teorema.  —  Il  tronco  di  cono  a  basi  parallele  è  il 
limite  dei  tronchi  di  piramidi  equilateri  a  basi  parallele  che 
sono  in  esso  inscritti  e  circoscritti,  e  variano  raddoppiando 
successivamente  e  indefinitamente  il  numero  delle  facce. 

Se  costruiamo  il  cono,  cui  appartiene  il  tronco,  questo  ri- 
pults  come  differenza  di  due  coni,  ì  quali  sodo  limiti  di  due 
coppie  di  piramidi  convergenti.  Facendo  corriapoodere  in  que- 
ste coppie  gli  stati  di  piramidi  inscrìtte,  oppure  circoscrit'e, 
che  hanno  lo  stesso  numero  di  facce,  le  differenze  fra  gli 
stati  corrispondenti  sono  tronchi  di  piramidi  convergenti.  E 
poìchA  abbiamo  ammesso  che  il  limite  della  differenza  di  due 
grandezze  vai-iabili  sia  la  differenza  dei  limiti  delle  grandezze 
stesse  (Prel.  II,  4.")  possiamo  rilener  dimostrato  il  teorema. 

Corollario.  —  Il  tronco  di  cono  a  basi  parallele  è  equi' 
valente  alla  somma  di  tre  coni,  che  hanno  per  altezza  la 
slessa  altezza  del  tronco,  e  per  basi  le  due  basi  del  tronco 
e  una  media  geometrica  fra  queste  due  basi. 

Difatti  ognuDo  del  tronchi  di  piramide  inscritti  e  circoscritti 
nel  tronco  di  cono  è  equivalente  alla  somma  di  tre  piramidi, 
che  hanno  tutte  la  stessa  altezza,  e  hanno  per  base  le  basi 
del  tronco  e  la  media  geometrica  fra  le  due  basi.  Oi-a  le 
basi  corrispondenti  dei  tronchi  di  piramide  inscritti  e  circo-' 
scritti  sono  variabili  convergenti,  e  son  loro  limiti  le  basi 
del  cono:  sicché  le  tre  piramidi  hanno  rispettivamente  per 
limiti  tre  coni,  che  hanno  la  stessa  altezza  del  tronco  di  cono 
e  per  basi,  le  basi  del  cono  eia  media  geometrica  fra  queste. 

41?.  Teorema.  —  La  superficie  laterale  di  un  tronco  a  basi 
parallele  è  il  limite  delie  superficie  laieriiU  dei  tronchi  dì 
piramide  equilateri  a  basi  paralleli  che  sono  in  esso  inscritti 
e  circoscritti  e  variano  raddoppiando  successivamente  e  in- 
definitamente il  numero  delle  facce. 

Dimostrasi  analogamente  al  teorema  del  §  417. 

Corollarii.  —  l."  La  superficie  laterale  di  un  tronco  dicono 
a  basi  parallele  è  equivalente  al  rettangolo  del  lato  del 
tronco  e  della  semisomma  dei  circoli  di  base. 
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?."  La  superfìcie  laterale  del  tronco  di  cono  a  basi  pa- 
rallele é  equivalente  al  rettangolo  della  sua  sezione  mediai 
e  del  loto. 

3.°  L'arra  della  snpir/^cie  laterale  di  un  tronco  ilt  cono  a 
b.isi  parallele  è  il  prodotto  delta  semi^omma  delle  lungheize 
dei  circoli  di  base  e  della  lungheita  del  suo  lato,  oppure: 
L'area  della  superfìc  e  lutera^'e  di  vn  tronco  di  cono  a  basi 
parallele  é  il  prodotto  della  lunghezza  dilla  sezione  rimedia 
rtllifìcata  per  la  lunghezza  del  tato  del  tronco. 

SUPIIIF.CIE    SFERICA    E    SFERA. 

419.  Lemma..  ~  Se  un  segmento,  tangente  ad  un  circolo 
nd  svo  punto  irei  io,  ruota  di  un  giro  in/orno  od  un  dia- 
meli o   che  non  la  teglia,  la 

K       y        ►        superficie  da  esso  geni  rata  è 

\      Jh^      I      ~~'^,  equivalente  alla  superficie  <i- 

\Jf-.\  \  \  lindrica   generala   dalla  iua 

Aj-^-'^-,       :  A        proiezione  sulla  tangente  pa- 

l   ':     '■  ""■,  ;  \       ralle'a  al  diametro   ctn^iVe- 


[,unto  medio  (Bg.  165)  C;  aia  MN  ii  diametro  attorno  al  quale 
avviene  la  lolarione,  A'B'  la  proiezione  di  AB  sulla  tangente 
parallela  a  MN,  della  quale  il  punto  di  contatto  sia  P. 

Se  ò  AD  parallelo  a^MN  esso  si  trova  allora  sulla  tangente 
considerata,  e,  (o^ncidendo  perciò  colla  sua  proiezioDe  su  qne- 
sla,  è  evidente  il  teorema. 

Se  AB  non  è  parallelo  a  MN,  costruiamo  la  proiezioni  Aj,  Cj, 
Bi  dti  punti  A,  C,  B,  sul  diametro;  ed  il  raggio  UP,  che  risulta 
eguale  e  parallelo  a  A'A ,  e  B'Bj.  Costruiamo  anche  il  raggio  OC, 
e  da  uno  degli  estremi  del  segnientn,  per  ea.  da  A,  sì  ccstruìaca 
la  parallela  al  diametro  MN,  che  incontra  D'H)  nel  punto  D. 

I  Iriargcli  ABD,  CC,0  sono  simili  avendo  i  lati  rispetli- 
vemente  perpendicolar?,  e  perciò  è: 

AB  :  CO  :  :  AD  :  CC^ 
o  ani  he: 

AB  :  AD  :  :  CO  :  Cq . 
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IndicaDdo  eoo  cirp,  CO  il  circolo  di  cui  il  raggio  è  CO,  ed 
essendo  (Pian.  §  435): 

circ.  CO  :  circ.  CC]"  ;  :  CO  :  CO^ 

sì  ha  pure;      „_  

AB  :  AD  :  :  circ  CO  :  ciré.  CCj 


i,  ricordando  che  CO  =  OP  =  B'ii.  e  clie  A,D  =  A'B': 


Ma  AB  .  ciré.  CGi  è  la  soperfleie  de!  tro 


rata  dal  si  amento  dato  (g  418,  Cor.  2,")  ;  A'B'.  circ.  BF^  ò  la 
saparQcie  ciliodrica  generata  dalla  sua  proiezione  sulla  tan- 
gente parallela  al  diametro,  quindi   è  dimostrato  il  teorema. 

4i0.  Teorem*.  —  La  tuperficie  generala  da  vna  sp€zzaia 
circoscritta  a  un  circolo,  che 

ruota  di  un  giro  intorno  a  icn      ^.        y  s  a- 

diametro  che  non  ìa    taglia  ,      \       ^    ' 
è  equivalente   alla  svj.erficie      ■    /^.\  \\        ^^o 

laterale  del  cilindro  generato  '<^  i  '-,  ■  ;  /\ 
dalla  proiezione  delia  speszc-  *'f~^-~A  '\  '<  j  y^  '\ 
ta    sulla   tangente   al  circolo      [      ^"~"--\Lf  Ì  | 

parallela  a  quel  diametro.         kk.  "  K —    Ti  ci  oTn 

Sia  ABCD  la  spezzata  circe-  Kj„'.  io;, 

scritta  al  circolo  di  centro  0, 

la  qaale  ruota  di  un  giro  (fig.  166)  intorno  al  diametro  MN 
e  Siene  A",  B',  C,  D',  le  proiezioni  dei  suoi  vertici  sulla  tan- 
gente parallela  a  MN.  Pel  teorema  precedente,  indicando  con 
sup.  AB  la  superficie  generata  da  AB,  si  ba: 

sup.  AB  =  £up.  A'B' 

sup.  BC  -^i  sup.  B^ 

sup.  CD  =  sup.  CD'. 

Sommando,  si  deduce  che  la  superficie  generata  dalla  apez> 

zata  é  la  somma  delle  superficie  cilindriche  generate  da  A'B', 

da  B'C,  da  CD',  e  poiché  queste  hanno  lo  stesso  raggio,  la  loro 

somma  è  la  superficie  cilindrica  generata  da  A'D'. 

Corollario.  —  La  superficie  generata  da  una  spezzata  cir- 
coscritta ad  un  circolo,  che  ruota  di  un  giro  intorno  a  un 
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diametro  che  non  la  tagli  è  equivalente  al   rettangolo  de^ 
circolo  steato  e  della  proiezione  della  spezzata  sul  diametro-    < 

421.  Diramo  che  una  apezzata  b  inscritta  in  un  arco  di  circolo, 
quando  i  suoi  vertici  soa  punti  dell'arco,  e  i  suoi  estremi  son  gii    i 
estremi  dell'arco.  L'arco  allora  ai  dice  circoscritto  alla  spezzata. 

Diremo  che  una  spezzata  d  circoscritta  ad  un  arco  di  cir-    ; 
colo,  (juando  i  suoi  lati  sono  tangenti  all'arco  e  i  suoi  estremi 
8000  sui  lati  dell'augolo  al  centro  che  compreude  l'arco.  L'  arco 
allora  bì  dica  inscritto  nella  spezzata.  . 

422.  Teorema  —  Le  superficie  generate  dalle  tnezzale  re- 
golari ins:ritte  e  circoscritte  ad  un  arco  di  circo/o,  che  ruo- 
tano intorno  al  diametro  di  questo,  e  variano   successiva-    I 
mente  e  indefinitamente  raddoppiando  il  numero  dei  lati,    ; 
tono  variabili  convergenti. 

Sìa  EA.  UD  arco,  che  ruota  iotorno  al  diametro  MN   del  suo 
cìrcolo  (dg.  167),  e  sieuo 
ABCDE,  A'B'C'D'E'  due    i 
Btati    corri  spondeo  ti    di    '■ 
due  epezzate    regolari, 
disposti  coi  lati  paralli- 
li,  questa  inscritta  nel-    i 
l'arco,  l'altra  circoscrii- 
ta,  delle  quali  il  numera    I 
dei  Iati  vada  continua- 
mente e  ìndefioit  amenti 
raddoppiando  ,    essendo 
corrispondenti   gli  stati  che  hanno  egual  numero  dì  lati.  \ 

Le  superticie  generate  dalla  spezzata  variabile  circoscritta  ! 
si  possoQ  considerare  come  stati  di  una  grandezza  variabile, 
die  è  la  auperflcie  cilindrica  generata  da  AiKj,  proiezione  della 
spezzata  AE  sulla  tangente  parallela  a!  diametro  (§  -120).  Que- 
sta grandezza  ò  evidentemente  decrescente,  perette  I  punti  A 
e  E  si  avvicinano  rìj^peltivamente  ai  punti  A'  e  E'  {§  412, 
coroll.  2.");  e  perciò  diminuisce  la  generatrice  AjE,  della  su- 
perficie cilindrica,  mentre  rimane  costante  il  raggio,  e  non  ha 
slato  minimo  (1). 

(1)  S«  i  ponti  A,  a  E,  (entTO  ■allo  iMbso  ngglo  <]*I1r  ralla  A,  E,  rtap«Ii« 
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Le  snperflote  generate  dalla  spezzata  variabile  inscritta  {la 
qnale,  a  Bua  yolia,  è  sempre  circoscritta  a  un  altro  circolo 
coDcentrico  al  primo,  e  di  raggio  miaora)  si  possoa  conside- 
rare come  stati  di  doa  grandezza  variabile,  che  è  la  superfloie 
cilindrica  generata  da  A',E'|  proiezione  della  spezzata  A|E| 
Balla  tangente  al  suo  circolo  inscritto  e  parallela  al  diametro. 
Questa  grandezza  è  evideotemente  crescente,  perchè  l'apo- 
tema  OH',  rag^o  del  circolo  inscritto  si  avvicina  indefinita- 
mente a  OH,  (§  41S,  coroU.  1.")  ossia  aumenta  il  raggio  della 
superficie  cilindrica,  che  conserva  costante  l'altezza  A'^E',. 

La  difi'erenza  di  queste  dna  grandezze  decresce  indefinita- 
mente: e  perciò  esse  ammettono  un  lìmite,  il  quale  è  equiva- 
lente alla  superficie  generata  dalla  proiezione  dell'arco  sulla 
tangente  A, E,, 

Questo  limite  si  definisce  equivalente  alla  superficie  gene- 
rata dall'arco. 

423.  La  superficie  generata  da  un  arco,  che  ruota  di  nn  giro 
intorno  a  un  diametro  del  suo  circolo,  ohe  non  lo  taglia,  sì  dice 
calotta  sferica  se  un  estremo  dell'arco  generatore  ò  sul  dia- 
metro, e  il  circolo  generato  dall'altro  estremo  (§  91)  dicesi 
allora  base  della  calotta:  la  proiezione  dell'arco  sul  diametro  è 
l'altezza  della  calotta.  La  superficie  generata  dicesi  zona,  se 
r  arco  generatore  non  ha  alcun  estremo  sul  diametro  :  i 
circoli  paralleli  generati  dai  suoi  estremi  sono  le  basi  della 
7onai  e  la  loro  distanza  è  l'altezza  della  zona.  La  calotta 
chiamasi  pure  zona  a  una  base. 

Se  per  due  ponti  sul  diametro  di  una  afera,  si  costruiscono  due 
piani  perpendicolari  al  diametro,  la  superficie  sferica  vien  divisa 
JD  tre  parti;  l'intermedia  è  una  zona,  e  le  altre  son  due  calotte. 

Corollari.  —  1,"  La  superficie  di  una  zona  o  di  una  calotta 

è  equivalente  alla  superfìcie  laterale  del  cilindro  generato 

delta  proiezione  dell'arco  generatore,  rotante  intorno  a  un 

diametro,  sulla  tangente  al  circolo  parallela  a  quel  diametro. 

2.°  L'area  della  superficie  di  una  zona  o  di  una  calotta 


>OA,>OK,  >0£^0r«^ih«:OAj;0.1,  ;;Orf 
)  poiché  è  u.\-.  Ot]:.  OE-OBi,  ai  h»:  Oì,: 
.  D»  coidivideodo:  Aj  E,  ;  A,E,  :  :  Oa:OAi;  b 
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è  il  prodotto  della  misura  di  un  circolo  massimo  della 
per  la  lunghezza  dell'allena  della  zona  o  della  calotta: 
sicché  se  t*  è  la  lunghezza  dui  raggio  delia  sfdra,  h  la  lunghezzi 
dell'altezza  della  zoDa  o  calotta,  A  l'area  della  si  per  fiele  di 
questa,  ai  ha  :  A  =  2  jt  rA. 

3."  Tm  superficie  di  una  sfera  è  equivalente  alla  super- 
ficie laterale  del  cilindro  ad  essa  circoscritto. 

4."  L'arca  della  superficie  sferica  é  il  prodotto  della 
lunghezza  d'un  circo'o  massimo  per  la  lunghezza  del  diO' 
metro;  sicché,  s&  r  é  la  lunghezza  del  raggio  ed  A  l'area 
dulia  superficie  sfirica,  si  ha:  A  =  4nr*. 

4."  Ln  superficie  dì  Mia  sfera  è  il  quadruplo  della  su- 
perficie d'un  suo  circolo  massimo. 

b."  Le  sup'rficie  di  due  sfere  sljnno  fra  Ijro  come  i 
quadrati  dei  raggi. 

424,  Lemma. —  Il  solidi  ge/teralo  da  un  triangolo,  quanio 
il  suo  pia'ia  ruota  intorno  a  una  dell-!  sue  rette  che  cm- 


Fig.  m. 

tenga  un  vertice  e  lasci  il  triangolo  lultj  da  una   banda,  i 
equivalente  a  un  terzo  del  parallelepipedo  della   superficie  1 
generata  dal  lato  opposto  al  rertice  che  è  sull  i  retta,  e  del'  \ 
l'altezza  corrispondente  a  questo  lato. 
Possono  darsi  tre  casi: 

1."  Il  triangolo  dato  ABC  ba  un  lato  AG  sulla  retta 
data  r.  Si  costruisca  l'altezza  BE  sul  lato  AC.  Può  darsi  al- 
lora chri  il  punto  E  sia  un  ptinto  del  segmento  AC,  o  un  punto 
esterno  ad  esso  (dg.  16>  l."  e  3.°)  e  allora  il  solido  generato 
dal  triangolo  ABC  è  la  somma  o  la  differenza  dì  dae  coni  ge- 
nerati dai  triangoli  rettangoli  AEB,  BBC,  i  quali  coni  hanno 
la  base  comune,  che  è  il  circolo  di  raggio  EB:  qaiadi  la  loro 
somma  o  la  loro  differenza  è  il  cono  che  ba  la  'stessa  baM  e 
per  altezza  la  somma  o  la  differenza  AC  delle  altezze.  Cioè 
il  solido  generato  dal  triangolo  ABC,  cbe  iadicheremo  ssri- 
vendo  sol.  (ABC),  È  equi  inaiente  a  un  terzo  AÀ  parallelepipedo  i 
del  circolo  di  raggio  BG  e  di  AC. 
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Ma,  essendo  snp.  oirc.  BE  =  —  circ.  BE  .  lìE,  si  iia: 


sol.  (ABC)  =  -  sup.  circ.  BE  ,  AC  =3.  -  .  _  circ.  BE  .  BE  .  AC 

E  poiché  è  BE  .  AC  =  BC  .AD  (basendo  "ad"  l'altezza  del 

triangolo  eorriapondenfe  at   lato  BC),  perchè  ambedue  equi- 
valenti al  doppio  del  triangolo  ABC,  si  ha  pure: 


sol.  (ABC)  ^  r  ■  7  ci"-  BE  .  BC.  AD. 


Ma  —  circ.  Bti .  BC  è  la  soperfieio  laterale  del  cono  gene- 
rato dal  triangolo  BEO,  e  perciò  è  la  sopcrfieia  generata  dal 
la'.o  BC,  che  iniichiamo  eoa  sup.  BC:  e  perciò  abbiamo: 


sol.  (ABC)  =  -sup.  BC.  AD, 

come  volevamo  dimostrare. 

Se  poi  il  punto  E  coincile  con  un  estremo  C  del  segmento 
AC  (tìg.  158,  2.°),  allora  il  triaigolo  dato  ABC  è  r^ttaogolo,  e 
ruota  intorao  a  un  ca'.eto;  sicché  genera  un  cono,  e  kì  ha: 

1 


.(ABC)  =  -sup.  BC.  AD, 

'iie  dimostra  il  teorema. 

2."  Nessun  lato  coincida  con  la 
retta  r,  sulla  quale  ò  il  vertice  A,  e 
il  lato  BC  non  sia  parallelo  a  r 
{A]!.  109),  Sj  F  è  il  punto  comuno 
delio  rette  r  e  BC,  si  ha: 

sol.  (ABC)  =  sol.  (ABP)  —  sol.  (ACF), 

ossia  il  solido  generato  da  ABC  è  la  differenza  di  doe  solidi, 
uno  equivilente  a!  terzo  del  parallelepipedo  della  superficie  ge- 
nerata da  BK  e  dall'altezza  AD,  e  l'altro  equivalente  al  terzo 
del  parallelepipedo  ^ella  superdcie  generala  da  CF  p  dalla 
elesia  aHezza  AD.  Mi  la  ditTerenza  di  due  parallelepipedi,- che 
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lianno  la  atessa  altezza,  ò  il  parallelepipedo  della  stessa  altezza 
e  della  diffareuza  delle  basi;  quìodiè: 
1  ■ 


sol.  (ABC)  -5=  -  (8up.  BF  —  sup.  CF) ,  AD. 

Ma  è  evideatemente: 

sup,  BF  —  eup,  CF  =  snp.  BC 
jcchò  è: 

1- 


8ol.  (ABC)  =i-  AD.sup.  BC 
come  si  voleva  dimostrare. 

3,0  J!  lato  BC  aia  parallelo  alla  retta  r.  Se  D  e  E  sono 
le  proìezioDÌ  dei  punti  BC  sulla  retta  r,  può  darsi   che  una 


Fig.  no. 


(Itille  proiettanti  BD  coincida  con 
(Ig-.  170,  3."),  e  allora  si  Iia: 


lato  BA  del  trianjjolo 
sol.  (ABC)  =  sol.  (ABCE)  —  sol.  (ACE); 


BOI.  (ACE)  =^  -  sol.  (ABCE) 
sicché  si  ha: 

sol.  (ABC)  ^  -sol.  (ABCE)  = 


sicché: 


3 


sol.  (ABC)  --^  -  BD.  sup.  BC. 


0  dei  punti  D  e  E  coincide  col  punto  A,  può  darsi 
che  il  punto  A  sia  interno  od  esterno  al  segmento  DE  (fig,  170 
1.°  e  2.°).  Si  costruisca  l'altezza  AH  corrispondente  al  lato  BC: 
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il  solido  geniirato  dal  triangolo  ABC  è  rispetti  va msD  le  la 
somma  o  la  diffareaza  dei  due  solidi  ACH,  ABE,  il  primo  dei 
quali  b  equivalente  a  un  terzo  del  parallelepipedo  di  sup.  Cd 
e  dell'altezza  AH,  e  l'altro  a  uji  terzo  dal  parallelepipeJo  di 
sup.  BH  e  della  stessa  altezza  AH.  E  perciò  6: 


1 


sol.  (ABC)  =  -s-  AH  (aup.  OH  ±  sup.  BHj 
In  ogni  caso  6  : 


sol.  (ABCj  =  -  AH  .  sup.  BC 

come  si  voleva  dimoatrare. 

425,  Corollario,  —  Il  solido  generato  da  un  triangolo  Ìso~ 
scele,  che  ruotj  intorno  a  una  retta  deVo  stesso  piano  sitila 
quale  si  trova  il  vertice  del 
triangoìo,  che  rlman  tutto 
da  vna  banda,  è  equicalente 
ai  due  tersi  del  cilindro  ge- 
neratone Ila  stessa  rotazione 
dal  rettangolo, che  ha  per  ia- 

tiopposti  le  proiezioni  delia  ^^ 

base    del    triangolo  ,    fatte  Fig'ni 

tuna  sull'asse  di  rotazione 

e  l'altra  sulla    retta,  che  è  tangente  al  circolo  avente  per 

raggio  l'altezza  del  triangolo  e  il  vertice  per  centro,  ed  è 

parallela  all'anse  di  rotazione. 

Sia  il  triangolo  isoscele  ABC  (lig,  171),  di  cui  la  base  è  BC, 
e  AH  l'altezza  corrispoadente,  e  il  Tertice  A  sia  sulla  retta  r. 

Pel  teorema  precedente  ò  : 

sol.  (ABC)  ^  -  AH  .  sup.  BC 

'   Ma  se  costruiamo  il  circolo  di  raggio  AH  e  di   centro  A 
e  la  tangente  B'C  parallela  a  r,  ed  è  B'C  la  proiezione  di 
BC,  sappiamo  che  sup.  BC  è  (§  419)  equivalonCe  alla  superficie 
'  laterale  del  cilindro  generato  da  B'C,  sicché  è: 
2     1  ■ 


-  AH  .  sup.  B'C    ~  T  ■  9    ^^  ■  8"P-  ^'^' 
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E  polche  -AH  .Bup.  BO'.esBBndoAHegualeal  raggio dsl 

cilindro  generato  da  B^,  rappresenta  il  parallelepipedo  equi- 
valente a  questo  cilindro  (§  408,  Cor.),  è  dimostrato  il  teorema. 

426.  Per  settore  poligonale  inscritto  o  circoscritto  a  no 
aeltore  circolare  s'intende  la  parta  finita  staccata  noi  piano 
del  settore  circolare  da  ana  apezzata  non  intrecciata,  inscritta 
o  circoscritta  all'arco  del  settore  circolare,  e  dai  lati  dell'an- 
golo al  centro,  che  comprende  la  spezzata. 

427.  Teorema.  —  U  solido  generalo  da  un  settore  di  po- 
ligono regolare  circoscritto  a  un  settore  di  semicircolo,  che 

ruota  intorno  al  diametro  di 
questo,  é  equivalente  ai  due 
terzi  del  cilindro  generalo 
nella  stessa  rotatione  dal  ret- 
tangolo, che  ha  per  lati  opposti 
le  proiezioni  della  spezzata 
che  limila  il  settore,  fatte 
l'una  sul  diametro  del  semi- 
circolo e  Valtra  sulla  tan- 
gente ad  esso  parallela. 
Sia  ABCDO  il  settore  poligonale  circoscritto  al  samioircolo 
di  centro  0  e  diametro  MiN  (Hg,  172).  Se  costrniamo  i  seg- 
menti 0B>  OC,  e  se  A',B',C',D'  sono  le  proiezioni  dei  vertici 
sulla  tangente  nel  punto  V  parallela  al  diametrc,  e  se  A.B^CjD,  ■ 
sono  le  proiezioni  degli  stessi  punti  sul  diametro,  indicaudo  I 
con  oil.  A'B'AjB,  il  cilindro  generato  dal  rettangolo  A'B'AiBj, 
pel  corollario  precedente  si  ha  : 

sol.(OAB)  =  -cil.  A'B'AiBj 


sol.  (OBC)  - 


rcil. 


fC'B.Ci 


sol.  (OCD)  =  -  cil.  C'D'CjDj; 
sommando,  si  deduce; 

sol.(OABCD)  =  |eil.  A'D'AjDj 
come  si  voleva  dimostrare. 
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E  percitì  : 
3,"  Una  sfera  é  equivalente  ai  due  terzi  del  cilindro  eir- 
eoi -.ritto. 
4°  Due  sfere  stanno  fra  loro  come  i  cubi  dei  raggi. 

Superficie  tohica. 

42fl.  Lemmi  —  J."  La  somtia  delle  distame  degli  estremi 
ài  un  segmento  da  una  rttta  qualunque  co  nplana,  che  non 
hi  punti  comvni  con  està,  è  doppia  della  distanza  dnl  punto 
medio  del  segmento  della  medesima  retta. 

Corollario.  —  La  tomma  delle  distanze  di  due  punti  di 
un  segmento,  equidistanti  dagli  estremi,  da  vna  retta  qua- 
lunque che  non  ha  punti  co  nuni  col  segmento,  è  costante. 
2."  La  somma  delle  distante  dei  vertici  di  un  polig  ino 
teyo'are  da  una  retta,  che  non  ha  punti  comuni  col  poli- 
govo,è  eguale  atonie  volle  la  dis lama  del  centro  del  po- 
ligono   dalla  slessa  reità,  guanti  sono  i  lati. 

Se  ii  numero  dei  lati  è  pari,  o^dì  vertice  del  polìgono  ne 
lia  UDO  opposto,  ed  esàì  Eono  gli  estremi  dì  un  segmento,  di 
cui  il  centro  del  poligono  ò  il  punto  medio.  Sicché  1a  diataDZi 
di  due  vortici  opposti  del  poligono  dalla  retta,  è  doppia  della 
distanza  del  centro  della  stessa  retta.  E  do  discende  subito 
il  teorema. 

Se  poi  il  polìgono  ha  un  Dumero  di- 
spari di  lati,  e  Eia,  per  es.  il  triangolo 
ABC  (Ag.  173),  si  costruisca  il  triaDgolo 
■  ,  B|  Cj,  che  ha  per  vertici  i  punti  inedii 
'ì  archi  sottesi  dai  lati  del  triaDgolo  date, 
)  che  forma  con  questo  nn  esagono  regolare 
MNPQRS.  I  punti  medi!  dei  lati  di  questo 
esagono  sono  ì  punti  medii  dei  lati  dei  due 
triangoli ,  e  ,  perciò ,  se  indichiamo  c»n 
^.g.  113.  MM',  P^  pF.  .  .  AV.  be',  cicale  distinw 

dai  punti  M,  N,  P.  .  .  A,  B,  C  da  una  retta 
qualunque  che  dod  ha  punti  comuDi  col  poligono,  si  ha  pel  corol- 
lario precedeute: 

MM:  +  ss"  ^  AA •  +  BÌT 
HK  +  W  —  BB'  4  ce; 
PP'  +  N.N=  CC'+  AA'  I 
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E  siccome,  ss  n  è  f)  Dumsro  dei  lati  del   poligoDO,  O  il 
centroi  0'  la  sua  proiezione  nella  retta,  pel  corollario  Z."  è: 

MM'  +  NN   +  fF  +  . . .  =  n  .  Oir 
si  ba  pure: 


Ma  è 
quindi: 
ossia: 


S  =  AB  .  cirg.  (n  .  00) 
circ.  [n  .00')  =  n  .  eirc,  00' 


^  AB  .  M  oirc.  00' 


=  n  Ah  .  circ.  00' 


E  pojchè  n  AB  è  il  perimetro  del   poligoQo,  è  dimoatrat 
il  teorema. 

430.  Teorema.  —  Le  superficie  generate  rotando  intorno 
a  una  retta  complana,  che  non  ha  punti  comuni  con  tate, 
dai  contorni  dei  poligoni  regolari  inicrUti  e  circoscritti  a 
un  circolo,  dei  quali  il  numero  dei  lati  va  successiva- 
mente e  indefinitamente  raddoppiando,  sono  variabili  con- 
vergenti. 

Per  il  teorema  precedente  esse  sodo  equivalenti  a  rettan- 
goli, cbe  hanno  costante  un  lato,  che  è  il  circolo  generato  dnl 
centro:  mentre  l'altro  lato,  cio6  il  perimetro,  è  nna  graa- 
dezza  variabile  crescente  per  i  polìgoni  inscritti,  decrescente 
per  i  circoscritti.  Questo  prova  che  la  superficie  generate  dai 
contorni  dei  poligoni  circoscritti  sono  prevalenti  a  quelle  ge- 
nerate dai  poligoni  inscritti:  che  le  prime  sono  stati  di  nna 
grandezza  variabile  decrescente,  che  non  ha  ntato  minimo  :  le 
altre  di  una  grandezza  variabile  crescente  cbe  non  ha  stato 
massimo:  e  che  la  differenza  fra  le  due  grandezze  può  diven- 
tare minore  d'ogni  grandezza  assegnabile.  Perciò  esse  sono 
variabili  convergenti,  ed  ammettono  un  limite  comune. 

431.  Iiìremo  dunque:  La  superficie  lorica  è  il  limite  delle 
superficie  generate  rotando  intorno  all'asse  dai  poligoni 
regolari  inscritti  e  circoscritti  al  circolo  generatore,  dei 
quali  il  numero  dei  lati  va  successivamente  e  indefinita' 
mente  raddoppiando. 

Coroll»ìi.  —  1."  La  superficie  lorica  è  equivalente  al 
rettangolo  del  circolo  generatore  e  del  circolo  centrala. 
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sicno  rispetti  va  mente  simili  alle  facce  V'A'D',Y'B'C'  delI'aKra 
terminate  ai  lati  A.'U',BC'  omologhi  di  AB  e  BC.  La  due 
piramidi  sono  Rimili. 

Sullo  s|>ìgo!o  VB,  comune  allo  doe  facce  AVE,  BVC  ,  si 
prenda  un  srgmtnto  VB'  eguale  a  \tì',  e  pel  punto  B*  si 
ccstru'sca  un  plano  parullelo.alla  base  della  piramide  VABCD, 
e  sia  A'B"C*D'  la  sezione  ntienutn.  Sappiamo  che  la  pira- 
mide VA'B'C'D'  ft  simile  a  VABCD.  Se  proviamo  che  le  due 
piramidi  VA'B'C'D'  e  V'A'B'CD'  sono  eguali ,  il  teorema  è 
dimostrato. 

Intanto  i  due  poligoni  A'B'C'D',  A'B'C'D",  esaendo  simili  a 
uno  stesso  poligono  ABCD, sodo  simili  fra  loro:  di  più  avendosi: 

AB:  A'B"::  VB:VF 
AB  :  A^'  :  :  VB  :  V^ 

ed  essendo  VB"  =  VB',  fi  deduce  che  è  AB',  =  A'B'  e  i  duo 
poliKonisimilì,  avendo  un  lato  eguale,  sono  eguali.  Anche  le  facce 
VA'B',  V'AB'  e  VB'C,  VB'C  sono  riapettivamei te  eguali, 
avendo  un  angolo  eguale  comprrso  tra  lati  eguali.  E  allora 
le  due  piramidi  VA 'B'C'D',VA"B"C"D"  (§  280),  avendo  la  base 
eguale  e  due  facce  laterali  corrispondenti  eguali,  sono  eguali. 
Sieehè  è  V'A'B'CD'  aimile  a  VABCD,  come  si  voleva  dimc- 
strare. 

Corollario.  —  Due  tetraedri  sono  sirr-iìi,  se  hanno  eguali 
i  triedri  corrispóndenti. 

43h.  Te  rema.  —  Due  prisnà  sono  simili,  se  le  loro  boai 
son  poligoni  simili,  e  due  facce  laterali  terminate  a  due  fati 
consecutivi  itella  base  di  vr<o  sono  simili  a  due  facce  late- 
rali terminate    ai  due  lati   omologhi  della  base  d^t'altra. 

La  dimostrazione  è  analoga  a  quella  del  teorema  prece- 
dente. 

436.  Teorema.  —  Due  poliedri  sìrrnli  ad  un  terzo  son 
simili  fra  loro. 

Se  due  poliedri  P  o  P'  sono  simili  a  uno  stesso  poliedro  P", 
vuol  dire  che  gli  angoloidi  di  P  e  P',  rispettivamente  eguali 
a  quelli  di  P',  sono  eguali  fra  loro:  e  così  le  facce  di  P  e  P', 
essendo  rispettivamente  simili  allo  facce  di  P",  sono  simili  fra 
loro,  e  i  due  poliedri  sono  simili. 

Gorcllario.  —  Due  poliedri  simili  si  possono  sempre  di- 
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Dati  ora  due  poliedri  qualunque,  purchà  Blmili  e  similmente 
posti,  preso  un  punto  arbitrario  e  interno  a  uno  di  essi,  sì  co- 
struì scano  le  distanze  OA,  Ì5b,  OC,  OD...  (flg.  176)  del  punto, 
dai  vertici  del  poliedro,  il  quale  pud  cosi  ccnsiderarsi  scom- 
posto in  tante  piramidi  quante  sono  le  facce.  Da  due  vertici, 
per  esempio.  A',  B' dell'altro  poliedro,  costruiamo  la  parallele 
alla  rette  AO,  BO  nscenti  dai  punti  corrispondenti  A,  B.  Que- 
ste rette  AG',  B'O'  avranno  un  punto  comune  O'  interno  al 
poliedro.  Se  si  costruiscono  i  segmenti  OC,  O'D',  0'  E' . , ,  ai.- 
che  questo  poliedro  vien  diviso  nello  stesso  numero  di  pira-^ 
midi  del  primo.  Consideriamo  le  due  piramidi  OABGH,  O'A'B 
G'H':  esse  hanno  per  ipotesi  simili  e  parallele  le  basi  ABGH' 
A'B'G'H':  simili  e  parallele  per  costruzione  le  facce  EGO^ 
B'G'O'  perchè  sono  triangoli  che  banco  eguali  gli  angoli  GBO, 
G'B'O'  per  costraziood,  e  proporzionali  i  lati,  cho  comprendono 
questi  angoli,  giacché,  esien do  simili  i  triangoli  ÀBO,  A'B'O', 
si  ha: 

BO  :  WO'  :  :  AB  :  AlT 
e  insieme,  per  ipotesi  : 

BG  :  B^  ilÀB:  VF 
dalie  quali  si  deduce: 

BG  :  Fq ■  :  :  BO  :  WO' 

Le  due  piramidi  OABGH,  O'A'B'G'H',  avendo  simili  e  pa- 
rallele ìe  basi  e  due  facce  laterali,  sono  simili  e  similmente 
poste. 

Analogamente  si  dimostra  che  sono  simili  e  sirailmente  post« 
le  altre  coppie  di  piramidi  corrispondenti,  o  siccome  ie  pira- 
midi corrispondenti,  appunto  perchè  simili  o  similmente  poste, 
si  posson  dividere  nello  stasso  numero  di  tetraedri  simili  e  si- 
milmente posti  (Teor,  preced.),  resta  provato  che  ì  due  poliedri 
dati  posson  dividersi  in  uno  stesso  numero  di  tetraedii  simili 
e  similmente  posti. 

Si  poteva  scegliere  ìl  pnnto  0  coincidente  con  un  vertice, 
e  allora  si  ha: 

Per  mezzo  dei  piani  delerminati  dalle  diagonali  uscenti 
da  due  vertici  corrispondenti  di  due  poliedri  simili  e  si- 
milmente posti,  questi  si  posson  dividere  nello  stesso  numero 
di  piramidi  simili  e  similmente  poste. 
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Confrontaodo  con  la  proporzione  prima  trovata,  si  ha: 
ABGH  :  A'B'G'H'  :  :  BGFC  :  B'G'F'C'  :  : 

:  VCDEF  :  C'D'E'F' :  :  BG:B"C." 

e  cot^ì  via:  cioè  la  ragione  tra  lo  fac;a  corrispondenti  è  co- 
stante, ed  egaato  a  quella  di  ano  splj^olo  al  segmento  terzo 
proporzionale  rispetto  ad  esso  e  al  suo  corrispondente. 

Ma  ia  una  serie  di  ragioni  eguali  la  somma  d«lle  grao- 
deize  antecedenti,  la  somma  delle  conseguenti,  un'antecedeate 
e  la  sua  conseguente  formano  nna  proporzione,  e  perciò; 

ABGH  +  BGFC  +  CDEF  + ;  A'B  Q-H"  + 

+  B'GFC  +  CD'E'F'  + :  :  BG  :B"G' 

come  ai  voleva  dimostrare. 

Corollario.  —  Le  superficie  di  due  poliedri  cimili  stanno 
fra  loro  come  i  quadrati  di  due  spigoìi  corrispondenti. 

Difatti,  se  S  e  S'  sono  ìe  superdcje  di  due  poliedri  eimili 
(dg.  176)  BO,  B' G*  due  .spigoli  corrispondenti,  B'G '  il  Uno 
proporzionale  rispetto  ad  essi,  si  ha: 

S  :  S'  :  :  BU  :  B"G" 
E  insieme  {Pian.  §  433). 

BG*  :  B'G'"  :  :  BU  :  B''^ 
e  perciù: 

s  :  S'  :  :  BG^ -.mP 

■142.  Teorema.  —  Due  poliedri  simili  stanno  fra  loro  come 
uno  spigolo  di  uno  di  essi  sia  al  segmento  quarto  proporsio- 
naie  continuo  rispetto  a  quello  spigolo  e  al  suo  omologo 
dell'altro  poliedro. 

Dimostriamo  prima  il  teorema,  per  due  tetraedri. 

SienoVABC,  VA'BC  i  due  tetraedri  simili  dati  (fig.  177*. 
Sopponiamo  che  due  apigoli  omologlii  qualunque  VA,  VA'  non 
sieno  eguali,  perchè  allora  tutti  gli  spigoli  sarebbero  egaali, 
le  facce  eguali  e  i  tetraedri  eguali  :  e  il  teorema  sarebbe  evi- 
dente. 

Ma  SDpponiamo  ohe  sìa  per  es.  VA  >  VA':  essendo  gli 
spigoli  pro[orzionslì,  è  anche  VB  >  V'B',  VC  >  V'C. 
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'     ] 


1  duo  triangoli  VBC,  VEC  hanno  il  vertice  comune  C  6 
le  basi  VB,  VE  lalla  stessa  retta;  perciò  hanno  la  stessa  al- 
tana, e  stanno  tra  loro  come  le  basi: 


VBC  :  VEC  :  : 

VB:  VE 

Quindi: 

VABC : AVEC : 

■ VB :  VE 

e  anche: 

VABC  :  VABC 

::  VB:  VE 

Rimane  da  provare,  perchè  il  teorema  sìa  dimostrato,  che 
è  VE  il  segmento  quarto  proporzionale  continuo  rispetto  agli 
spigoli  omologhi  VB,  VB'.  Per  la  similitudine  dei  tetraedri 
si  ha: 

VB:  VB^::  ìTa  :  vP::  ve  :TC^ 

Ma  per  i  triangoli  VAB",  VA'D,  essendo  AB"  e  A"D  pa- 
rallele, è:  

VA  :  VA^  :  :  VB^:  VD 
e  per  i  triangoli  VCD,  VC'iC,  essendo  CD  e  C"E  parallele: 

VC:  VC^:  :  VD:  VE 
quindi: 

VB:  vir  :  :  YW -.  vd  ::  vo:  ve 

e,  poiché  VB"  =  VB',  questo  prova  che  VE  k  quarto  propor- 
zionale continuo  rispetto  a  VB  e  VB'. 
Dati  ora  due  poliedri  simiti  P  e  P',  si  scompongono  in  ano 

stesso   numero  di  tetraedri   simiti.  Sieno  T.TjiTg.T^, 

i  tetraedri  in  cui  è  diviso  P,  e  T' ,  T',  T'^  T'3 i  tetraedri 

in  cui  è  scomposto  P'.  Se  AB  è  uno  spigolo  di  P  comune  ai 
due  tetraedri  adiacenti  Te Tj, e  A' B'  l'omologo  di  P' comune 
ai  tetraedri  adiacenti  T',  e  T'^  ed  à  A  '  B  "  il  segmento  quarto 
proporzionale  dopo  AB  e  A'  B'  si  ha  : 

T  :  T'  :  :  AB  :  A"B" 
ma  è  pure; 

T,  :  T'i  ;  :  AB  :  A?B^ 
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41  !.  Tuoroma.  —  Le  superficie  ài  due  poliedri  regolari, 
the  hanno  lo  ttesso  numero  di  vertici  stanno  fra  loro  come  i 
quailrali  degli  apolemi  o  dei  raggi,  e  i  dve poliedri  stanno 
fra  loro  come  i  cubi  de- 
gli apolemi  o  dei  raggi. 
SicDoABCDE,A.'B'C'D'li' 
due  facce  oorriapondenti  di 
due   poliedri   regolari    di 
l'^ual   numero  di    vertici 
{Rg.  178).  Questi  due   po- 
liedri SODO  simili  (§   429 
Cor.  2")  e  perciò  le   due 
F,g.  118.  facce  considerate  soq  polì- 

goni simili.  Siena  0.  O'  i 
centri  dei  due  poliedri  ,01{,  0' Hi  loro  apotemi,  OA,  0'  A' e 
OB,  0'  B'  due  loro  coppie  di  raggi  corrispondenti. 

Sa  indichiamo  con  a  e  s',  le  superfloie  dei  tetraedri  simili 
O.iBH.  O'ABH',  si  ha  (§  441  Cor.). 


:0A    :  O'A     :  :  oh    :  O'H' 


:  AB    :  A'  B- . 


Ma,  indicando  con  8  e  S'  le  superficie  dei  dae  poliedri^  si 
ha  pure  (§  44;  Cor.). 

S  :  S'  :  :  AB*  :  A^ 

e  perciò: 

S  :  S'  :  :  ÒA"  :  OIO^  :  :  OH^  :  O'H-^ 

che  dimostra  la  prima  parte  del  teorema.  Se  inJichìamo  con 
T  e  T' i  due  tetraedri  OABH,  O'A'B'H',  si  ha  (§  443  Cor.  1"). 

T  :  T-  :  :  oT  :  cFa^^  :  :  0H^  olP  :  :  ab'  :  a^. 

Ma,  indicando  con  P  a  P'  i  due  poliedri,  si  ha  pure  (g  442, 


P  :P'  ::  AB    :  AB' 
e  perciò  : 

p  :  ?■  :  :  ol^  0^  :  :  oiiS  olT^ 

come  sì  voleva  dimc&  rare. 
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e  ai  posdon  moltiplicare  termine  a  termine.  Si  ha  così  : 


Corollarii.  —  Se  P'  è  il  cubo  uniti  di  mìaura,  il  rapporto 
—  è  la  misura  di  P  rispalto  a  P';  ed  essendo  allora  »'  ^  1, 

6"  =  X.  A'  =.  1,  i'  =.  1  si  ha  f  =  b.l.h.  cioè: 

,1."  //  volume  d'un  parallelepipedo  rettangolo  è  il  pro- 
dotto delle  lunghezze,  di  tre  tpigoH  concorrenti  in  un  ver- 
tice: 0  anche: 

Il  volume  d"  un  parallelepipedo  rettangolo  è  il  prodotto 
dell'area  di  base  per  la  misura  dell'altezza  corrispondente. 

2."  Il  volume  d'un  cubo  è  la  terza  potenza  della  lun 
ghezta  del  suo  spigolo. 

B.°  Il  volume  di  un  prisma  é  il  prodotto  dell'area  di 
una  sezione  normale  e  della  lunghezza  di  uno  spigolo  la- 
terale (§  378  Cor.  2"),  ovvero  il  prodotto  dell'area  di  una  base 
per  la  lunghezza  dell'altezza  (§  381). 

4."  Il  volume  d'una  piramide  é  un  terzo  del  prodotto 
dell'area  della  base  e  della  lunghezza  dell'  altezza  corri- 
spondente (g  401). 

5."  Il  volume  di  un  tronco  di  piramide  a  basi  parallele 
è  ««  terzo  del  prodotto  della  lunghezza  della  sua  altezza 
per  la  somma  delle  aree  delle  sue  basi  e  della  loro  media 
geometrica  (§  404). 

Sicché,  se  A  è  l'altezza  del  tronco,  b,  b'  son  le  area  delle 
due  basi,  dalla  proporzione  b:  x  :!J0  :  b'  deducendosi  m  =  \/bb 
per  media  geometrica  dell'area  delle  basi,  e  V  è  il  votame 
del  tronco,  si  ha: 

V=|.(6  +  6  ■+  [^) 

6.°  Il  volume  d' un  cilindro  è  il  prodotto  dell'  area  di 
una  base  per  la  lunghezza  dell'  altezza  corrispondente 
(§  409  Cor.). 

Sicché,  se  V  è  il  Tolnme  d'un  cilindro,  di  cui  r  ò  il  raggio 
e  h  l'altezza,  si  ha  : 

V  =  n  r^h 


D,™-,7Pril>,'G0l)^le 


D,™),prii>,Google 


APPUOAZIom   DELL  ALQBBRA,   ALLA,  GBOUETRIA. 

AppUeasioni  dell'Algebra  alla  deomefria. 


1 


440.  Problema.  —  Data  fa  misura  a  di  uno  spigolo  di  un 
tetraedro  regolare,  trovar  ia  misura  dei  raggi  delle  sfere  in- 
scritta e  circoscritta,  della  superficie  e  del  volume  (1). 

Dato  11  tetraedro  VABC,  sì  coatraìsca  un'altezza  dì  aaa 
faccia,  per  es.  ABCi  e  sia  AD  perpendicolare  aal  lato  BC. 

Sa  indichiamo  con  d  la  misura  del  segmento  AD,  bì  ha 
(Plao.  §  474)  d=^\/^. 

Dal  vertice  V  si  coatruisoa  il  segmento  VH  perpendicolare 
A  AD.  È  VH  l'altezza  del  tetraedro.  Se  ÌDdiclii&mo  con  h  la 
sua  misara,  pel  triangolo  rettangolo  VAH,  si  ha: 

2ttS 


i  quindi: 


"-'VI 


Ma  nel  tetraedro  regolare  le  altezze  coincidono  colle  me- 
diane; e  perciò  il  loro  punto  comnue  le  divide  ciascuna  in  due 
parti,  una  tripla  dell'altra,  che  sono  rispettivamente  il  raggio 
della  sfera  inscritta  e  il  raggio  della  sfarà  circoscritta:  sicché, 
indicando  la  misura  del  primo  con  r,  del  secondo  con  R,  si  ha: 

L'area  di  nna  faccia  del  tetraedro  regolare  è  — -  K 3  (Pian. 

§  474,).  Quindi  la  misura  della  superficie  del  tetraedro  re- 
golare è: 

S  =  4  .  ^  1/3  =  rt»  [/3 
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8i  ha: 
e  quÌDdi: 

La  facce  dell'ottaedro  regolare  sono  otto  triangoli  equilateri 
eguali;  l'area  di  ogDoDO  di  essi,  essendo  a  la  mÌBara  dì  do 

lato,  è  — -  1/3;  quindi  È: 

S  =  8  .  ^  1/3  —  2  a»  1/3. 

Per  avere  il  volume  W,  ai  può  considerare  l'ottaedro  coma 
somma  di  due  piramidi  equilatere,  che  han  per  base  un  qua- 
drato  di  lato  a  e  per  altez£a  il  raggio  della  sfera  circoscritta. 

In  ognuua  di  queste  piramidi  la  misura  della  base  è  dunque 

a^,  e  la  misura  dell'altezza  è  —^2:  quindi  il  volume  d'ogni 
piramide  ò: 


e  perciò  si  ha,  per  l'ottaedro: 

W  =  i  a3  1/2; 

449.  Problema.  —  Data  la  misura  a  di  uno  spigolo  di  un 
dodecaedro  regolare,  trovare  la  mitura  dei  raggi  delle  sfere 
inscritta  e  circoscritta,  della  superficie  e  del  volume. 

Si  osservi  prima  di  tutto  che  i  punti  medi  del  decagono 
gobbo  EGPMNPQRST  (flg.  108),  che  limita  ciascuna  delle  due 
figure,  che  ci  hanno  servito  a  formare  il  dodecaedro,  sono  ver- 
tici di  UQ  decagono  piano  regolare:  difntti  i  suoi  lati  sodo  ri- 
spettivamente la  metà  dei  segmenti  EP,  GM,  EN,  MP  .... 
che  sodo  eguali,  perchè  diagouali  di  pentagoni  eguali  :  quindi 
i  Iati  del  decagono  sodo  eguali. 

Di  più,  essi  son  paralleli  ai  segmenti  stessi,  i  quali  son  pa- 
ralleli  alternativamente,  parte  al  piano  della  faccia    A.BCDL 
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E,  sostitaendo,  si  ha: 


»  (i  + 1/5)  (1  +  1/: 


,  -gU  +  l^f-j(3  +  l/5) 


ohe  ò  la  lunghezza  del  segmento  OX. 
Dal  triangolo  rettangolo  OXR,  si  ba: 


E  poiché  OR  è  il  raggio  della  sfera  circoscrìtta  al  dode- 
caedro, la  cui  lunghezza  indicbiamo  con  R,  e  XR  è  la  metA 
dello  spigolo  del  dodecaedro,  si  ha: 

«.  =  i(3+^f  +  ^  =  5![(l±M+,]  = 
E  perciò: 

R  =  J  [/'e  (3  +  l/ó). 

Se  ora  consideriamo  il  puoto  Oj,  contro  della  faccia  ABSRQ. 
è  OO2  il  raggio  della  Efera  inscritta  nel  dodecaedro.  E  dal 
triangolo  rettangolo  00,X  si  ricava: 

05^^  =  oì?  —  0^ 

dove  OiX  è  l'apotema  dol  pentagono  ABSRQ  e,  chiamando  b 
la  lunghezza  di  questo  apotetna,  si  ba: 

,.  =  ^'(3+l/Ff-»B. 
Ma,  se  r^  è  il  raggio  del  circolo  circoscritto  al  pentagono. 


(10  —  21/5) 
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sfera  inscritta,  qniodi,  indicando  con  v  il  volarnu  di  t 
questa  piramidi,  si  ha: 


»-i.f  lA6(5  +  2k^),|;  1^10(36+  111/5)- 
-^y^TWi.   1^2(25+111/5)- 

'     -il^  1^10(47 +  211^)      - 
e  perciò: 

W  =  ^  \/'iq{47  +  -21  1/5)  —  —  (l5  +  7  1/5)  (I). 

4Ó0.  Problema.  —  Data  la  misura  a  dello  spigolo  d'un  ico- 
saedro regolare,  calcolare  la  misura  dei  raggi  delle  sfere 
inscritta  e  circoscritta,  della  superficie  e  il  volume. 

Dato  UQ  icosaedro  regolare  (&g.  106),  si  considerino  due  pi- 
ramidi pentagonali  opposto,  per  esempio  quelle  di  cui  i  ver- 
tici sono  F  e  V.  Le  loro  basi  sono,  coma  sappiamo,  in  piani 
paralleli;  a  sono  anche  basi  di  un  solido,  di  cai  le  facce  late* 
rati  sono  triangoli.  I  punti  medi  degli  spìgoli  laterali  AH,  AOj 

BQ,  BL di  questo  solido  sono  Tortici  di  un   decagono 

che,  facilmente  si  dimostra,  è  piano,  regolare,  ed  ha  per  centro 
il  centro  O  dell'icosaedro. 

Siene  X  e  Y  i  punti  medii  degli  spigoli  AG,  AH  (2)  ;  è  XY 

(i)  Qoiit'altìma  trasforinulone  si  ottiene  ■•rvandail  dalla  nota  formula: 


l/,T7T.|/i±fHi±|/-- 


lì  b>,  applicando  i 


l/|0  («  +  nyji)  -  \/m  +  ZIO  \^  - 

[2J  II  Ititore  è  pregato  di  completar*  l>  agora. 
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oseia; 

_  il  (,2 +18  1/6) 


'=nl^' 


42  +  ^8^'5 

0  aDche,  per  l' identità  di  cui  ci  siam  serviti  alla  flae  dal 
paragrafo  precedente  (vedi  nota): 


12^"    '    '  "'■ 
Per  avere  la  misura  S  della  superflc'e  dell'icosaedro,  si  oa- 

servi  cbe  l'area  di  noa  faccia  è  data  da  (§474  Pian.): 

e  quindi; 

Per  avere  il  volume  W  si  scomponga  l'icosaedro  nelle  30  pi- 
ramidi equilatere  ed  eguali,  che  hanno  per  vertice  comune  il 
centro  e  per  baae  rispettivamente  le  facce  dell'icosaedro.  L'al- 
tezza di  ciascuna  di  esse  è  il  raggio  della  sfera  inscritta: 
quindi  il  volume  v  di  ognuna  è  dato  da: 


1  a^Vó 


=  ^^2#(3  +  /i)  =  ^(3+|/5, 
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E  perciò: 

W-20.^(.!+  k^)-— (3  +  1/5) 

45L.  Problema.  —  Date  le  lunghezze  degli  spigoli  d'un 
tetraedro,  calcolarne  il  volume. 

Supponiamo  prima  ohe  i  tre  spigoli  VA,  VB,  VC  del  te- 
traedro,  Dscenti  da  uno  stesso  vertioe  Y  siano  eguali,  e  sia 
l  la  lunghezza  di  eiaacuno  di  essi;  e  siano  a,  b,  e  le  lunghezze 
dei;li  altri  tre  spigoli,  che  son  lati  della  faccia  ABC.  Essendo 
"VA  =•  VB  =3  VC,  sa  si  costruisce  l'alteaza  VH  del  tetrae- 
dro dal  vertice  V  sulla  faccia  opposta  ABC,  il  punto  H 
sarà  equidistante  dai  punti  A ,  B ,  C  (§  149)  ossia  sarA  il  centro 
del  circolo  circoscritto  a  questo  triangolo.  Indichiamo  con  R' 
la  lunghezza  del  raggio  di  questo  circolo,  e  ricordiamo  (P!a- 
nimatrìa,  §  474)  che  è: 

p,       aie 

dove  >  è  l'area  del  triangolo  ABC. 

E  poiché  dal  triangolo  rettangolo  VHA,  indicando  con  k  la 
lunghezza  di  VH,  si  deduce: 

h  =  1//S— R'a 
coiiì  abbiamo: 


'\/ì 


Ma  il  TOlume  del  tetraedro  è  dato  dal  prodotto  dell'  area  . 
di  una  faccia  per  un  terzo  dell'altezza  corrispondente.  Quindi 
abbiamo,  indicando  con  W  il  volume  del  tetraedro  e  consi- 
derando come  base  la  faccia  ABC: 

e,  sostituendo  ad  a  e  A  i  loro  valori, 


.|//= 


41/ 


16  /2  «2  _  a8&V 


.  t/16  P  as  —  aH^c^ 
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W  =  —  Kl6  ^J»  (P  —  ")  (P  —  *)  ip  —  c)  —  a^^c^ 

dove: 

a  +  b  +  e 

P 7, • 

SappoDiamo  ora  che  i  tre  spiali  VA,  VB,  VC  uscenti  da  V 
□OD  siano  eguali,  e  sieoo,  m,  n,  p  le  loro  laDgheize,  e  siano 
a,  b,  e  ri  spetti  rame  ate  le  lunghezze  dei  segmenti  BC,  ACt 
AB.  Preadiamo  ani  raggi  VA,  VB,  VC  tre  segmenti  eguali 
VA'=™  VB' =  ve,  di  cui  la  lunghezza  sia  qualunque,  per 
es.  /;  si  ottiene  così  nu  tetraedro,  di  cui  il  volarne  v,  saprà 
trovarsi  colla  formula  precedente,  quando  sì  conoscano  le  lun- 
ghezze a',  b',  e'  rispettivamente  dei  segmenti  B'C,  AC,  A'B'. 
Intanto  si  ha,  indicando  con  W  il  volume  del  tetraedro  dato, 
con  hB  A'  le  misure  delle  altezze  BH,  H'H'  dei  due  tetraedri, 
uscenti  dai  vertici  B  e  B'  sa  uno  stesso  spigola,  corrispon- 
denti alle  facce  AVC,  A'VC,  e  con  d  e  d'  le  misure  delle 
altezze  CE,  CE'  di  questi  triangoli,  uscenti  da  due  vertici 
sullo  stesso  spigolo,  come  C  e  C,  si  ha  :     - 

.-,       md    A         1       ., 
W  =  — -  .  —  ^  —  mah 


W  :  p  :  :  «idA  :  Id'h' 
Ma  i  segmenti  BH,  BH'  sono  evidentemente   paralleli;  e 
cori  pure  i  segmenti  CE,  CE',  quindi  dai  triangoli  VBH,  VB'H' 
si  ha: 

A  :  A'  :  :  n  :  / 

e  dai  triangoli  VCE,  VC'E'  : 

d:d'  ::p:l 

Moltiplicando  questa  proporzioni  termine  a  termine,  si  ha: 

hdth'd  ::Tg)tP 
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donde  si  ricava: 

W  :  »  :  :  mnp  :  l^ 

dalla  quale,  conoscendo  v  si,  dedace  facilmente  W,  essendo: 

Ma  per  conoscere  o  abbiamo  ^ià  osservato  che  occorre  co- 
noBcare  le  lunghezze  a',  b',  e'.  Consideriaraa  per  questo  due 
triangoli  come  VAC,  VA'C':  dal  primo  si  ha  (Pian.  §§  317, 318)  : 

AC^  =  VA^  +  VC^  ±  2  .  VA.  VE 
ossia,  indicando  con  <j  la  iangbezza  del  segmento  \E: 

b^^m'  +  p^±2m.ff  (1) 

B  dall'altro  triangolo  VA'C,  si  ha  analogamente,  indicando 
con  ff'  la  lunghezza  del  segmento  VE': 

b'S^P  +  p  ±2ìff'^2P  i:2lff: 
Ma  è  insieme: 


9 

■■P". 

:p 

l 

da  cui  si  deduce 

€i 

S'  — 

V 

e  perciò  è: 

2  1'  g 

b' 

= 

2P 

± 

P 

Dalla  (1)  «1 

ricata; 

±Zn>g 

_S' 

_ 

m'-p' 

e  dalla  (2): 

±  2 

f 

9  — 

(»■» 

-zmp 

BiTidendo 

a  membro 

a 

membro 

■i  ba: 

m 

6^- 

Wl» 

-P' 

"F 

" 

y(6 

m 

2  !')• 

da  cui: 

61- 

-2  1' 

= 

(»'- 

-jn 

'-/.')" 
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te  =  ^  -  ("■  -  '0^  it  _  (&  +  w  -  P)  (6  -  «t  +  p)  ^ 

0  aDalogamente  si  troverebbe  : 

c'ì  =  "'-<"-  >")'  ^  _  (e  +  n  -  m)  jc-n  +  m)  ^^ 

mn  mn 

a-i  =  a^  -  (P  -  «)'  ^j  _  (a  -  p  +  n)  (g  +  p  -  ti)  .j. 

Essendo  : 

ni  ha: 


W  =  2!^l/(2&"'c'»-|-2c'»<»'»  +  2o''6'*  — o"'  — 6'*  — c**)I»  — o*»»'»e'* 

E,  aoatitnendo  in  luogo  di  a'',  i'*,  e'*  i  valori  sopra  troyati, 
si  ha:  , 

W  =-  (/P,  j 

essendo  : 

P  =  m^a^  {n'^  -f-  p»  —  m^  +  *»  +  c^  —  a«)  + 

+  „86«  (m3  +  p8  _  „8  +   flS  +   cS  —  6S)   + 

+  paca  (m»  +  n»  —  ;)a  +  a»  +  ia  —  fiS)  —  tn«&»c*  — 

453.  Problema.  —  Date  le  mùure  degli  spigoli  ^un  te  rat- 
dro,  trovare  la  misura  dei  raggi  delle  sfere  inscritta  e  cir- 
coscritta ed  ex-inscritta. 

Conservando  le  notazìoQÌ  del  §  precedente,  noteremo,  aenza 
dimostrarlo,  che,  indicando  con  R  la  misura  del  raggio  della 
sfera  cirooscritta,  si  ha: 

R  _.  _l_|/(ma  +  n6-|-;«)(n6  +  j«:  — .na)(Mo  — n6+pc)[ma+ni-pi^ 


A 
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oherabbero  r^,  r^,  r^  e  perciò  le  sfere  ex-ioscrìUd  si  ridar- 
rebbero  a  4.  Non  póssooo  mai  maacare  le  altre  percb6  udb 
faccia  è  sempre  mioore  della  somma  delle  altre,  tre  (§  340). 

Se  A|,  hg,  Aq,  h^  indicano  le  misure  delle  altezta  del  tetrae- 
dro corrispoodeote  alle  facce  /i,  fg,  f-^,  f^,  si  ha: 

tv  A,  =  /;  .  Aj  -=  /"a  .  A3  =  /'*  ■  A4  =  3  W 

dalle  qaali  si  dedace; 


h- 

3W 

3W               3\V     ^ 

_3W 
A4 

E  poiché 

è: 

3W 

0  anche: 

A  +  A  +  /k  +  h 

r 

+  /-,  +  /■,  + A        ^.     1     /■.    , 
3  W                    3W       3\V 

3W  + 

3VV 

si  dedace. 

sostituendo 
1  _ 

1        1        1        I 

/ij        Aj       A3       A4 

S  analogamente  si 

troTerebbe  : 

7;~ 

A.  ^  A3  ^  A,       A, 

4  +  r  +  l-i 

Da  queste  formula  si  deducono  facilmente  le  altre: 
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456,  Problema.  —  Data  una  piramide,  dividerla  con  m 
piano  parallelo  alla  baie,  in  due  parti  tali  che  il  rapporta 

dei  loro  volumi  tia  eguale  a  un  rapporto  dato  — . 

Sapponìamo  il  problema  riaolnto,  a  che,   perciò,  da  od   . 
punto  D  di  UDO  spigolo  laterale  VA.  della   piramide   si  eh 
costroito  un  piano  parallelo  alla  baae,  dividendo  la  piramide 
in  due  parti  (una  pirHmida  e  un  tronco  di  piramide  a  basi 

parallele)  tali  che  il  rapporto  dei  loro  volumi  sia  — . 

Indicando  con  w  la  lunghezza  del  segmanto  VD,  con  /  la  '  ' 
luDghe2za  dello  spìgolo  VA,  con  to  il  volume  della  piramide 
data,  con  «  quello  della  piccola  piramide,  si  ha,  per  ipotesi: 

e  :  w  —  tJ  '.'.  m:  n 
da  cui,  componendo: 

to  :  V  '.'  m  +  n:  m. 
E,  per  essere  simili  le  due  piramidi,  si  ha  pure  (§  442  Cor.): 
«7  :  »  :  :  i*  :  ai3 


ì  perciò: 
Donde: 


P  :  X*  , '.  m  -\-  n  :  m. 


.-,]/- 


Essendo  ora  nota  la  lunghezza  x,  il  problema  è  risoluto. 
457.  Problema.  —  Calcolare  il  volume  d'un  tetraedro,  co- 
noscendo la  dittanxa  di  due 
^  spigoli  opposti  e    l'area  di 

■__,.-^K,.,^^  una  sezione  media  prodotta 

,    ^,,— -""''^  /  \^\.  '^^  ""  piano,  che  incontra 

'Ì^T^....  yL,  \     ^^p       J''  altri  qvallro  spigoli. 

^^^      7^^r^^"-"""7  S'*   ^'^^*^    ''    tetraedro 

^^j(Ì;ì^;;-vOi/  stanza  A  di  due  spigoli  op- 

^^  posti  AB,  VC:  per  i  punti 

medii  degli  altri  spigoli  pas- 
pig.  179.  sa  evidentemente  un  piano, 

cbe  produce  lasezione  MNPQ 
di  cui  si  conosca  l'area  «.  Intanto  MNPQ  è  un  parallelo- 
grammo, poiché  i  lati  opposti  MQ,  PN  soo  paralleli  allo 
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atesso  spigolo  AB;  e  i  lati  opposti  MP,  QN  son  paralleli  allo 
etesBo  spigolo  ve. 

Completiamo  il  parai lelogram ma,  di  cai  dae  lati  coDsecativi 
sono  CA,  CV,  e  aia  V  il  qaarto  vortice.  Costraiamo  la  di- 
stanze V'B,  ve.  Si  osservi  che  V'C  diagonale  del  paKallalo- 
grammo  VV'AC  passa  pel  panto  medio  P  dell'altra  diago- 
nale, e  che  il  piano  MNPQ  risalta  parallelo  al  piano  AVE:  di 
più,  la  retta  VV  è  parallela  al  piano  ABC,  essendo  paral- 
lela a  aoa  delle  sne  rette  AC. 

Allora  i  due  tetraedri  VABC,  VABC  posaoD  considerarsi 
come  aventi  la  stessa  base  ABC,  e  j  vertioi  V  e  Y'  su  una 
ratta  parallela  alla  base,  perciò  hanno  la  stessa  altezza,  ed  è  ; 

VABC  ^  VABC. 

Ma  nel  tetraedro  VABC,  può  considerarsi  V'AB  come  base, 
s  C  come  vertice  opposto,  sicché  la  sua  altezza  è  la  di- 
stanza del  punto  C  dal  piano  V'AB,  ossia  la  distanza  delia 
retta  CV,  parallela  al  piano,  dallo  stesso  piano,  o  anche  la 
distanza  dei  due  spigoli  opposti  del  tetraedro  dato,  CV,  AB. 
Perciò  tale  altezza  d  nota,  e  la  sua  misara  è  h;  sicché,  se  con  a 
iodichìanio  l'area  della  faccia  V'AB,  e  con  W  il  volume  del 
tetraedro  VABC  o  del  suo  equivalente  V.\BC,  si  ha: 

W  =  ^  .  .  A. 

Ma,  costruendo  il  segmento  PQ,  si  vede  che  è: 

VAB  ^  4  MPQ 
e  perciò: 

VAB  ^  2  MNPQ 
da  cui: 

e  infine  : 

Cioè:  il  volume  (Tan  tetraedro  è  dato  dai  due  tersi  del 
prodotto  della  distanza  di  due  ipigoli  opposti  per  Varca 
della  sexìone,  che  ha  per  vertici  i  punti  medi  degli  altri 

,  quattro  spigoli. 

\     458.  Problema.  ■>  Trovare  il  volume  di  un  tronco  di  pri- 
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tma  triangolare  retto,  eetendo  a,  b,  e,  le  mUure  degli  spigoli 
della  bate,  e  d ,  «,  f ,  le  miiure  degli  spigoli  perpendicolari 
alla  bate. 

iDdichiamo  con  >  l'area  della  base. 

Si  ba  (§  402): 


-  e  +  /'J  « 


X  =  |/p  (p  -  a)  (p  -  6)  (p  -  e), 


e  perciò  si  ha: 

w=i-(d  +  c  +  nVpip-'^ìip-^  t>)  (p  -  e) 

cioè:  //  volitme  del  tronco  di  pritma  triangolare  retto  ti 
ottiene  moltiplicando  l'area  della  base  per  la  media  arit- 
metica degli  spigoli  laterali. 

■159.  Problema.  —  Trovare  il  voluttie  di  un  tronco  di  pa- 
rallelepipedo rettangolo,  essendo  a,  b  le  misure  di  due  lati 
della  base  e  e,  d,  e,  f  le  misure  degli  spigoli  laterali. 

Sia  0  il  punto  comune  delie  diagonali  della  base,  00'  il  saft- 
mento  che  è  perpendicolare  a  questa  (ossia  parallelo  a^li  spi- 
goli), ed  ha  un  eatremo  in  0  sulla  base  e  1  altro  in  0'  saJJa 
faccia  opposta- 
Dalie  diagonali  la  base  è  divisa  in  quattro  triangoli;  e 
perciò  il  tronco  di  parallelepipedo  può  considerarsi  diviso  ia 
quattro  tronchi  di  priami  triangolari ,  che  baoDO  per  base  dei 
triangoli  equivalenti.  Sia  »  l'area  di  uno  di  questi  triangoli, 
W  il  volume  del  tronco  dato,  e  si  indichi  con  A  la  lunghezza 
del  segmento  00'.  Si  ba  : 


._«(/■+ A  +  e). 
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E  perciò: 

W=Ì«(2c+2d  +  2e  +  2/'+4A). 

Ma  dae  spigoli  opposti,  come  qaelli  di  cui  le  misure  son  e, 
ed  e,  sono  basi  di  nn  trapezio,  di  cui  00'  è  il  segmento  co 
atPDito  parallelamente  alle  basi  pel  paolo  medio  di  nao  dei 
lati  noD  paralleli,  si  ha  dunque: 

e  anche: 

c+e=Zh 
e  cosi: 

d  +  f  =  2h 
dalle  quali  bì  deduce: 

e  +  d  +  e  +  /■-=  4  A. 

Sicché,  sostituendo  e  +  d  +  e  +  /"in  luogo  di  4  h,  abbiamo  : 

ab 
Ma  a  è  la  quarta  parte  dell'area  della  base,  ossia  6  «  =  —, 

Si  ha  dunque: 

ab  jc  +  d  +  e  +  f) 


\V  = 


=-  c-i^r^O- 


Ossia: 

Il  volume  di  un  tronco  di  parallelepipedo  rettangolo  ai 
ottiene  moltiplicando  l'area  della  base  per  la  media  arit- 
metica degli  spigoli  laterali. 

Essendo  e  +  d  +  e  +  f^  4  h,  sì  ha  pure: 

W  =  (iSA 
cioè:  Il  volume  di  un  tronco  di  parallelepipedo  rettangolo 
si  ottiene  moltiplicando  l'area  della  base  per  la  lunghezza 
del  segmento  perpendicolare  alla  base  nel  punto  comune 
delle  sue  diagonali,  e  compreso  tra  la  bate  e  la  faccia 
opposta, 

460.  Problema.  —  Calcolare  il  volume  di  un  tronco  di  pri- 
sma retto,  di  cui  la  base  sia  un  poligono  di  numero  pari  di 
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iati,  nel  gitale  i  lati  opposti  fieno  a  due  a  due  eguali  e  pa- 
ralleli (1). 

Sia  ad  ea.  ÀBCA'B'C  1k  basa  del  tronco,  e  siano  a,  b,  e, 
a^,  A,,  e,  ri  spetti  ra  mente  le  mìaare  degli  spigoli  laterali  AAj, 
BB^'  CC^'  A'AV  Bey  C'G\.  Poiché  i  Iati  opposti  del  poli- 
gono baso  sono  egaaj^l  e  paralleli,  e  sono  in  numero  pari,  le 
distanze  dei  vertici  opposti  avranno  un  punto  comune  O.  E 
indicando  con  m  la  misura  del  segmento  00^  parallelo  agli 
spigoli  laterali  e  avente  gli  estremi  uno  sulla  base  e  l'altro  sulla 
faccia  opposta,  dai  trapezi  AA.'A|A',,  BB'B,B'j,  CC'C,C'i,  ecc. , 
si  deduce  : 

dalle  qnali  risulta: 

a  +  6  +  c  +  a,  +  é,  +Ci  =  6iM 
e  perciò: 

ti  +  6  -i-c  +  fli  +6,  +c. 


ossia  m  è  la  media  aritmetica  delle  lunghezze   degli  spigoli 
laterali  del  tronco. 

Ora, considerando  i  tronchi  di  prismi  triangolari  OABOiAiB^, 
OA'B'OjA'jB'i;  OBCO,B,Ci,  OB'C'0,B'|C'i,  ecc.,  si  ottiene: 

Voi.  OABO,AiB,  +  Voi.  OA'B'OiA'jB'i  — 

—  -  area  OAB  (a  +  6  +  «i  +  &i  +  2  m)  =  2m  area  OAB, 

E  così: 

Voi.  OBCO.BiC,  +  Voi.  OB'C'0,B',C',  =  2m  area  OBC 
Voi.  OCA'OiC,A',  +  Voi.  OCAOiC'iA'  =  2m  area  OCA'. 

Sommando,  si  ottiene,  indicando  con  W  il  volume  del  tronco: 

W  =  m.  area  ABCAB'C' 
cioè: 

Se  la  base  di  un  tronco  di  prisma  retto  è  un  poligono 
di  numero  pari  dì  loti,  del  quale  i  lati  opposti  sieno  a  due 
a  due  eguati  e  paralleli,  il  volume  di  quel  tronco  si  ottiene 

(I)  Questo  prebleroH  s  il  sagù  su  la  amo  tolu  di  iin>  nota  dal  Prof.  D.  Besio, 
pubblicala  nai  Piriodico  di  Mat'maiica.  ora  diretto  dall'eg.  prof.  A.  LngU. 
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tn{l  +A)  =  c  +  -(e  +  a) 

miì  +  k)  =  d+^{a  +  b) 

m  (1  +  A)  =  e  +  —  (6  +  e) 

Dalle  qnali  cioqne  egnaglianze,  sommando,  si  deduce: 


cioè: 

5  m  (I  +  A)  =  (a  +  é  +  e  +  d  +  e)  (1  +  A) 
da  cui: 

5m  =  (i  +  b  +  e  +  d  +  e 


1 


2  +  b  +  c  +  d-\-e 


cioè:  il  eegmeoto  00,  è  il  medio  aritmetico  degli  spigoli  la- 
terali. 

Considerando  ora  il  tronco  di  prisma  dato  come  somma  dei 
tronchi  trjangolarì  OABO,  A,  Bj,  0600;  Bj  Cj  ecc.  in  modo 
aiialogo  al  problema  precedente,  si  trova  che  i7  volume  d"  un 
tronco  di  prisma  retto,  di  cui  la  base  è  un  poligono  rego- 
lare di  un  numero  qualunque  di  lati,  è  dato  dal  prodotto 
dell'area  de/la  base  per  la  media  aritmetica  delle  lunghesxe 
degli  spigoli  laterali. 

462.  Problema.  —  Dato  un  prisma  esagonale  equilatero, 
trovare  um  punto  sull'asse,  esterno  al  prisma,  tale  che  co- 
struendo i  piani  uscenti  da  quel  punto  e  passanti  per  i  ' 
del  triangolo  equilatero  inscritto  nella  base  pìit  vicina, 
ottenga  col  prisma  un  decaedro,  di  cui  la  superficie  sia 
minima  (1). 

Sia  ABCDEFA'B'C'D'E'F'  il  prisma  dato^  esagonale,  equi- 
latero, S  un  ponto  qualunque  (esterno  al  prisma)  dell'asse 
00',  e  supponiamo  che  sia  dalla  parte  della  base  ABGDEF 
(fi^.   180).  Si  costruiscano  pel  punto  S  i  piani  SAC,  g^CE, 

[1]  Ls  «oLiizioiie  di  qneelo  problema  i  tolta  dall' Al gsbra  daH'sg.  prof.  Bal- 


li/GoD^lc 
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sioDA  variabile  1^3  1/  a;-  -| x,  la  quale,  essendo  della 

forma  m  ]/a-  +  x^  —  nx,  quando  sia,  come  Del  nostro  caso 

m  >  M,  ha  un  mioìmo,  per  x  ■=  -  (1). 

|/m2  —  n^ 
Nel  nostro  caso  si  ha  : 

x^-L    =   '^ 

cica  il  punto  S  dev'essere,  dal  piano  della  base  pib  Ticina,  a 
una  distanza  eguale  al  quarto  della  diagonale  d'un  quadrato 
che  ha  per  lato  il  lato  della  base  stessa  (1). 

463.  In  due  piani  paralleli  sìeno  dati  due  poligoni  qualun- 
que, che  abbiano  o  no  lo  stesso  numero  dì  lati.  Per  un  ver- 
tice dell'uno  e  i  lati  dell'altro  si  costruiscano  quei  piani,  che 
lasciano  i  due  polìgoni  dalla  medesima  banda  dello  spazicelo 
stesso  si  faccia  per  gli  altri  vertici  del  primo,  e  poi  anche 
per  i  vertici  del  secondo  coi  lati  del  primo.  I  piani  così  co- 
struiti formano  dei  poligoni,  che  si  dicono  facce  laterali  del 
poliedro,  che  ha  per  basi  ì  due  poligoni  dati,  e  che  prende 
il  nome  di  prismoide  o  prismatoide. 

Così  il  solido  ABCDÀ.'B'C'  (fig.  181)  è  un  prismoide. 

Se  i  due  poligoni  hanno   uno  m  lati  e  1'  altro  n,  le  facce 

(I)  Infiiti,  dalli  roiprasfions. 

y  =  m  <Jat  +  W«  —  »x 

ti  ponga  a'  +  k>  =  [.-c  +  «,«,  na  de 


Ufi  dsicli  Rlvailr)  della  api  lono  di  quatta  farma.  L'apsiiura  è  l'egi- 
iifolara  A'B'O'D'B'ir'  e  il  rondo  è  esnirnita  da  tra  faccaua  evlialinenla 
«  In  modo  chB  la  lorn  snpern<^ie  °i.i  m  •\ma:   coil  le  api,  oltre  a  adifl- 

lacuhi,  op.  cit.  p»g.  178|. 
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Voi.  AB'OC  =  I JS' .  A;  Voi.  BC'OD  ^^  p'  .  h 

Voi.  C'A'OA  =  T  ^"  •  A- 

E,  BomniBDdo,  si  ottioDe  : 

Voi.  A'B'OC  +  Voi.  B'COD  +  Voi.  C'AOA  ^ 

--^^(2^-+2i9-  +  2jS-). 

Sicché,  sommando  i  volumi  di  tutti  i  solidi,  nei  quali  ab- 
biamo decomposto  il  prismoide,  e  indicando  con  W  la  misora 
di  questo,  si  ha: 

Ma  è  evidentemente: 

4        4 
essendo  |9  l'area  dalla  sezione  media ,  e  perciò  è  : 

cioè  :  Il  volume  d'un  prismoide  si  ottiene  moltiplicando  un 
terso  della  misura  dell'altezza  per  la  semisomma  delle  aree 
delle  due  basi,  aumentata  del  doppio  dell'area  della  tesione 
media. 

Evidentemente  la  formula  vale  anche  per  l'obelisco  e  per 
il  tronco  di  piramide  a  basi  parallele.  Lo  stodioso,  può,  per 
esercizio,  provare  in  questo  caso,  l'identità  di  questa  formula 
con  quella  stabilita  al  §  445. 

465.  Problema.  —  Dato  il  volume  e  la  misura  della  su- 
perficie laterale  d'un  cilindro  retto,  trovare  le  miture  det- 
Caitezza  e  del  raggio. 

Indicando  eoo  W  il  volume,  con  S  l'area  della  Buperticie 
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Sostitu«Ddo  il  Talora  sopra  trovato  per  r,  si  ha: 

4Q7.  Problema.  —  Trovare  il  rapporto  fra  i  volumi  della 
tfera,  del  cilindro  circoicriiio  e  del  cono  equilatero  cir- 
canritto  alla  medesima   tfera. 

Si  indichi  con  r  la  misura  del  raggio  della  sfera,  con  V  il 
volume  della  sfera,  cou  V  e  V  i  volumi  rispettivi  del  cilindro 
e  del  cono.  Si  ha  intanto  : 


\  ■  =  »  r2  .  2  r.  =  2  ff  r3 

Di  più,  essendo  il  diametro  della  base  del  cono  eguale  a| 
lato  del  triangolo  equilatero  circoscritto  a  un  circolo  massimo 
della  sfera,  la  sua  lunghezza  è  di  2  r  V^t  quindi  l'area  della 
base  del  cono  è  3  ir  r^,  e  poiché  l'altezza  del  cono  (Pian. 
§  414)  è  : 


I  quindi  : 


0  anche: 


V:  V:  V  ::  r  :2:3 


V:  V:V' 


Essendo  6  medio  proporzionale  fra  4  e  9,  si  deduce: 

Il  volume  del  cilindro  circoscritto  a  una  sfera  è  medio 
proporzionale  fra  il  volume  della  tfera  e  quello  del  cono 
equilatero  circoicritto  alla  medesima  sfera. 

468,  Problema.  —  Trovare  il  rapporto  fra  i  volumi  della 
sfera,  del  cilindro  equilatero  inscritto  e  del  cono  equilatero 
inscritto. 

Si  indichi  con  e  la  lunghezza  del  raggio  della  sfera ,  con 
V,  V,  V  ì  volumi  rispettivi  deUa  sfera,  del  cilindro  e  dal  cono. 
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Inoltre  si  osserva  che  la  sezioDa  prodotta  nel  ciliodro  da 
UD  piano,  che  passi  per  l'aase,  è  on  quadrato  inscritto  nel  cir- 
6qÌo  massimo  della  sfera;  perciò  la  misura  del  diametro  delia 
base  del  cilindro  è  r  1/2 ,  e  dell'altezza  è  pare  r  1/^.  quindi 
di  il  volume  è  dato  da: 

La  sezione  prodotta  nel  cono  da  un  piano,  che  contiene  l'asse, 
dovendo  essere  un  triangolo  equilatero,  di  cui  un  tato  è  il 
diametro  della  base  del  coao  e  gli  aUri  son  lati  del  cono,  si 
ha  che  la  lunghezza  del  diametro  dalla  base  è  r  |/3,  e  l'aU 
tezza  di  questo  triangolo  equilatero,  che  è  pure  l'altezza  del 
cono,  ha  per  misura  (Pian.  §  474}  : 


d^^j=^ 


■  3        2       8 

l/J  4        3 

E  poiché  ---  è  medio  proporzionale  fra  x  o  —,  si  ha  che: 

il  volume  del  cilindro  equilatero  imcritto  in  una  sfera  è 
medio  proporzionale  fra  il  volume  della  sfera  e  il  volume 
del  cono  equilatero  inscritto  nella  medesima  sfera. 

Lo  studioso  ai  eserciti  a  dimostrare  analogamente  i  seguenti 
teoremi  :  ' 

1,"  L'area  della  superficie  totale  del  cilindro  circoscritta 
a  una  sfera  è  media  proporzionale  fra  l'area  della  super' 
fide  della  sfera  e  l'area  della  superfìcie  del  cono  equilatero 
circoscritto  alla  medesima  sfera. 

2."  L'area  della  superficie  totale  del  cilindro  equilatero 


D,™-,7Pril>,'G0l)'^le 


226  APPLICAZIONI   DRLL  ALGEBRA   ALLA   OBOUBTIUA. 

inscritto  in  una  sfera  é  media  proporziimate  fra  Varea  della 
superficie  della  sfera  e  l'area  della  superficie  del  cono  equi- 
latero inscritto  nella  medesima  sfera. 

469.  Problema.  —  Data  l'area  di  una  superficie  sferica, 
eppure  il  volume  della  sfera,  calcolare  il  raggio. 

Se  è  dato  l'area  s  della  superficie  sferica,  essendo  a=<=4wr^ 
ai  deduce: 


'Wl 


Se  à  dato  invece  il  volume  v,  ayendosi  v  = 


4jr 


470.  Problema.  —  Calcolare  l'area  di  un  fuso  sferico  e  il 
volume  di  uno  spicchio  sferico ,  conoscendo  la  misura  del 
loro  arco  equatoriale  e  quella  del  raggio  della  sfera. 

Indicando  eoa  f  l' area  del  fuso  dato,  con  s  V  area  della 
aaperficie  sferica  e  con  a  la  misura  in  gradi  dell'arco  equa- 
toriale del  fuso,  si  ha  subito: 

/■:»::«:  360, 
ossìa: 

/■:  4  ir  r2  :  :  a  :  360, 


Indicando  con  u>  il  volume  dello  spiocUìo  dato,. con  o 
misura  dal  suo  arco  equatoriale  espresso  in  gradi,  cod 
volume  della  sfera,  si  ha  evidentemente: 


Dim.Priby.GOOk''' 
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Nel  Becondo  coso  bì  ha: 


1 


3 
quindi  : 

=  |„RSA-Ì7tr»R  +  l:rr*A; 
cioè,  in  ambedue  i  casi,  il  volume  è  dato  da:  ' 

Ma,  dal  triangolo  rettangolo  ADC  sì  deduce: 

Re  =  r»  +  (R  —  hf 
oppure  : 

RK  =  ra  +  (A  — R)*; 
io  ogni  caso: 

RS  =-  r^  +  R9  —  2  RA  +  A* 

da  cai  si  deduce: 

1-2  +  A2 

Quindi  BÌ  ha: 

'—^'\-^iir)-z"\  Tir)- 

_^(H  +  «.  +  2 
:rA3 


e  poiché  -^—  rappresenta  il  volume  di  una  sfera,  di  cui  il 

diametro  ha  per  misura  h  (§  445,  Cor.  10°),  e  t  r^  A  è  il  vo- 
lume dì  UQ  cilindro,  dì  cui  la  base  ha  uD  raggio  misurato  da 
r  e  di  cui  l'altezza  ha  per  misura  A,  si  deduce: 
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E  quindi  eì  ha,  soatitaeDdo: 

K  x^        ir  r^  re         t  y^         n  r'^  y 


'-^ 


-  y)  +  -^  (<=  -  y>  +  r  (<«  -  y)'  - 


-A3 


ossia:  i7  volume  di  un  segmento  iferico  è  la  tomma  dei  vo- 
lumi di  due  cilindri  e  di  una  tfera:  la  afera  ha.  per  dia- 
metro l'alletta  del  segmento,  e  i  due  cilindri  hanno  per  basi 
rispettivamente  le  basi  del  segmento  e  per  altexza  la  metà 
dell'altezza  del  segmento. 

473.  Problema.  —  Calcolare  i  vo- 
lume del  solido  generato  da  un  iriatt' 
golo,  che  ruota  di  un  giro  intomo  a 
una  retta  del  suo  piano,  la  quale  non 
ha  punti  comuni  col  contorno. 

Sia  ABC  il  triangolo  dato,  r  la  retta; 
e  siano  A',  B',  C  le  proiezioni  dei  ver- 
-  tjci  del  triangolo  sulla  retta  r.  Una 
delle  proiezioni  è  interna  al  segmento 
Fig.  1S3.  delle  altre  due,  e  sappooiamo  eia  C'.  ]' 

dicbiamo  inoltre  con  w  il  volarne  d 
solido  generato  dal  triangolo  ABC,  con  f  i,  Vg,  »3  rispettiva 
mente  ì  volumi  dei  solidi  generati  dai  trapezi  AA'CC,  CC  BB 
AA'BB'.  Sarà: 

lo  ss  t)]   4-   tt,  fg 
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CB'.  Tati  sarebbero,  per  esempio,  i  triaogoli  dAN  e  GMB. 
Siccbd  l'espressioDe  dentro  pareotesì  può  considerarsi  come  il 
doppio  dell'area  della  figura  formata  della  somma  dei  trian- 
goli CAN,  GMB,  cioè  del  pentagoDo  CANMB. 

Ma  il  pentagono  CANMB  è  equivalente  al  triangolo  dato 
ABC,  giacché  son  formati  di  una  parte  AOMBC  comune,  e  di 
due  triangoli  AON,  MOB,  che  sodo  equivalenti.  Difatti,  se 
consideriamo  i  triangoli  rettangoli  simili  AOM,  NOB,  6i  os- 
serva che  è: 

AM:BN  ::  OM  :0N 
da  cui:  

ON  .  AM  =  OM  .  BN 

e  siccome  il  primo  di  questi  rettangoli  6  doppio  del  triangolo 
AON,  e  il  secondo  è  doppio  del  triangolo  MOB,  ò  profato  ch^ 
questi  due  triangoli,  e  perciò  anche  il  pentagono  e  il  trian- 
gola dato  sono  equivalenti. 

Se  indichiamo  dunque  con  S  l'area  di  questo  triangolo, 
si  ha: 

w  -  I  (<x  +  6  +  e)  2  S. 

Ma  poiché  facilmente  si  dimostra  che  la  somma  delle  tre 
proiettanti  ì  vertici  del  triangolo  sulla  retta  è  tripla  della 
proiettante  il  baricentro  del  triangolo  sulla  stessa  retta,  in- 
dicando con  d  la  lunghezza  della  proiettante  il  baricentro, 
si  ha: 

tp  =  ^.3d.2S  =  2ird.S, 

cioè: 

//  volume  del  solido  generato  da  un  triangolo,  che  ruota 
di  un  giro  intorno  a  una  retta  che  non  ha  punti  comuni 
col  contorno,  è  il  prodotto  dell'area  del  triangolo  per  ìa 
lunghezza  del  circolo  generalo  dal  baricentro  del  triangolo. 

474.  Problema.  —  Calcolare  il  volume  del  solido  generato 
da  un  poligono  regolare,  che  ruota  intorno  a  una  retta  che 
non  ha  punti  comuni  col  contorno.  Le  distanze  dei  vertici 
del  poligono  dal  centro  dividono  il  poligono  in  tanti  triangoli 
quanti  sono  i  lati;  e  il  solido  generato  dal  poligono  6  eviden- 
temente la  somma  dei  solidi  generati  da  questi  triangoli.  Bi 
più  questi  triangoli  sono  eguali;  sicché,  se  indichiamo  con  t 


D,™-,7Pril>,G0l)^le 


D,™),prii>,Google 


?34  APPLICAZIONI    DEIX'ALr.EBRA    ALLA   GEOMSTRIA.* 

476.  Interpretiamo  geometricameote  alcuna  solusioni  che 
(loaaoDo  ott«Dergi  risolvendo  analiticameDte  problemi  di  geo- 
metria. 

1."  Cottruire  fetprettione  ab. 
Se  a  e  6  soD  le  misure  di  due  segmenti,  ab,  come  sappiamo, 
è  la  mipora  del  rettangolo  dì  quei  segmenti  ;  se  poi  odo  dei 
numeri  a  o  b  è  la  misura  di  una  snpsrflcìe,  e  l'altra  ò  la  mi- 
sura di  un  segmento,  il  prodotto  ab  rappresenta  il  volume  dei 
parallelepipedo  di  quella  SDperficia  e  di  quel  segmento. 
2."  Coitruire  l'etpretiione  a*  b. 
Rientra  nel  caso  precedente,  ossendo  a^  l'area  di  un  qua- 
drato. 

3."  Costruire  l'etpreinone  abc. 
È  il  volume  di  un  parallelepipedo,  di  cui  le  dimensioni  sono 
i  segmenti  misurati  da  a,  b,  e. 

4 °  CoUruire  Feiprestione  va*  +  A*  +  e». 
E  la  diagonale  di   un  parallelepipedo  rettangolo,  di  cui  la 
dimensioni  sono  a,  b,  e. 

5°  Costruire  Vexpreiiione  V&^  ^  6*  —  e*. 
K  nno  spigolo  dì  un  parallelepipedo  rettangolo,  di  cui  gli 
altri  spigoli  uscenti  dallo  stesso  vertice  sono  misurati  da  6  a 
da  e  e  la  diagonale  è  misurata  da  a. 
6."  Costruire  l'espretiione  a'. 
È  il  cubo,  di  cui  lo  spigolo  ha  per  misora  a. 

1f  Costruire  l'espressione  2  o*. 
È  il  cubo  doppio  di  quello,  di  cui  lo  spigolo  ha  per  misura 
a.  Se  indichiamo  con  x  la  misura  del  suo  spìgolo,  dovendo 
essere:  aiS  =  2  a*,  si  daduca: 

se  ^  a  |/2 

È  evidente  che  lo  spigolo  dal  nuovo  cnbo  è  incommensu- 
rabila  collo  spigolo  del  primo  (1). 

(I)  Si  osaar»!  ohs  l'espnBdaae  a  V^  non   ù   pò*  coltrai™  p«r   mena  di 
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13.  Siano  ilale  nello  spazia  deiJe  retta  a,  ò,  e,  d, .  .  .  ^  parallele  fra  | 
loro.  Per  un  punto  O  e  per  ciascuna  di  queste  retle,  si  coslrul- 
scano  i  piatii  Oa,  Ob,  Oc,  Od, .  . . . ,  e  si  seghino  lutti  questi 
piani  con  un  medesimo  piano  7.  Dimostrare  cbe  tutte  le  rette 
d'intersezione  di  questo  piano  9  coi  primi  s'incontraoo  in 
uno  slesso  puolo,  che  è  il  punto,  nel  quale  la  retta  parallela 
alle  a,  b  .  .  .  costruita  pel  puDto  0  incontra  il  piano  segante  a. 
Considerare  il  caso  che  il  piano  segante  «  sta  parallelo  alle  rette 
date  a,  b .    . . . 

ii.  In  ogni  poligono  sghembo  la   somma  delle  distanze  di  un  punto 
qualunque  dai  vertici  È  maggiore  del  suo  semiperimetro. 

15.  In  ogni  pcligono  sgembo  di  numero  pari  di  lati,  la  somma  delle 

diagonali  coslruile  in  modo  cbe  in  ogni  vertice  termini  una  sola 
diagonale  6  minore  della  somma  delle  distanze  di  un  punto 
qualunque  dai  vertici. 

16.  Se  quattro  semìpiani,  uscenti  da  una  slessa  retla,  sono  tali,  cbe 

dei  quattro  diedri  consecutivi  da  essi  formati  il  primo  sia  egaale 
al  terzo  ed  il  secondo  al  quarto,  il  primo  di  essi  à  il  prolun- 
gamento del  terzo,  Il  secondo  del  quarto. 

17.  I  piani  biseltori  di  due  diedri  adiacenti  son  perpendicolari. 

18.  Se  due  plani  sono  ordinatamente  paralleli  ad  altri  due,  che  s'incon- 

trano, i  piani  bisettori  dei  diedri  formati  dai  primi  doe  sono 
rispettivamente  paralleli  ai  piani  bisetlori  dei  diedri  formali 
dagli  allri  due. 
Id.  Se  due  angoli  (0  diedri)  sono  eguali,  0  supplementari,  ed  un  lalo 
(0  faccia)  del  primo  à  perpendicolare  ad  un  lato  (0  faccia) 
dell'altro,  anche  il  rimanente  lato  (0  faccia)  del  prtitio  È  per- 
pendicolare al  rimaoiiiite  lato  (0  faccia)  dell'altro. 

20,  Per  un  punto  passa,  in  generale,  una,  ed  una  sola,  retta,  cbe 

incontri  due  rette  sghembe  date. 

21.  Date  due  rette  sghembe,  se,  a  partire  dai  loro  punti  ^'incontro 

colla  perpendicolare  comune,  si  prendono  su  esse  due  segmenti 
eguali,  la  distanza  degli  estremi  dì  questi  segmenti,  forma  an- 
goli eguali  colle  due  rette. 
23.  Esistono  infinite  retle,  cbe    incontrano  tre  rette  date  sghembe  a 
due  a  due. 

23.  Esistono  infinite  rette,  che  incontrano  due  rette  sghembe  date,  e 

sono  parallele  a  un  piano  non  parallelo  a  queste. 

24.  Per  una  retta  data  costruire  un  piano  equidistante  da  due  punti  dati. 
2tt.  In  un  piano  dato  trovare  nn  punto  tale,  che  la  differenia  delle 

distanze  di  esso  da  due  punti  dati  fuori  del  piano,  e  da  una  stessa 

banda  di  queste,  sia  minima. 
S6.  Due  rette  parallele  fanno  con  uno  stesso  piano  angoli  eguali. 
27.  Per  un  punto  dato  costruire  una  retta  parallela  ad  un  piano  dato, 

e  che  faccia  un  angolo  dato  con  un  altro  piano  dato. 
38.  Trovare  il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  dati  pa 

ralteli  hanno  fra  loro  un  rapporto  dato. 
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il.  Se  per  UD  punto  della  coslnla  di  un  diedro  si  coslruisce  una  reiu 
ad  essa  perpendicolare,  ma  uon  perpendicolare  alle  ticce  di 
tulli  gli  angoli,  cht  si  ottengono  tagliando  il  diedro  con  piasi 
costruiti  per  quella  ratta,  il  minore  è  la  sezione  normale. 

43.  Se  in  un  triedra  la  sezione  normale  di  un  triedro  è  eguale  alla 
Faccia  opposta,  anche  le  altre  due  facce  sono  eguali  o  supple- 
raeutari  alle  sezioni  normali  dei  diedri  opposti. 

49.  Trovare  con  costruzioni  piane  gli  angoli,  che  formano  colle  facce 

di  uu  triedro  le  quattro  relle,  secondo  le  quali  si  tagliano  a  tre 
a  tre  i  piani  perpendicolari  alle  facce  slesse,  costruiti  per  le  hi- 
sellrici  delle  medesime,  o  degli  angoli  ad  esse  adiacenti. 

50.  Il  piano  di  un  triangolo  si  muove  parallelamente  a  sé  slessò,  in 

mudò  che  due  vertici  scorrono  su  due  retle  parallele.  Quài  ì 
il  luogo  del  terzo  vertice? 

51 .  Luoghi  dei  baricentri,  dei  putiti  d'incontro  delle  altezze,  dei  punti 

equidistanti  dai  verlicì,  oppure  delle  retle,  dei  triangoli,  che 
gi  ottengono  litgliando  un  triedro  con  una  serie  di  piani  paralleli. 

52.  Se  per  il  vertice  dì  un  triedro  e  in  ciascuna  faccia  si  coslruisct 

la  perpendicolare  allo  spigolo   opposto,   le  tre  perpendicolari 
.    giacciono  in  uno-slesso  piano. 
SS.  Tagliare  un  angoloidc  tetraedro  in   modo  che  la  sezione  sia  od* 
losanga  di  luto  dato. 

54.  Costruire  un  triedro   tri  rettangolo,  i  cui  spigoli  passino  per  tre    ^ 

punii  dati. 
35.  Tagliare  un  triedro  Irirelt angolo  in  modo  che  la  sezione  sia  eguale 
a  un  triangolo  dato. 

55.  In  ogni  triedro  l'angolo  che  uno  spigolo  fa  con  la  bisettrice  dellt 

faccia  opposta ,  se  è  acuto,  è  minore  della  semisomma  delle 
altre  due  facce,  è  maggiore  della  loro  semìdllTerenza,  ed  è  mag- 
giore della  se  mi  dì  fFe  re  II  za  fra  la  somma  di  queste  due  facce  e 
la  prima  faccia. 

S7,  Se  si  coslruiscono  le  disianze  dei  vertici  di  una  sezione  dì  una 
Ruperlicie  prismallca  triangolare  dai  punti  di  mezzo  dei  lati  op- 
posti di  un'altra  sezione  parallela,  queste  distanze  si  tagliano  in 
in  un  punlo  della  disianza  dei  baricentri  delle  due  sezioni,  e  si 
dividono  in  due  partì  una  doppia  dell'altra. 

SS.  Tagliare  una  superficie  prismatica  Irìangolare  io  modo  che  la  se- 
zione sia  un  triangolo  equilatero. 

tì9.  Se  per  gii  spigoli  laterali  di  una  superficie  prismatica  triangolare 
si  costruicono  piani  perpendicolari  alle  facce. opposte,  questi 
passano  per  la  slessa  retta. 

()0.  Il  luogo  dei  baricentri  delle  sezioni  di  una  superficie  prismatica 
(riangolare  è  una  retta  parallela  agli  spigoli. 

61.  Tagliare  un  cubo  con  un  piano  tale  che  la  sezione  sia  uu  esagono 

63.  Trovare  su  un  piano  il  luogo  geometrico  dei  punti,  tali  obs  bi 
somma  dei  quadrali  delle  distanze  di  ciascuno  di  essi  dai  vw- 
tici  dì  un  parallelepipedo  sia  eguale  ad  un  quadrato  dato. 
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80.  Dati  due  circoli  in  due  sfere,  rjuali  sono  i  loro  punti  piij  tìcìdì, 
e  quali  i  pili  lontani  f 

8t.  Supposto  die  due  superfìcie  conicLe,  aventi  il  vertice  in  comuaa, 
si  taglino  secondo  due  relle,  trovare  con  costruzioni  piane  l'an- 
golo di  queste  relle,  conoscendo  l'angolo  degli  assi  delle  due 
superfìcie  e  i  due  angoli  delle  due  superficie  stesse. 

82.  Per  un  punto  dato  costruire  le  rette,  che  hanno  date  distanze  da 
due  punti  dati. 

8ft,  Trovare  le  rette  di  un  pianoj  cbe  hanno  distanze  date  da  due  punti 
fuori  di  esso. 

Si.  Costruire  un  cono  o  cilindro,  date  Ire  generatrici. 

8f>-  Qual  luogo  inviluppano  i  piani,  che  passano  per  un  punto  dato, 
e  formano  con  un  piano  dato  un  angolo  dato? 

86-  Gistruire  i  piani  tangenti  comuni  a  due  coni,  che  hanno  il  ver- 

87.  L'intersezione  di  due  coni,  che  hanno  l'asse  comune,  è  formata  di 

due  circoli. 

88.  Qual  luogo  inviluppano  i  piani,  che  hanno  una  data  disianza  da 

un  punto  dito  ? 
80.  Qual  luogo  inviluppano  i  piani,  che  passano  per  un  punto  dato 
ed  hanno  una  data  distanza  da  un  punto  dato?. 

90.  Qual  luogo  inviluppano  i  piani,  che  hanno  date  distanze  da  due 

punti  dati  ? 

91.  Qual  luogo  inviluppano  i  piani,  che  intersecano  una  sfera  in 

circoli  eguali  ? 

92.  Se  una  sfera  lacca  un  cilindro  retto  od  un  cono  in  due  punti, 

essa  !o  tocca  in  un  numero  infinito  di  punti.  1  punti  di  con- 
latto formano  un  cerchio. 

93.  Un  cubo  ò  e<]  ulve  lente  a  sei  volte  l'ottaedro  regolare  avente  per 

vertici  i  centri  delle  facce  di  esso. 

94.  Date  tre   rette  parallele,  si  prenda   un  punto  sulla  prima ,  un 

punto  sulla  seconda,  e  si  porti  sulla  terza  un  dato  segmento: 
il  tetraedro  avente  per  vertici  i  due  punti  e  i  due  eslremi  del 
segmento  ha  un  volume  costante. 

9''(.  La  dilfercnia  di  due  cubi  è  equivalente  al  parallelepipedo  della 
differenza  de'  loro  spigoli  per  la  somma  de'  quadrati  di  detti 
spigoli  e  del  loro  rettangolo. 

96.  Se  per  i  vertici  di  un  tetraedro  si  costruiscono  i  piani  ri^petli- 
vamenle  paralleli  alle  facce  opposte,  si  forma  un  nuovo  te- 
traedro equivalente  a  tentiselte  volte  il  tetraedro  dato. 

'37.  Se  un  tetraedro  ha  due  spigoli  opposti  perpendicolari,  esso  è 
equivalente  alla  sesta  parie  del  parallelepipedo  rettangolo  dei 
due  spigoli  suddetti  e  della  loro  distanza. 

98.  Il  quadrato  del  raggio  della  sfera  circoscrilta  ad  un  cubo,  o  ad 

un  ottaedro  regolare,  è  equivalente  al  triplo  del  quadrato  del 
raggio  della  sfera  in  essa  inscritta. 

99.  Il  quadrato  dì  uno  spigolo  di  un  tetraedro  regolare  i  equivalente 
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1 18.  La  calotta,  cLe  una  skrti  data  taglia  da  una  sfera  che  passa  per 

il  centro  di  essa,  ha  un'area  costanle. 

119.  (lo  cono  equilatero  essendo  inscritto  in  una  sfera,  tagliare  i  dne 

solidi  con  un  piano  parallelo  alla  base  del  cono,  in  modo  cbe 
la  porooa  circolare  compresa  fra  la  saperfieie  della  sfera  e 
quella  dei  cono  sia  equivalente  alla  base  del  cono- 

120.  Di  uD  tronco  di  cono  si  conosce  il  volume,  l'altezza  e  la  diffe- 

renza dei  raggi  delle  basi.  Trovare  questi  raggi. 

IS1.  Sull'asse  di  un  tronco  di  cono  determinare  un  punto  tale  che  i 
due  coni,  aventi  per  veriJca  quel  punto  e  per  basi  le  due  bui 
del  tronco  ri  speli  iva  mente,  abbiano  superficie  laterali  equivalenli. 

133.  Tagliare  una  sfera  con  un  piano,  in  modo  che  il  circolo  mas- 
simo sia  medio  proporzionale  tra  le  superficie  delle  due  calotte 
risullanli. 

133.  Costruire  un  piano  parallelo  alla  base  di  un  cilindro  (o  cono) 
in  modo  che  la  base  sia  media  proporzionale  fra  le  due  partì, 
in  cui  il  piano  divide  la  superRcie  laterale. 

12i.  Determinare  il  volume  di  una  lente  biconvessa  formala  da  dne 
calotte  sferiche,  conoscendo  i  raggi  delle  sfere,  di  cui  fanno 
parte  le  due  calolle,  e  la  distanza  dei  loro  centri. 

I2S.  Tagliare  da  una  sfera  un  segmento  ad  una  sola  base,  il  quale 
sia  equivalente  al  cono  che  ha  la  stessa  base,  ed  abbia  il  ver- 
tice nel  centro  della  sfera. 
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